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Ïðåäèñëîâèå

Äàííàÿ êíèãà � ýòî ðàñøèðåííûé êîíñïåêò ëåêöèé, ïðî÷èòàííûõ ìíîþ äëÿ ñòóäåíòîâ
ïåðâîãî êóðñà ôàêóëüòåòà âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè Ìîñêîâñêîãî ãî-
ñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà â òå÷åíèå äâóõ ñåìåñòðîâ 2004/2005
ãîäà.

Â àóäèòîðèè îáñóæäàëèñü ïðåæäå âñåãî âîïðîñû îñíîâíîé ÷àñòè êàæäîé ëåêöèè.
Êðîìå ýòîãî, ïî÷òè êàæäàÿ ëåêöèÿ ñîäåðæèò äîïîëíèòåëüíóþ ÷àñòü, ïðåäíàçíà÷åí-
íóþ äëÿ äîìàøíåãî ÷òåíèÿ è àäðåñîâàííóþ íàèáîëåå çàèíòåðåñîâàííûì è óñïåâàþùèì
ñòóäåíòàì. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ äîïîëíèòåëüíàÿ ÷àñòü òàêæå ðàçáèòà íà äâå ñåêöèè �
îäíà èç íèõ íàáðàíà ìåëêèì øðèôòîì è äîëæíà ñ÷èòàòüñÿ �áîëåå äîïîëíèòåëüíîé�.

ß ñòðåìèëñÿ ñîõðàíèòü òðàäèöèè â ïðåïîäàâàíèè àëãåáðû íà ôàêóëüòåòå ÂÌèÊ
ÌÃÓ � â ÷àñòíîñòè, êóðñ ëèíåéíîé àëãåáðû åñòåñòâåííûì îáðàçîì âêëþ÷àåò â ñåáÿ è
íåîáõîäèìûå îñíîâû àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Â äóõå ñëîæèâøèõñÿ òðàäèöèé, áåçóñ-
ëîâíî, óæå ñîçäàíû õîðîøèå ó÷åáíèêè. Òåì íå ìåíåå, äàííàÿ êíèãà ìîæåò îêàçàòüñÿ
ïîëåçíîé ïî ðÿäó ïðè÷èí.

Âî-ïåðâûõ, ýòî èìåííî ëåêöèè. ß èçáåãàë ëþáûõ �äëèííûõ� ññûëîê è íå äóìàë î
òîì, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü íåèçáåæíûå â ëåêöèÿõ íàïîìèíàíèÿ è ïîâòîðåíèÿ. Âìåñòå
ñ ýòèì èçëîæåíèå îñòàåòñÿ ñæàòûì è ëàêîíè÷íûì â òîé ñòåïåíè, êîòîðàÿ ñâîéñòâåííà
îãðàíè÷åííûì âî âðåìåíè ëåêöèÿì.

Âî-âòîðûõ, ïðè îáñóæäåíèè ñîâåðøåííî êëàññè÷åñêèõ âîïðîñîâ ìíå êàçàëîñü âàæ-
íûì ïîêàçàòü, ÷òî èçó÷àåìàÿ íàìè íàóêà ÿâëÿåòñÿ æèâîé, î÷åíü óñïåøíî ðàçâèâàþùåé-
ñÿ è ïðî÷íî ñâÿçàííîé ñ ìíîãèìè äðóãèìè ðàçäåëàìè ìàòåìàòèêè. Êàê òîëüêî ïîÿâëÿåò-
ñÿ âîçìîæíîñòü ñäåëàòü ðåàëüíûå øàãè â íàïðàâëåíèè êàêèõ-ëèáî îñîáî âïå÷àòëÿþùèõ
äîñòèæåíèé è ñîâðåìåííûõ ïðîáëåì, ÿ ïûòàþñü ýòî äåëàòü. Â êàæäîì òàêîì ñëó÷àå ÿ
ñ÷èòàþ âàæíûì èçáåãàòü ÷èñòî äåêëàðàòèâíîãî îïèñàíèÿ � åñëè óæ ÷òî-òî îáñóæäàåò-
ñÿ, òî âñåãäà ñ ÿñíûìè ôîðìóëèðîâêàìè è ïîëíûìè (ïî÷òè âñåãäà) äîêàçàòåëüñòâàìè.
Äîïîëíèòåëüíûå ÷àñòè ëåêöèé ñëóæàò èìåííî ýòîé öåëè.

Â-òðåòüèõ, â êíèãå èäåò îäíîâðåìåííîå ðàçâèòèå íåñêîëüêèõ òåì � ïîäîáíî òîìó, êàê
ýòî äåëàåòñÿ â ïîëèôîíè÷åñêîì ìóçûêàëüíîì ïðîèçâåäåíèè. Ãëàâíàÿ òåìà, êîíå÷íî, �
ýòî âñå, ÷òî ñâÿçàíî ñ êîíöåïöèåé ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè âåêòîðîâ. Â êà÷åñòâå ïîáî÷íîé
(õîòÿ è íå ìåíåå çíà÷èòåëüíîé) òåìû â ñàìîì íà÷àëå âîçíèêàåò ïîíÿòèå àëãåáðàè÷åñêîé
îïåðàöèè è ãðóïïû. Ýòà òåìà âïîñëåäñòâèè ïðèâîäèò ê âàæíûì ïîíÿòèÿì êîëüöà è
ïîëÿ, à çàòåì è ê ñâîåîáðàçíîé òî÷êå �êîíòðàïóíêòà� (â òîé æå ìóçûêàëüíîé àíàëîãèè),
êîãäà ñâîéñòâà ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà ïðèìåíÿþòñÿ ê èçó÷åíèþ ðàñøèðåíèé ïîëåé.

Â äîïîëíèòåëüíûõ ÷àñòÿõ â ñæàòîì è â òî æå âðåìÿ çàìêíóòîì âèäå ìîæíî íàéòè
âåñüìà íåòðèâèàëüíûå ðåçóëüòàòû, âûõîäÿùèå çà ðàìêè ñîáñòâåííî ëèíåéíîé àëãåá-
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ðû (íàïðèìåð, âîïðîñû î ïîñòðîåíèè ïðàâèëüíûõ n-óãîëüíèêîâ è ðàçðåøèìîñòè àëãåá-
ðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé). Îáùåèçâåñòíî, îäíàêî, ÷òî çíà÷åíèå è ñèëà ëèíåéíîé àëãåáðû
îáóñëîâëåíû ïðåæäå âñåãî åå ìíîãî÷èñëåííûìè ïðèëîæåíèÿìè.

ß ñîãëàñåí ñ òåì, ÷òî ëèíåéíîé àëãåáðå íå ñëåäóåò ó÷èòü �ñëèøêîì àáñòðàêòíî�.
Òåì áîëåå, ÷òî åñòü âîçìîæíîñòü ïîçíàêîìèòüñÿ ñ îñíîâíûìè ïîíÿòèÿìè, ðàáîòàÿ ñ
ïðîñòûìè äëÿ ïîíèìàíèÿ îáúåêòàìè � ìàòðèöàìè, à íå ñ àáñòðàêòíûìè ýëåìåíòàìè
ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ. Â òî æå âðåìÿ, ìíå êàæåòñÿ, ÷òî îïðåäåëåííàÿ äîçà àáñòðàêíûõ
ïîíÿòèé óìåñòíà è äàæå ïîëåçíà íà ñàìîé ðàííåé ñòàäèè îáó÷åíèÿ. Â ñàìîì äåëå, âðÿä
ëè ìîæíî ñ÷èòàòü ÷ðåçìåðíûìè óñèëèÿ íà îñâîåíèå âñåãî ëèøü îïðåäåëåíèÿ ãðóïïû
è ïðîñòåéøèõ åå ñâîéñòâ. Îäíàêî, åñëè ýòî ñäåëàòü íà ðàííåì ýòàïå îáó÷åíèÿ, òî â
äàëüíåéøåì íàõîäèòñÿ ìíîãî ïîâîäîâ äëÿ âîçâðàùåíèÿ ê ýòîìó ïîíÿòèþ â ñâÿçè ñ
ïðèìåðàìè ãðóïï, êîòîðûå åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò â ðàçíûõ ìåñòàõ êóðñà.

Ìíå êàæåòñÿ, ÷òî óïðîùåíèå ôîðìû èçëîæåíèÿ âñå æå ìîæåò ñî÷åòàòüñÿ ñ áîëåå
íàïîëíåííûì ñîäåðæàíèåì. Ïî êðàéíåé ìåðå, ÿ ñòðåìèëñÿ ê ýòîìó. Ëèíåéíàÿ àëãåáðà
è åå ïðèëîæåíèÿ íàñòîëüêî ôóíäàìåíòàëüíû è âàæíû, ÷òî íåò íèêàêèõ îñíîâàíèé äëÿ
ðåàëüíîãî ñîêðàùåíèÿ îáúåìà îáÿçàòåëüíûõ áàçîâûõ çíàíèé â äàííîé îáëàñòè.

Â íàøåì êóðñå ïðåäìåò ëèíåéíîé àëãåáðû ïîíèìàåòñÿ â ðàñøèðåííîì ñìûñëå, äî-
âîëüíî ÷àñòî ìû îêàçûâàåìñÿ íà òåððèòîðèè ñìåæíûõ äèñöèïëèí � ìàòåìàòè÷åñêî-
ãî àíàëèçà, âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ è, êîíå÷íî, îáùåé àëãåáðû. Ãðàíèöû ÿâëÿþòñÿ
óñëîâíîñòüþ, êàê è â æèçíè. Îñîáåííî ÷àñòî îíè ïåðåñåêàþòñÿ ïðè ðàçðàáîòêå ñîâðå-
ìåííûõ èíôîðìàöèîííûõ è âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé.

Íàïðèìåð, îäíà èç ãëàâíûõ îáÿçàòåëüíûõ òåì ïåðâîãî ñåìåñòðà � òåîðèÿ è ìåòî-
äû èññëåäîâàíèÿ è ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ìàòåðèàë
âïîëíå ýëåìåíòàðíûé è, âîçìîæíî, îñòàâëÿþùèé âïå÷àòëåíèå àáñîëþòíîé çàâåðøåí-
íîñòè. Îäíàêî, ïðàêòè÷åñêàÿ íåîáõîäèìîñòü ðåøåíèÿ ñèñòåì ñ ìèëëèîíàìè óðàâíåíèé
è íåèçâåñòíûõ è ïîÿâëåíèå âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè ñ ïàðàëëåëüíûì âûïîëíåíèåì îïå-
ðàöèé äàëè èìïóëüñ ê èçó÷åíèþ íîâûõ, ïàðàëëåëüíûõ ñâîéñòâ àëãîðèòìîâ. Â äàííîì
ñëó÷àå óñïåõè ïðÿìî ñâÿçàíû ñ ðîñòîì ìîùè êîìïüþòåðîâ. Â òî æå âðåìÿ - è ìíå îñî-
áåííî ïðèÿòíî ñêàçàòü îá ýòîì - âûõîä íà ðàäèêàëüíî íîâûé óðîâåíü âîçìîæíîñòåé
áûë ñäåëàí áëàãîäàðÿ íîâîìó ìàòåìàòè÷åñêîìó çíàíèþ, à íå ðîñòó ïðîèçâîäèòåëüíîñ-
òè êîìïüþòåðîâ. Áîëåå òîãî, äëÿ äàííîé âïîëíå êëàññè÷åñêîé çàäà÷è ëèíåéíîé àëãåáðû
ïîòðåáîâàëîñü ðàçâèòèå ôóíäàìåíòàëüíûõ âîïðîñîâ èç îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî àíà-
ëèçà è òåîðèè ïðèáëèæåíèé.

Îòäåëüíûå ìåñòà â êíèãå ñîäåðæàò ìàòåðèàë, êîòîðûé âîîáùå íåëüçÿ íàéòè â êàêèõ-
ëèáî ó÷åáíèêàõ è äàæå ìîíîãðàôèÿõ. Â ÷àñòíîñòè, ýòî îòíîñèòñÿ ê òåîðåìå îá îáîáùå-
íèÿõ ìåòîäîâ ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ. Â åùå áîëüøåé ñòåïåíè � êî âñåìó ìàòåðèàëó
çàêëþ÷èòåëüíîé ëåêöèè, ïîñâÿùåííîé ìíîãîìåðíûì ìàññèâàì, òåíçîðíûì ðàíãàì è ïî-
ëèëèíåéíûì îáîáùåíèÿì ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû.

Â òå âðåìåíà, êîãäà ôàêóëüòåò ÂÌèÊ òîëüêî ïîÿâèëñÿ, ìàòåìàòèêè-âû÷èñëèòåëè
÷àñòî ñåòîâàëè íà òî, ÷òî â îáÿçàòåëüíûõ êóðñàõ ìåõ-ìàòà íè÷åãî íå ãîâîðèëîñü î
âîçíèêøèõ ïåðåä íèìè ïðîáëåìàõ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìîæíî óæå ãîâîðèòü î òîì, ÷òî
ìàòåìàòèêàì-âû÷èñëèòåëÿì ÷àñòî íå õâàòàåò çíàíèé èç òðàäèöèîííûõ èìåííî äëÿ ìåõ-
ìàòà ðàçäåëîâ ìàòåìàòèêè. Ìîæíî ïðèâåñòè ïðèìåðû ðåêîðäíî ýôôåêòèâíûõ âû÷èñ-
ëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé, âîçíèêøèõ íà îñíîâå èäåé è àïïàðàòà êàçàëîñü áû äàëåêèõ îò
ïðèëîæåíèé îáëàñòåé � íàïðèìåð, àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè. Â äàííîé êíèãå ýòè çàÿâ-
ëåíèÿ âñå æå îñòàíóòñÿ, ê ñîæàëåíèþ àâòîðà è ÷èòàòåëåé, íå áîëåå ÷åì äåêëàðàöèÿìè.
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Íî âåäü ýòî ëèøü íà÷àëî ïóòè!

Â ëþáîì äåëå î÷åíü âàæåí íà÷àëüíûé èìïóëüñ. Äëÿ äàííîé êíèãè åãî ãåíåðàòîðîì
áûë Â. À. Èëüèí, ïðèãëàñèâøèé ìåíÿ ïðî÷èòàòü ëåêöèè íà ÂÌèÊ.

Â Èíñòèòóòå âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê, ãäå ÿ èìåþ
÷åñòü ðàáîòàòü, ýòî ïðåäëîæåíèå áûëî ãîðÿ÷î ïîääåðæàíî Â. Â. Âîåâîäèíûì, Â. Ï.
Äûìíèêîâûì è Ã. È. Ìàð÷óêîì, ïîïðîñèâøèì ìåíÿ â òî æå ñàìîå âðåìÿ ïîìî÷ü â
îðãàíèçàöèè íà ÂÌèÊ íîâîé êàôåäðû � êàôåäðû âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé è ìîäå-
ëèðîâàíèÿ, êîòîðîé îí ñòàë çàâåäîâàòü.

Ìíå îñòàâàëîñü òîëüêî ñîãëàñèòüñÿ è ïîïûòàòüñÿ ñäåëàòü òî, î ÷åì ÿ, ñêîðåå âñå-
ãî, óæå äóìàë � ïîïðîáîâàòü ðàññêàçàòü ñòóäåíòàì î ëèíåéíîé àëãåáðå òî, ÷òî ÿ ñàì
áû õîòåë óñëûøàòü, êîãäà áûë ñòóäåíòîì. Ïî êðàéíåé ìåðå, ñàìîìó ìíå ýòî âñå ïîêà
íðàâèòñÿ. Ïîýòîìó âñåì íàçâàííûì ëèöàì âûðàæàþ èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü. Õî÷ó
ïîáëàãîäàðèòü òàêæå Í. Ë. Çàìàðàøêèíà, Õ. Ä. Èêðàìîâà, Ã. Ä. Êèì, Â. Ñ. Ïàíôåðîâà
è âñåõ òåõ, êòî óæå ñäåëàë èëè åùå ñäåëàåò çàìå÷àíèÿ ïî òåêñòó ëåêöèé.
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Ëåêöèÿ 1

ÎÑÍÎÂÍÀß ×ÀÑÒÜ

1.1 Ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ è ìàòðèöû
Â ìàòåìàòèêå è äðóãèõ íàóêàõ ïîñòîÿííî èçó÷àåòñÿ çàâèñèìîñòü îäíèõ âåëè÷èí îò
äðóãèõ. Îáû÷íî çàâèñèìîñòü îïèñûâàåòñÿ ðàçëè÷íîãî òèïà ôóíêöèÿìè (îòîáðàæåíèÿ-
ìè, îïåðàòîðàìè). Ïðîñòåéøèé ñëó÷àé � ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ. Ñòðîãèå îïðåäåëåíèÿ
ìû äàäèì ïîçæå. À ïîêà ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðåìåííûå y1, . . . , ym âûðàæàþòñÿ ÷åðåç
x1, . . . , xn ñëåäóþùèì îáðàçîì:

y1 = a11x1 + . . . + a1nxn,
. . .

ym = am1x1 + . . . + amnxn,
(∗)

ãäå êîýôôèöèåíòû ñ÷èòàþòñÿ çàäàííûìè ïîñòîÿííûìè âåëè÷èíàìè. Ñîáåðåì âñå ïî-
ñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû â ïðÿìîóãîëüíóþ òàáëèöó è îáîçíà÷èì åå áóêâîé A; ñîñòàâèì
òàêæå òàáëèöû-ñòîëáöû èç âåëè÷èí x1, . . . , xn è y1, . . . , ym:

A =

 a11 . . . a1n

. . . . . . . . .
am1 . . . amn

 , x =

 x1

. . .
xn

 , y =

 y1

. . .
ym

 .
Òàêèå òàáëèöû è íàçûâàþòñÿ ìàòðèöàìè. Ìû èìååì öåëûõ òðè ìàòðèöû: ðàçìåðîâ
m × n, n × 1 è m × 1. Ñîîòíîøåíèÿ (∗), îïèñûâàþùèå çàâèñèìîñòü y îò x, çàïèøåì
ñèìâîëè÷åñêè òàêèì îáðàçîì:

y = Ax. (∗∗)
Âîçíèêàåò âïå÷àòëåíèå, ÷òî ìàòðèöà A óìíîæàåòñÿ íà ìàòðèöó-ñòîëáåö x, â ðåçóëüòàòå
÷åãî ïîÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà-ñòîëáåö y. Òàê îíî è áóäåò, åñëè ìû ñêàæåì, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ
(∗) ñóòü îïðåäåëåíèå îïåðàöèè (∗∗) óìíîæåíèÿ A íà x.

Åñëè m = n, òî ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ êâàäðàòíîé. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðîâ
n× n íàçûâàåòñÿ òàêæå ìàòðèöåé ïîðÿäêà n.

1.2 Óìíîæåíèå ìàòðèö
Ïóñòü y1, . . . , ym âûðàæàþòñÿ ÷åðåç x1, . . . , xn è ïðè ýòîì x1, . . . , xn âûðàæàþòñÿ ÷åðåç
z1, . . . , zk ñëåäóþùèì îáðàçîì:{

y1 = a11x1 + . . . + a1nxn,
. . .

ym = am1x1 + . . . + amnxn,

{
x1 = b11z1 + . . . + b1kzk,

. . .
xn = bn1z1 + . . . + bnkzk.
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ßñíî, ÷òî y1, . . . , ym âûðàæàþòñÿ ÷åðåç z1, . . . , zk àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Ìàòðèöó èç
ïîñòîÿííûõ êîýôôèöèåíòîâ ýòîé çàâèñèìîñòè îáîçíà÷èì ÷åðåç C. Òîãäà

y = Ax, x = Bz è y = Cz.

×òîáû ïîëó÷èòü êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû C, íóæíî ïîäñòàâèòü âûðàæåíèÿ äëÿ
x1, . . . , xn ÷åðåç z1, . . . , zk â ôîðìóëû, âûðàæàþùèå y1, . . . , ym ÷åðåç x1, . . . , xn, è
ñîáðàòü êîýôôèöèåíòû ïðè âåëè÷èíàõ z1, . . . , zk. Ïîëó÷èòñÿ âîò ÷òî:

C = [cij], ãäå cij =
n∑

l=1

ailblj. (∗)

Îïðåäåëåíèå. Ìàòðèöà C âèäà (∗) íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèö A è B è îáîçíà-
÷àåòñÿ C = AB.

Ñëåäñòâèå. y = A(Bz) = (AB)z.
×àñòî ãîâîðÿò, ÷òî ìàòðèöû óìíîæàþòñÿ ïî ïðàâèëó �ñòðîêà íà ñòîëáåö�. ×èñëî

ñòîëáöîâ â ïåðâîì ñîìíîæèòåëå îáÿçàíî, êîíå÷íî, ñîâïàäàòü ñ ÷èñëîì ñòðîê âî âòîðîì.
Åñëè ìû ïèøåì C = AB, òî àâòîìàòè÷åñêè èìååì â âèäó, ÷òî ìàòðèöû A è B íå ñîâñåì
óæ ïðîèçâîëüíûå.

1.3 Ïðèÿòíîå ñâîéñòâî: àññîöèàòèâíîñòü
Òåîðåìà. (AB)C = A(BC).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A � m× n, B � n× k, C � k × l. Òîãäà

{(AB)C}ij =
k∑

p=1

{AB}ipcpj =
k∑

p=1

(
n∑

q=1

aiqbqp

)
cpj

=
n∑

q=1

aiq

(
k∑

p=1

bqpcpj

)
= {A(BC)}ij.

1.4 Íå î÷åíü ïðèÿòíîå ñâîéñòâî: íåêîììóòàòèâíîñòü
Â îáùåì ñëó÷àå AB 6= BA � äàæå äëÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö. Íàïðèìåð,[

0 1
0 0

] [
0 0
1 0

]
=

[
1 0
0 0

]
,[

0 0
1 0

] [
0 1
0 0

]
=

[
0 0
0 1

]
.

1.5 Ñëîæåíèå ìàòðèö è óìíîæåíèå íà ÷èñëî
Ìàòðèöà C = [cij] íàçûâàåòñÿ ñóììîé ìàòðèö A = [aij] è B = [bij], åñëè

cij = aij + bij äëÿ âñåõ i, j.

Ìàòðèöû A,B è C = A + B � îäèíàêîâûõ ðàçìåðîâ. Äëÿ îïåðàöèè ñëîæåíèÿ ìàòðèö
âûïîëíÿþòñÿ ñðàçó äâà ïðèÿòíûõ ñâîéñòâà:

A+ (B + C) = (A+B) + C (àññîöèàòèâíîñòü),
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A+B = B + A (êîììóòàòèâíîñòü).

Ïîëåçíî ââåñòè òàêæå îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà ÷èñëî. Åñëè α � ÷èñëî, òî
ìàòðèöà C = αA îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìàòðèöà òåõ æå ðàçìåðîâ ñ ýëåìåíòàìè cij = αaij.

1.6 Óìíîæåíèå áëî÷íûõ ìàòðèö
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöû A è B ñîñòàâëåíû èç áëîêîâ Aij è Bij:

A =

 A11 . . . A1q

. . . . . . . . .
Ap1 . . . Apq

 , B =

 B11 . . . B1r

. . . . . . . . .
Bq1 . . . Bqr

 ,
ãäå Aij � mi×nj, Bij � ni×kj. Òîãäà ïðîèçâåäåíèå C = AB ñóùåñòâóåò è åãî ìîæíî
âû÷èñëÿòü, èñïîëüçóÿ îïåðàöèè óìíîæåíèÿ è ñëîæåíèÿ ìàòðèö-áëîêîâ:

C =

 C11 . . . C1r

. . . . . . . . .
Cp1 . . . Cpr

 , ãäå Cij =

q∑
l=1

AilBlj � mi × kj.

Äîêàæèòå!

Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî áëî÷íûå ìàòðèöû óìíîæàþòñÿ ïî ïðàâèëó �áëî÷íàÿ ñòðîêà íà
áëî÷íûé ñòîëáåö�. Ìû î÷åíü ñêîðî óâèäèì, êàêóþ ïîëüçó ìîæåò äàòü áëî÷íîå óìíîæå-
íèå.

1.7 Âû÷èñëèòåëüíûé àñïåêò óìíîæåíèÿ ìàòðèö
Ïóñòü çàäàíû n×n-ìàòðèöû A è B è òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü èõ ïðîèçâåäåíèå C = AB. Âîò
êëàññè÷åñêèé àëãîðèòì (ïðîãðàììà íà íåêîì ïîäîáèè àëãîðèòìè÷åñêîãî ÿçûêà Ôîðò-
ðàí):

DO i = 1, n
DO j = 1, n

DO k = 1, n
cij = cij + aikbkj

END DO
END DO

END DO.

Êîíå÷íî, ïðåäâàðèòåëüíî ñëåäóåò çàíóëèòü ýëåìåíòû cij.

ÄÎÏÎËÍÈÒÅËÜÍÀß ×ÀÑÒÜ

1.8 Õîðîøà ëè ïðîãðàììà?
Îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ íå î÷åíü ïðîñòî. Ïðåæäå âñåãî, íóæåí êàêîé-òî êðèòåðèé �
ïóñòü ýòî áóäåò âðåìÿ èñïîëíåíèÿ ïðîãðàììû. Íî âðåìÿ çàâèñèò íå òîëüêî îò òèïà
êîìïüþòåðà. Â ñòðîãîì ñìûñëå, îíî ïðèâÿçàíî ê îòäåëüíî âçÿòîìó êîìïüþòåðó è çà-
âèñèò îò åãî ñîñòîÿíèÿ íà äàííûé ìîìåíò, îò îïåðàöèîííîé ñèñòåìû è, êîíå÷íî, îò
îñîáåííîñòåé òðàíñëÿòîðà.



8 Ëåêöèÿ 1

×òîáû ÷òî-òî çäåñü ïîíÿòü, íóæíî îòáðîñèòü î÷åíü ìíîãî äåòàëåé è îñòàâèòü íå÷òî
ãëàâíîå. Åñëè âñå îïåðàöèè âûïîëíÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî, òî âðåìÿ ðàáîòû ìîæíî
ñ÷èòàòü ïðîïîðöèîíàëüíûì ÷èñëó îïåðàöèé. Ìû ïîéäåì äàëüøå è áóäåì ïîäñ÷èòû-
âàòü ëèøü àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè. Îáùåå èõ ÷èñëî áóäåì íàçûâàòü àðèôìåòè÷åñêîé
ñëîæíîñòüþ àëãîðèòìà.

Ëåãêî íàéòè, ÷òî àðèôìåòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü êëàññè÷åñêîãî àëãîðèòìà óìíîæåíèÿ
ìàòðèö ðàâíà 2n3 (n3 óìíîæåíèé è n3 ñëîæåíèé). Íî õîðîøî ëè ýòî? Óâåðåíû ëè ìû â
òîì, ÷òî ýòî íàèëó÷øèé àëãîðèòì?

1.9 Êîãäà-òî êàçàëîñü, ÷òî äà
Ñàìî ïîíÿòèå �íàèëó÷øèé� ïðåäïîëàãàåò íàëè÷èå íåêîãî ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ àëãî-
ðèòìîâ. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî àëãîðèòì � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòàðíûõ îïåðà-
öèé èç êîíå÷íîãî ôèêñèðîâàííîãî íàáîðà ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè,
ïóñòü ýòî áóäóò ÷åòûðå àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèÿ.

Èòàê, ìàòåìàòè÷åñêàÿ çàäà÷à ïîñòàâëåíà. Åùå â íåäàâíåì ïðîøëîì ìíîãèì êàçà-
ëîñü, ÷òî êëàññè÷åñêèé àëãîðèòì ñàìûé ëó÷øèé. Òåïåðü óæå ÿñíî, ÷òî ýòî íå òàê.

1.10 Ìåòîä Âèíîãðàäà
Ïîïðîáóéòå-êà ïåðåìíîæèòü ìàòðèöû êàê-ëèáî èíà÷å � íå ïî êëàññè÷åñêîìó àëãîðèò-
ìó. Âåðîÿòíî, âïåðâûå ýòî ñäåëàë Âèíîãðàä (â íà÷àëå 60-õ). Îí äîãàäàëñÿ èñïîëüçîâàòü
ñëåäóþùåå òîæäåñòâî:

2m∑
k=1

aikbkj =
m∑

k=1

(ai 2k−1 + b2k j)(b2k−1 j + ai 2k)−
m∑

k=1

ai 2k−1ai 2k −
m∑

k=1

b2k jb2k−1 j.

Ïóñòü n = 2m. ßñíî, ÷òî âòîðóþ è òðåòüþ ñóììû äëÿ âñåõ 1 ≤ i, j ≤ n ìîæíî íàéòè,
çàòðàòèâ 2nm = n2 óìíîæåíèé è 2nm = n2 ñëîæåíèé. Äëÿ ïåðâîé ñóììû ïîòðåáóåòñÿ
n2m = 1

2
n3 óìíîæåíèé è 3n2m = 3

2
n3 ñëîæåíèé.

Â èòîãå � ïî-ïðåæíåìó, 2n3 îïåðàöèé (áåç ó÷åòà ïîðÿäêà n2 � n3 îïåðàöèé), íî òå-
ïåðü 1

2
n3 óìíîæåíèé è 3

2
n3 ñëîæåíèé! Ïîñêîëüêó óìíîæåíèå � îïåðàöèÿ áîëåå ñëîæíàÿ,

÷åì ñëîæåíèå, ìåòîä Âèíîãðàäà ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ.

1.11 Ìåòîä Øòðàññåíà
Â 1965 ãîäó Øòðàññåí íàøåë ñïîñîá óìíîæåíèÿ 2 × 2-ìàòðèö ñ ïîìîùüþ âñåãî ëèøü
7-ìè óìíîæåíèé (â êëàññè÷åñêîì ìåòîäå 8 óìíîæåíèé). Òî, ÷òî ïðèäóìàë Øòðàññåí,
ïîëó÷àåòñÿ ïîñðåäñòâîì âû÷èñëåíèÿ òåíçîðíîãî ðàíãà �ìíîãîìåðíûõ ìàòðèö�. Îá ýòîì
ìû ïîãîâîðèì â çàêëþ÷èòåëüíîé ëåêöèè êóðñà. À ïîêà äàâàéòå ïîñìîòðèì íà èçîáðå-
òåíèå Øòðàññåíà �áåç êîììåíòàðèåâ�: 1

1Ñì. çàäà÷ó 5.4.21 èç �Çàäà÷íèêà ïî ëèíåéíîé àëãåáðå� Õ.Ä.Èêðàìîâà.
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α1 = (a11 + a22)(b11 + b22),
α2 = (a21 + a22)b11,

α3 = a11(b12 − b22),
α4 = a22(b21 − b11),
α5 = (a11 + a12)b22,

α6 = (a21 − a11)(b11 + b12),
α7 = (a12 − a22)(b21 + b22),

c11 = α1 + α4 − α5 + α7,

c12 = α3 + α5,

c21 = α2 + α4,

c22 = α1 + α3 − α2 + α6.

Òîëüêî î÷åíü ëåíèâûé ÷åëîâåê íå ñìîæåò ïðîâåðèòü, ÷òî äâå ìàòðèöû ïîðÿäêà 2 óìíî-
æàþòñÿ ïðàâèëüíî.

1.12 Ðåêóðñèÿ äëÿ n× n-ìàòðèö
Îò ìåòîäà óìíîæåíèÿ 2×2-ìàòðèö ñ 7-þ óìíîæåíèÿìè äîâîëüíî ëåãêî ïåðåéòè ê ìåòîäó
óìíîæåíèÿ n× n-ìàòðèö, òðåáóþùåìó íå áîëåå 7nlog2 7 îïåðàöèé. Ïîñêîëüêó

7nlog2 7

n3
→ 0 ïðè n→∞,

ìåòîä Øòðàññåíà àñèìïòîòè÷åñêè ëó÷øå êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n = 2L è áóäåì ðàññìàòðèâàòü A è B êàê áëî÷íûå 2×2-ìàòðèöû:

A =

[
A11 A12

A21 A22

]
, B =

[
B11 B12

B21 B22,

]
, Aij, Bij �

n

2
× n

2
.

Çàìå÷àòåëüíî, ÷òî â øòðàññåíîâñêîì ìåòîäå óìíîæåíèÿ 2×2-ìàòðèö êîììóòàòèâíîñòü
íå èñïîëüçóåòñÿ. Ïîýòîìó ìåòîä ãîäèòñÿ è äëÿ óìíîæåíèÿ áëî÷íûõ 2× 2-ìàòðèö!

Èòàê, çàäà÷à ðàçìåðà n ñâîäèòñÿ ê 7-ìè àíàëîãè÷íûì çàäà÷àì ðàçìåðà n
2
. Äëÿ ôîð-

ìèðîâàíèÿ ýòèõ 7-ìè çàäà÷ è äëÿ ïîëó÷åíèÿ îêîí÷àòåëüíîãî ðåçóëüòàòà ïîñëå ðåøåíèÿ
ýòèõ 7-ìè çàäà÷ òðåáóåòñÿ 18 ðàç ñëîæèòü áëîêè ïîðÿäêà n

2
.

"Ðàñêðóòèâ"óêàçàííóþ ðåêóðñèþ äî êîíöà, ïîëó÷èì

7log2 n = nlog2 7

óìíîæåíèé íà ïîñëåäíåì ýòàïå. Îáùåå ÷èñëî ñëîæåíèé íà âñåõ ýòàïàõ ñîñòàâèò

18
L∑

k=1

7k−1
( n

2k

)2

=
18

4
n2

(
7
4

)L − 1
7
4
− 1

≤ 6 · 7L = 6nlog2 7

(íóæíî ó÷åñòü, ÷òî 4L = n2 è 7L = nlog2 7).
Ïðè ïðàêòè÷åñêîì ïðèìåíåíèè ðåêóðñèþ íå îáÿçàòåëüíî ðàñêðó÷èâàòü äî êîíöà.

Ýòî âðåäíî: 7nlog2 7 > 2n3 äàæå ïðè n = 512. Íî ïðè n = 1 024 íåðàâåíñòâî ìåíÿåòñÿ â
ïîëüçó Øòðàññåíà.

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ïðèäóìàíû è áîëåå áûñòðûå (àñèìïòîòè÷åñêè) ìåòîäû, ÷åì
ìåòîä Øòðàññåíà. Óæå ñóùåñòâóþò ìåòîäû ñ ÷èñëîì îïåðàöèé O (nα), ãäå α < 2.42.
Íèêòî íå çíàåò, êàêîâ ìèíèìàëüíûé ïîêàçàòåëü â òàêèõ îöåíêàõ. ßñíî ëèøü, ÷òî α ≥ 2.
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1.13 Ïàðàëëåëüíàÿ ôîðìà àëãîðèòìà
Àðèôìåòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà � âåùü, êîíå÷íî, âàæíàÿ â ëþáîì ñëó÷àå. Íî
ñ ðàçâèòèåì êîìïüþòåðîâ âðåìÿ ñòàíîâèòñÿ �âñå ìåíåå ïðîïîðöèîíàëüíûì� îáùåìó
÷èñëó îïåðàöèé. Äåëî â òîì, ÷òî ìíîãèå îïåðàöèè âûïîëíÿþòñÿ ïàðàëëåëüíî (îäíîâðå-
ìåííî).

×òîáû ïîíÿòü õîòü ÷òî-òî, íóæíî è òåïåðü îòáðîñèòü î÷åíü ìíîãî äåòàëåé. Ðàñ-
ñìîòðèì ìîäåëü áåñêîíå÷íîãî ïàðàëëåëèçìà: èìååòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ïðîöåññîðîâ ñ
íåîãðàíè÷åííîé ïàìÿòüþ, êàæäûé ìîæåò â ëþáóþ åäèíèöó âðåìåíè âûïîëíèòü îäíó
àðèôìåòè÷åñêóþ îïåðàöèþ è ìãíîâåííî îáìåíèâàåòñÿ èíôîðìàöèåé ñ ëþáûì äðóãèì
ïðîöåññîðîì.

×òîáû ðåàëèçîâàòü àëãîðèòì íà òàêîì èäåàëèçèðîâàííîì êîìïüþòåðå, äîñòàòî÷íî
çàïèñàòü åãî â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿðóñîâ � íàáîðîâ èíôîðìàöèîííî íåñâÿçàííûõ
îïåðàöèé (èõ ìîæíî âûïîëíÿòü ïàðàëëåëüíî). Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå àëãîðèòìà íàçûâà-
åòñÿ åãî ïàðàëëåëüíîé ôîðìîé, ÷èñëî ÿðóñîâ íàçûâàåòñÿ âûñîòîé, à ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî
îïåðàöèé â îäíîì ÿðóñå � øèðèíîé ïàðàëëåëüíîé ôîðìû.

Äëÿ ëþáîãî àëãîðèòìà ñóùåñòâóåò, î÷åâèäíî, ïàðàëëåëüíàÿ ôîðìà ñ ìèíèìàëüíûì
÷èñëîì ÿðóñîâ. Ýòî ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ÿðóñîâ íàçûâàåòñÿ âûñîòîé àëãîðèòìà. Â ìî-
äåëè áåñêîíå÷íîãî ïàðàëëåëèçìà ìèíèìàëüíîå âðåìÿ ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà ïðîïîðöè-
îíàëüíî åãî âûñîòå.

1.14 Ñõåìà ñäâàèâàíèÿ è ïàðàëëåëüíîå óìíîæåíèå ìàòðèö
Âûñîòà êëàññè÷åñêîãî àëãîðèòìà óìíîæåíèÿ ìàòðèö èìååò âèä O (n). Äîêàæèòå!

Ëåãêî ïîëó÷èòü è àëãîðèòì âûñîòû O (log2 n). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü àëãî-
ðèòì ñëîæåíèÿ n ÷èñåë, èìåþùèé âûñîòó O (log2 n). Òàêîé àëãîðèòì íàçûâàåòñÿ ñõåìîé
ñäâàèâàíèÿ: íóæíî ðàçáèòü ÷èñëà íà ïàðû, íàéòè ñóììû äëÿ êàæäîé ïàðû, çàòåì ðàç-
áèòü ðåçóëüòàòû íà ïàðû, íàéòè ñóììû, è òàê äàëåå.

1.15 Ìàòðèöû è ðåêóððåíòíûå âû÷èñëåíèÿ
Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåëè÷èí x−1, x0, x1, . . . , â êîòîðîé x−1, x0 çàäàíû, à
îñòàëüíûå âåëè÷èíû âû÷èñëÿþòñÿ ðåêóððåíòíî:

xk = akxk−1 + bkxk−2, k = 1, 2, . . . , n. (∗)

Êîýôôèöèåíòû ak, bk ñ÷èòàþòñÿ çàäàííûìè. ×òîáû âû÷èñëèòü xn, â ñèëó (∗) òðåáó-
åòñÿ âûïîëíèòü O(n) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. ×èñëî ïàðàëëåëüíûõ øàãîâ � òàêæå
O(n). Âîçíèêàåò âïå÷àòëåíèå, ÷òî àëãîðèòì ñ ìåíüøåé âûñîòîé ïàðàëëåëüíîé ôîðìû
ïîëó÷èòü íåëüçÿ.

Íî ýòî âïå÷àòëåíèå îáìàí÷èâî. Çàïèøåì ñîîòíîøåíèÿ (∗) â ìàòðè÷íîé ôîðìå:[
xk

xk−1

]
=

[
ak bk
1 0

] [
xk−1

xk−2

]
,

èëè,
zk = Akzk−1,

zk =

[
xk

xk−1

]
, zk−1 =

[
xk−1

xk−2

]
, Ak =

[
ak bk
1 0

]
.
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Îòñþäà
zn = Az0, A = An(An−1(· · · (A3(A2A1)) · · · ).

×òîáû îïðåäåëèòü ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö AnAn−1 · · ·A1, íóæíî ñâåñòè åãî ê âû÷èñ-
ëåíèþ ïðîèçâåäåíèé äâóõ ìàòðèö. Ýòî äåëàåòñÿ ðàññòàíîâêîé ñêîáîê. Èñïîëüçóÿ àñ-
ñîöèàòèâíîñòü îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ìàòðèö, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ðåçóëüòàò íå áóäåò
çàâèñèòü îò ïîðÿäêà ðàññòàíîâêè ñêîáîê; ïîýòîìó ìîæíî ïèñàòü áåç ñêîáîê:

A = AnAn−1 · · ·A1.

×òîáû íàéòè zn (à çíà÷èò, è xn), ñíà÷àëà âû÷èñëèì ìàòðèöó A. Äëÿ ýòîãî ìîæíî
èñïîëüçîâàòü òó æå ñõåìó ñäâàèâàíèÿ: íàõîäèì ïðîèçâåäåíèÿ

AnAn−1, An−2An−3, . . . , A2A1,

çàòåì ïîïàðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, è òàê äàëåå. Ïîòðåáóåòñÿ âñåãî
ëèøü O(log2 n) ïàðàëëåëüíûõ øàãîâ!

1.16 Ìîäåëè è ðåàëüíîñòü
Â ìîäåëè áåñêîíå÷íîãî ïàðàëëåëèçìà ìû îòáðàñûâàåì, óâû, ñëèøêîì ìíîãî äåòàëåé,
êîòîðûå ñëåäóåò ó÷èòûâàòü. ß äóìàþ, ìîæíî ïî÷óâñòâîâàòü ïðîáëåìû ïàðàëëåëüíûõ
âû÷èñëåíèé, ðàçìûøëÿÿ íàä ñëåäóþùåé çàäà÷åé-øóòêîé: �Îäèí çåìëåêîï âûêàïûâàåò
ÿìó ãëóáèíîé 1 ìåòð çà 1 ÷àñ. Çà êàêîå âðåìÿ ýòó ÿìó âûêîïàþò 100 çåìëåêîïîâ? �

×òîáû âûïîëíÿòü êàêóþ-òî ðàáîòó ïàðàëëåëüíî, íåîáõîäèìî òàêóþ ðàáîòó èìåòü.
Â ñóùåñòâóþùèõ àëãîðèòìàõ ðàáîòû äëÿ ïàðàëëåëüíîãî (îäíîâðåìåííîãî) èñïîëíåíèÿ
ìîæåò áûòü íåäîñòàòî÷íî. Îïåðèðóÿ íàä îáùèìè äàííûìè, ïðîöåññîðû ìîãóò ìåøàòü
äðóã äðóãó. Êàê ó÷åñòü âñå ýòî â áîëåå àäåêâàòíûõ è âñå æå ïîääàþùèõñÿ àíàëèçó
ìîäåëÿõ � ýòî òðóäíûé âîïðîñ (êîòîðûì ìû, êîíå÷íî, çàíèìàòüñÿ íå ñîáèðàåìñÿ).
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Ëåêöèÿ 2

ÎÑÍÎÂÍÀß ×ÀÑÒÜ

2.1 Ìíîæåñòâà è ýëåìåíòû
Ïîíÿòèå ìíîæåñòâà ââîäèòñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ñîâîêóïíîñòè ýëåìåíòîâ, îáúåäèíåí-
íûõ êàêèì-òî îáùèì ïðèçíàêîì. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî îíî îòíîñèòñÿ ê ïåðâè÷íûì ïîíÿòèÿì,
êîòîðûì íå äàåòñÿ ôîðìàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ.

Çàïèñü a ∈M îçíà÷àåò, ÷òî ýëåìåíò a ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó M . Çàïèñü X ⊂ Y
îçíà÷àåò, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà X ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Y . Ïðè ýòîì X
íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì äëÿ Y . Îñîáî âûäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâî, â êîòîðîì íåò íè
îäíîãî ýëåìåíòà. Îíî íàçûâàåòñÿ ïóñòûì è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì ∅. Ïî îïðåäåëåíèþ,
∅ ⊂M ∀ M .

Ïðè îïèñàíèè ìíîæåñòâ èíîãäà âîçíèêàþò ëîãè÷åñêèå ïðîòèâîðå÷èÿ. Íàïðèìåð,
ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî M , ñîñòîÿùåå èç îäíîãî ÷èñëà, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ êàê �íàè-
ìåíüøåå öåëîå ÷èñëî, êîòîðîå íåëüçÿ îïðåäåëèòü ïðè ïîìîùè ôðàçû, èìåþùåé ìå-
íåå ñòà ðóññêèõ ñëîâ�. Òàêîå ÷èñëî äîëæíî ñóùåñòâîâàòü, ïîñêîëüêó ÷èñëî äîïóñòèìûõ
ôðàç, èìåþùèõ ìåíåå ñòà ñëîâ, êîíå÷íî. Â òî æå âðåìÿ îíî îïðåäåëÿåòñÿ ïðèâåäåííîé
âûøå ôðàçîé, à â íåé ìåíåå ñòà ñëîâ! 1

Â íàøåì êóðñå, ê ñ÷àñòüþ, ïðîòèâîðå÷èé òàêîãî ðîäà ïðè çàäàíèè ìíîæåñòâ âîç-
íèêàòü íå áóäåò. Íî äàæå ïðè ïîëíîé ÿñíîñòè ñ îïðåäåëåíèåì ìíîæåñòâà (íàïðèìåð,
ìíîæåñòâî êîðíåé óðàâíåíèÿ) íå âñåãäà ëåãêî óñòàíîâèòü, ñêîëüêî â íåì ýëåìåíòîâ è
áóäåò ëè îíî âîîáùå íåïóñòûì.

Äîâîëüíî ÷àñòî ìíîæåñòâà áóäóò çàäàâàòüñÿ ïåðå÷èñëåíèåì ñâîèõ ýëåìåíòîâ. Íà-
ïðèìåð, M = {1, 2, 3} � ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç òðåõ ÷èñåë 1, 2, 3.

Êðîìå òîãî, íîâûå ìíîæåñòâà ìîæíî êîíñòðóèðîâàòü ñ ïîìîùüþ óæå èìåþùèõñÿ
ìíîæåñòâ X è Y ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• A = X ∪ Y ≡ {a : a ∈ X èëè a ∈ Y } (îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ);

• B = X ∩ Y ≡ {b : b ∈ X è b ∈ Y } (ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ);

• C = X\Y ≡ {c : c ∈ X, c /∈ Y } (ðàçíîñòü ìíîæåñòâ);

• D = X × Y ≡ {d = (a, b) : a ∈ X, b ∈ Y } (äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ).

1Ïðèìåð èç ó÷åáíèêà Â. Â. Âîåâîäèíà �Ëèíåéíàÿ àëãåáðà�, Íàóêà, 1980.
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2.2 Îòîáðàæåíèÿ, ôóíêöèè, îïåðàòîðû
Âñå òðè ñëîâà èç çàãîëîâêà îçíà÷àþò îäíî è òî æå � ðå÷ü èäåò î ïðàâèëå, ïî êîòîðîìó
êàæäîìó ýëåìåíòó x ìíîæåñòâà X ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûé
ýëåìåíò y = f(x) ìíîæåñòâà Y . Çàäàíèå ïðàâèëà ðàâíîñèëüíî âûáîðó ïîäìíîæåñòâà

Γ = {(x, f(x)) : x ∈ X} ⊂ X × Y,

íàçûâàåìîãî ãðàôèêîì îòîáðàæåíèÿ (ôóíêöèè, îïåðàòîðà) f .
Ýëåìåíò y = f(x) íàçûâàåòñÿ îáðàçîì ýëåìåíòà x, à x � ïðîîáðàçîì ýëåìåíòà y ïðè

îòîáðàæåíèè f . ×òîáû ïîä÷åðêíóòü, ÷òî f äåéñòâóåò èç X â Y , ïèøóò òàê: f : X → Y .
Ìíîæåñòâî f(X) ≡ {y : y = f(x) äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ X} íàçûâàåòñÿ îáðàçîì

(ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé) îòîáðàæåíèÿ f .
Åñëè M ⊂ Y , òî ìíîæåñòâî f−1(M) ≡ {x : f(x) ∈ M} íàçûâàåòñÿ ïîëíûì ïðîîáðà-

çîì ìíîæåñòâà M . Åñëè M = {y}, òî ïèøóò òàêèì îáðàçîì: f−1(y) = f−1(M).
Îòîáðàæåíèå f : X → Y íàçûâàåòñÿ îáðàòèìûì, åñëè ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå

g : Y → X òàêîå, ÷òî f(g(y)) = y ∀ y ∈ Y è g(f(x)) = x ∀ x ∈ X. Ïðè ýòîì g íàçûâàþò
îáðàòíûì îòîáðàæåíèåì äëÿ f è ïèøóò g = f−1.

Îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì, åñëè äëÿ ëþáîãî y ∈ Y ïîëíûé
ïðîîáðàç f−1(y) ñîñòîèò ðîâíî èç îäíîãî ýëåìåíòà. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî îáðàòèìîñòü
ðàâíîñèëüíà âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè.

2.3 Àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè
Îòîáðàæåíèå f : X × X → X íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé îïåðàöèåé íà X. Ïóñòü äëÿ
îáîçíà÷åíèÿ òàêîé îïåðàöèè èñïîëüçóòñÿ ñèìâîë ∗. Òîãäà çàïèñü c = a ∗ b îçíà÷àåò, ÷òî
(a, b) ∈ X ×X è c = f((a, b)).

Åñëè çàäàíî îòîáðàæåíèå f : M → X íà íåïóñòîì ïîäìíîæåñòâå M ⊂ X ×X, òî f
íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íîé àëãåáðàè÷åñêîé îïåðàöèåé íà X. Òàêîâîé, â ÷àñòíîñòè, ÿâëÿåòñÿ
îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèö íà ìíîæåñòâå âñåõ ìàòðèö.

Cèìâîë ∗ ÷àñòî îïóñêàåòñÿ, ïðè ýòîì ïèøóò ab = a ∗ b, íàçûâàþò îïåðàöèþ óìíîæå-
íèåì, à ýëåìåíò ab (åñëè îí ñóùåñòâóåò) � ïðîèçâåäåíèåì ýëåìåíòîâ a è b.

2.4 Àññîöèàòèâíîñòü è ñêîáêè
×àñòè÷íàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ íà X íàçûâàåòñÿ àññîöèàòèâíîé, åñëè äëÿ ëþáûõ
a, b, c ∈ X èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèé ab è bc âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå ïðîèçâåäåíèé
a(bc), (ab)c è ðàâåíñòâî

a(bc) = (ab)c.

Â ýòîì ñëó÷àå åñòåñòâåííî óáðàòü ñêîáêè è ïèñàòü abc ≡ a(bc) = (ab)c.

Òåîðåìà. Ïóñòü íà X çàäàíà àññîöèàòèâíàÿ ÷àñòè÷íàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ è
x1, . . . , xn � ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû èç X, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ïðîèçâåäåíèÿ
x1x2, x2x3, . . ., xn−1xn. Òîãäà ñóùåñòâóåò ðàññòàíîâêà ñêîáîê, îïðåäåëÿþùàÿ ýëåìåíò

x = x1x2 . . . xn,

ïðè ýòîì ëþáàÿ ðàññòàíîâêà ñêîáîê äàåò îäèí è òîò æå ýëåìåíò x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì èíäóêöèþ ïî n. Äîêàæåì ñíà÷àëà ñóùåñòâîâàíèå íåêî-
òîðîé ðàññòàíîâêè ñêîáîê, îïðåäåëÿþùåé x. Ñîãëàñíî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ,
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ñóùåñòâóåò ïðîèçâåäåíèå (x1 ... xn−2)xn−1. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû ñóùåñòâóåò òàêæå ïðî-
èçâåäåíèå xn−1xn. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïðèìåíèòü îïðåäåëåíèå àññîöèàòèâíîñòè ïî
îòíîøåíèþ ê ýëåìåíòàì a = x1 . . . xn−2, b = xn−1, c = xn.

Ïóñòü ýëåìåíòû a è b ïîëó÷àþòñÿ ïðè ðàçíûõ ðàññòàíîâêàõ ñêîáîê. Â ëþáîì ñëó÷àå
èìååì

a = (x1 . . . xk)(xk+1 . . . xn), b = (x1 . . . xm)(xm+1 . . . xn).

Ïóñòü k < m. Òîãäà, â ñèëó àññîöèàòèâíîñòè,

a = (x1 . . . xk)((xk+1 . . . xm)(xm+1 . . . xn)) =

((x1 . . . xk)(xk+1 . . . xm))(xm+1 . . . xn)) = (x1 . . . xm))(xm+1 . . . xn) = b. 2

2.5 Àññîöèàòèâíîñòü ïðè óìíîæåíèè ìàòðèö
Ïóñòü íóæíî âû÷èñëèòü ïðîèçâåäåíèå òðåõ ïðÿìîóãîëüíûõ ìàòðèö ðàçìåðîâ 1×n, n×1
è 1× n:

A = BCD = [b11 . . . b1n]

c11. . .
cn1

 [d11 . . . d1n].

Â äàííîì ñëó÷àå åñòü äâà âàðèàíòà ðàññòàíîâêè ñêîáîê:

A = B(CD) = [b11 . . . b1n]

c11d11 . . . c11d1n

. . . . . . . . .
cn1d11 . . . cn1d1n

 , (1)

A = (BC)D = [(b11c11 + . . .+ b1ncn1)] [d11 . . . d1n]. (2)

Âàðèàíòû (1) è (2) ïðèâîäÿò ê äâóì ðàçíûì àëãîðèòìàì âû÷èñëåíèÿ ìàòðèöû A.
Â ñèëó àññîöèàòèâíîñòè ðåçóëüòàòû äîëæíû áûòü îäèíàêîâûìè. Íî àðèôìåòè÷åñêàÿ
ðàáîòà áóäåò ðàçíàÿ! Ïðèìåíÿÿ ïðàâèëî �ñòðîêà íà ñòîëáåö�, ïîëó÷àåì 2n2 óìíîæåíèé
â ñëó÷àå (1) è âñåãî 2n óìíîæåíèé â ñëó÷àå (2).

2.6 Ãðóïïû
Íåïóñòîå ìíîæåñòâî G ñ àññîöèàòèâíîé àëãåáðàè÷åñêîé îïåðàöèåé íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé,
åñëè:

(1) ñóùåñòâóåò ýëåìåíò e ∈ G òàêîé, ÷òî ae = ea = a äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ G;

(2) äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ G ñóùåñòâóåò ýëåìåíò b ∈ G òàêîé, ÷òî ab = ba = e.

Ýëåìåíò e îïðåäåëÿåòñÿ ñâîéñòâîì (1) îäíîçíà÷íî: åñëè e1 è e2 � äâà òàêèõ ýëåìåíòà,
òî e1 = e1e2 = e2. Îí íàçûâàåòñÿ åäèíè÷íûì.

Ýëåìåíò b èç ñâîéñòâà (2) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïî a: åñëè b1 è b2 � äâà òà-
êèõ ýëåìåíòà, òî b1 = b1(ab2) = (b1a)b2 = b2. Ýëåìåíò b íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì äëÿ a.
Îáîçíà÷åíèå: b = a−1.

Äëÿ ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ a, b ∈ G ìîæíî ðàññìîòðåòü óðàâíåíèÿ ax = b (îòíîñè-
òåëüíî x) è ya = b (îòíîñèòåëüíî y). Îáà óðàâíåíèÿ îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìû: x = a−1b
è y = ba−1.

Ãðóïïà íàçûâàåòñÿ àáåëåâîé (êîììóòàòèâíîé), åñëè ab = ba äëÿ âñåõ a, b ∈ G.
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2.7 Ïðèìåðû àáåëåâûõ ãðóïï
1. G = R � ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, îïåðàöèÿ � ñëîæåíèå ÷èñåë. Ðîëü åäè-
íè÷íîãî ýëåìåíòà èãðàåò ÷èñëî 0.
2. G = R\{0} � ìíîæåñòâî íåíóëåâûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, îïåðàöèÿ � óìíîæåíèå
÷èñåë. Ðîëü åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà èãðàåò ÷èñëî 1.
3. G = Q � ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, îïåðàöèÿ � ñëîæåíèå ÷èñåë. Ðîëü åäè-
íè÷íîãî ýëåìåíòà èãðàåò ÷èñëî 0.
4. G = Q\{0} � ìíîæåñòâî íåíóëåâûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, îïåðàöèÿ � óìíîæåíèå
÷èñåë. Ðîëü åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà èãðàåò ÷èñëî 1.
5. G� ìíîæåñòâî íåíóëåâûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë âèäà a+b

√
2, ãäå a, b� ðàöèîíàëüíûå

÷èñëà. Îïåðàöèÿ � óìíîæåíèå ÷èñåë.
Ïðåæäå âñåãî, äîêàæåì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë èç G ïðèíàäëåæèò G:

(a+ b
√

2)(c+ d
√

2) = (ac+ 2bd) + (ad+ bc)
√

2,

èç ðàöèîíàëüíîñòè ÷èñåë a, b, c, d âûòåêàåò ðàöèîíàëüíîñòü ÷èñåë ac + 2bd è ad + bc.
Äàëåå, åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî 1 = 1 + 0 ·

√
2. Îáðàòíûé ýëåìåíò äëÿ

a+ b
√

2, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, èìååò âèä(
a

a2 − 2b2

)
+

(
−b

a2 − 2b2

)√
2.

Çàäà÷à. Ïóñòü G � ãðóïïà ñ åäèíèöåé e. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè a2 = e äëÿ ëþáîãî a ∈ G, òî ãðóïïà
G àáåëåâà.

2.8 Ãðóïïà íåâûðîæäåííûõ äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö
Ìàòðèöà A = [aij] ðàçìåðîâ n × n íàçûâàåòñÿ äèàãîíàëüíîé, åñëè aij = 0 ïðè i 6= j.
Äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé, åñëè aii 6= 0 ïðè âñåõ 1 ≤ i ≤ n.

Ìíîæåñòâî íåâûðîæäåííûõ äèàãîíàëüíûõ n × n-ìàòðèö ñ âåùåñòâåííûìè ýëåìåí-
òàìè è îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé. Ðîëü åäèíè÷íîãî ýëå-
ìåíòà èãðàåò ìàòðèöà

I =

 1
. . .

1

 .
Îíà íàçûâàåòñÿ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé.

Çàäà÷à. Ìàòðèöà A ïîðÿäêà n êîììóòèðóåò ñî âñåìè äèàãîíàëüíûìè ìàòðèöàìè ïîðÿäêà n:

AB = BA äëÿ âñåõ äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö B ïîðÿäêà n. Äîêàæèòå, ÷òî A � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ

ðàâíûìè ýëåìåíòàìè íà äèàãîíàëè.2

2.9 Ãðóïïà íåâûðîæäåííûõ òðåóãîëüíûõ ìàòðèö
Ìàòðèöà A = [aij] ðàçìåðîâ n × n íàçûâåòñÿ íèæíåé òðåóãîëüíîé, åñëè aij = 0 ïðè
i < j, è âåðõíåé òðåóãîëüíîé, åñëè aij = 0 ïðè i > j. Òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ
íåâûðîæäåííîé, åñëè aii 6= 0 ïðè âñåõ 1 ≤ i ≤ n.

Ìíîæåñòâî íåâûðîæäåííûõ íèæíèõ (âåðõíèõ) òðåóãîëüíûõ ìàòðèö ñ âåùåñòâåííû-
ìè ýëåìåíòàìè è îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé (íåêîììóòàòèâíîé).

Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò èç òðåõ ýòàïîâ:
2Òàêèå ìàòðèöû íàçûâàþòñÿ ñêàëÿðíûìè.
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• ïðîâåðèòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå íåâûðîæäåííûõ íèæíèõ (âåðõíèõ) òðåóãîëüíûõ ìàò-
ðèö ÿâëÿåòñÿ òàêæå íèæíåé (âåðõíåé) òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé;

• ïðîâåðèòü, ÷òî ðîëü åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà èãðàåò åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà I;

• ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ íåâûðîæäåííîé íèæíåé (âåðõíåé) òðåóãîëüíîé ìàòðèöû A
ðàçðåøèìû óðàâíåíèÿ AX = I è Y A = I, ïðè ýòîì îáå ìàòðèöû X è Y ÿâëÿþòñÿ
íèæíèìè (âåðõíèìè) òðåóãîëüíûìè. Ïîñëå ýòîãî ðàâåíñòâî X = Y ÿâëÿåòñÿ óæå
î÷åâèäíûì.

2.10 Ïîäãðóïïû
Ïîäìíîæåñòâî H ⊂ G íàçûâàåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû G, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé
îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè, äåéñòâóþùåé â G. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

• ab ∈ H äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b ∈ H;

• a−1 ∈ H äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ H.

Íàïðèìåð, ãðóïïà íåâûðîæäåííûõ äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé
ãðóïïû íåâûðîæäåííûõ íèæíèõ (âåðõíèõ) òðåóãîëüíûõ n× n-ìàòðèö.

2.11 Ñòåïåíè ýëåìåíòà
Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò a â ãðóïïå G è ðàññìîòðèì ìèíèìàëüíóþ ñîäåð-
æàùóþ a ïîäãðóïïó H(a) ⊂ G. Ìèíèìàëüíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî H(a) ⊂ H äëÿ ëþáîé
ïîäãðóïïû H, ñîäåðæàùåé a. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

H(a) = {ak : k � öåëîå ÷èñëî}.

Ïî îïðåäåëåíèþ, a0 = e, ak = a . . . a (a ïîâòîðÿåòñÿ k ðàç) ïðè öåëîì ïîëîæèòåëüíîì k,
a−k = (a−1)k. Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî

ak+m = akam äëÿ ëþáûõ öåëûõ k, m.

2.12 Öèêëè÷åñêèå ãðóïïû
Ãðóïïà H(a) íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé, ïîðîæäåííîé ýëåìåíòîì a. Ìèíèìàëü-
íîå öåëîå k > 0 òàêîå, ÷òî ak = e, íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì ýëåìåíòà a. Åñëè ak 6= e ïðè
âñåõ k > 0, òî a íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòîì áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà.

Òåîðåìà. Ëþáàÿ ïîäãðóïïà öèêëè÷åñêîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäãðóïïà H ⊂ H(a) ñîñòîèò èç êàêèõ-òî ñòåïåíåé ýëåìåíòà a:

H = {ai1 , ai2 , . . . }.

Ïóñòü m � íàèìåíüøåå öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ñðåäè i1, i2, . . . . Òîãäà ÿñíî, ÷òî H
ñîäåðæèò âñå ýëåìåíòû âèäà amk. Äîêàæåì, ÷òî â H íå ìîæåò áûòü äðóãèõ ñòåïåíåé
ýëåìåíòà a. Ïóñòü an ∈ H. Ðàçäåëèì n ñ îñòàòêîì íà m:

n = qm+ r, q, r � öåëûå, 0 ≤ r ≤ m− 1.

Òîãäà ar = ana−qm ∈ H. Â ñëó÷àå r > 0 ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ìèíèìàëüíîñòüþ m.
Ïîýòîìó r = 0. 2

Çàäà÷à. Íàéòè âñå ïîäãðóïïû ãðóïïû öåëûõ ÷èñåë Z îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñëîæåíèÿ ÷èñåë.
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2.13 Êîíå÷íûå ãðóïïû
Ãðóïïà íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîé, åñëè â íåé èìååòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ. Â ýòîì
ñëó÷àå ÷èñëî ýëåìåíòîâ íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì ãðóïïû.

Òåîðåìà Ëàãðàíæà. Â ëþáîé êîíå÷íîé ãðóïïå ïîðÿäîê ëþáîé ïîäãðóïïû ÿâëÿåòñÿ
äåëèòåëåì ïîðÿäêà ãðóïïû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü H = {a1, . . . , am} � ïîäãðóïïà ãðóïïû G ïîðÿäêà n. Âîçüìåì
ýëåìåíò a ∈ G\H è ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

aH = {aa1, . . . , aam}.

Îíî ñîäåðæèò m ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ: åñëè aai = aaj, òî ai = aj. Êðîìå òîãî, aH ∩
H = ∅: åñëè ai = aaj, òî a ∈ H.

Åñëè H ∪ aH = G, òî âñå äîêàçàíî. Åñëè íåò, òî ñóùåñòâóåò b ∈ G\(H ∪ aH). Ìíî-
æåñòâî

bH = {ba1, . . . , bam}
òàêæå ñîäåðæèò m ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ è ïðè ýòîì

H ∩ aH = ∅, H ∩ bH = ∅, aH ∩ bH = ∅.

Åñëè H∪aH∪bH = G, òî âñå äîêàçàíî. Åñëè íåò, äåéñòâóåì êàê è ðàíüøå. Ïîñêîëüêó
÷èñëî ýëåìåíòîâ â G êîíå÷íî, íà êàêîì-òî øàãå ìû ïîëó÷èì ðàçëîæåíèå

H ∪ aH ∪ bH ∪ . . . ∪ cH = G

ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ H, aH, bH, . . . , cH. 2

Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîé áåñêîíå÷íîé ãðóïïå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïîäãðóïï áåñêîíå÷íî.

Çàäà÷à. Â êîíå÷íîé ãðóïïå G âûáðàíû ïîäãðóïïû H1 è H2 ïîðÿäêà n1 è n2, ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâå H1H2 = {g ∈ G : g = h1h2, h1 ∈ H1, h2 ∈ H2} ðàâíî

n1n2/d, ãäå d � ÷èñëî ýëåìåíòîâ â ïåðåñå÷åíèè H1 ∩H2.

2.14 Ñìåæíûå êëàññû, íîðìàëüíûå äåëèòåëè, ôàêòîð-ãðóïïû
Ïóñòü H � ïîäãðóïïà ãðóïïû G è a ∈ G. Ìíîæåñòâà

aH = {x : x = ah, h ∈ H} è Ha = {y : y = ha, h ∈ H}

íàçûâàþòñÿ ëåâûì ñìåæíûì êëàññîì è ïðàâûì ñìåæíûì êëàññîì ãðóïïû G ïî ïîä-
ãðóïïå H.

Åñëè b ∈ aH, òî bH = aH (äîêàæèòå!) � îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ëåâûå (ïðàâûå)
ñìåæíûå êëàññû ëèáî ñîâïàäàþò, ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ (íà ýòîì ôàêòå è áûëî îñíîâàíî
äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ëàãðàíæà).

Ïîäãðóïïà H íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé èëè íîðìàëüíûì äåëèòåëåì
ãðóïïû G, åñëè

aH = Ha ∀ a ∈ G. ⇔ aha−1 ∈ H ∀ a ∈ G ∀ h ∈ H.

Ïóñòü K � ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ ñìåæíûõ êëàññîâ äëÿ íîðìàëüíîãî äåëèòåëÿ H ⊂ G.
Îïðåäåëèì ïðîèçâåäåíèå ñìåæíûõ êëàññîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(aH)(bH) ≡ (ab)H.
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Ïðåæäå âñåãî, íóæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî åñëè a1 ∈ aH, b1 ∈ bH, òî (a1b1)H = (ab)H
(òî åñòü, îïðåäåëåíèå êîððåêòíî). Ïóñòü a1 = ah1, b1 = bh2, h1, h2 ∈ H. Çíà÷èò, åñëè
h ∈ H, òî

(a1b1)h = ah1bh2h = (ab)(b−1h1b)(h2h) ∈ (ab)H. 2

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ñìåæíûõ êëàññîâ ïðåâðàùàåò ìíî-
æåñòâî K â ãðóïïó. Ýòà ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ôàêòîð-ãðóïïîé ãðóïïû G ïî íîðìàëüíîìó
äåëèòåëþ H. Îáîçíà÷åíèå: K = G/H.

Çàäà÷à. Êàêèå ñìåæíûå êëàññû ÿâëÿþòñÿ ïîäãðóïïàìè?

Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ àáåëåâà ãðóïïà ïîðÿäêà pq, ãäå p è q � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà,

ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé.

2.15 Èçîìîðôèçìû ãðóïï
Ðàññìîòðèì ãðóïïó H ñ îïåðàöèåé ∗ è ãðóïïó G ñ îïåðàöèåé ◦. Îáðàòèìîå îòîáðàæåíèå
f : H → G íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì, åñëè

f(a ∗ b) = f(a) ◦ f(b) ∀ a, b ∈ H. (#)

Ñâîéñòâî (#) íàçûâàåòñÿ ñâîéñòâîì ñîõðàíåíèÿ îïåðàöèé. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îáðàòíîå
îòîáðàæåíèå f−1 : G→ H òàêæå ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Ãðóïïû H è G íàçûâàþòñÿ
èçîìîðôíûìè. Îáîçíà÷åíèå: H ' G. Íåñìîòðÿ íà ôîðìàëüíûå ðàçëè÷èÿ â îïðåäåëåíèè
ýëåìåíòîâ è îïåðàöèé, èçîìîðôíûå ãðóïïû ìîæíî ñ÷èòàòü îäèíàêîâûìè ñ òî÷êè çðåíèÿ
ñâîéñòâ èõ îïåðàöèé.

Íàïðèìåð, ëþáûå äâå êîíå÷íûå öèêëè÷åñêèå ãðóïïû îäíîãî ïîðÿäêà n áóäóò èçî-
ìîðôíûìè. Åñëè a0, a1, . . . , an−1 � âñå ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû ãðóïïû H, òî an = a0 (äî-
êàæèòå!). Ïóñòü b0, b1, . . . , bn−1 � âñå ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû ãðóïïû G. Òîãäà îïðåäåëèì
îòîáðàæåíèå f ïðàâèëîì f(ak) = bk. Îíî ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì, ïîñêîëüêó

f(ak+m) = bk+m = bk bm = f(ak) f(am).

Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà ïîëîæèòåëüíûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ íå

èçîìîðôíà ãðóïïå âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ñ îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ.

Çàäà÷à. Íàéäèòå âñå ãðóïïû, èçîìîðôíûå ëþáîé ñâîåé íååäèíè÷íîé ïîäãðóïïå.

2.16 Ãîìîìîðôèçìû ãðóïï
Îòîáðàæåíèå f : H → G íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî
ñîõðàíåíèÿ îïåðàöèé (#) (ïðè ýòîì îáðàòèìîñòü îòîáðàæåíèÿ íå òðåáóåòñÿ).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç eG åäèíè÷íûé ýëåìåíò ãðóïïû G. Åãî ïîëíûé ïðîîáðàç K =
f−1(eG) íàçûâàåòñÿ ÿäðîì ãîìîìîðôèçìà f . Ìíîæåñòâî f(H) íàçûâàåòñÿ îáðàçîì ãî-
ìîìîðôèçìà f .

Óòâåðæäåíèå. ßäðî ãîìîìîðôèçìà f : H → G ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé
ãðóïïû H. Îáðàç ãîìîìîðôèçìà f ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü e � åäèíèöà ãðóïïû H è K � ÿäðî ãîìîìîðôèçìà f . Äëÿ
ëþáîãî a ∈ H íàõîäèì f(ae) = f(a)f(e) = f(a) ⇒ f(e) = eG. Èòàê, e ∈ K.
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Äàëåå, åñëè a ∈ H, òî f(e) = f(aa−1) = f(a)f(a−1) = eG ⇒ f(a−1) = (f(a))−1.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a ∈ K. Òîãäà f(a−1) = e−1

G = eG ⇒ a−1 ∈ K.
Åñëè f(a) = f(b) = eG, òî f(ab) = eGeG = eG ⇒ ab ∈ K.
Íàêîíåö, ïðîâåðèì íîðìàëüíîñòü ïîäãðóïïû K. Ïóñòü a ∈ H, b ∈ K. Òîãäà

f(aba−1) = f(b) = eG ⇒ aba−1 ∈ K. 2

Òåîðåìà î ãîìîìîðôèçìå. Ïóñòü f : H → G � ãîìîìîðôèçì ãðóïïû H â ãðóïïó G
è ïóñòü K � åãî ÿäðî. Òîãäà f(H) ' H/K.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòîáðàæåíèå Φ : H/K → f(H) îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Φ(aK) = f(a), a ∈ H.

Ïóñòü a1 = ab1, b1 ∈ K. Òîãäà f(a1) = f(a).
Îáðàòíî, åñëè f(a1) = f(a), òî f(a1a

−1) = eG ⇒ a1a
−1 ∈ K. Òàêèì îáðàçîì,

îòîáðàæåíèå îïðåäåëåíî êîððåêòíî (òî åñòü, íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðåäñòàâèòåëÿ a â
ñìåæíîì êëàññå aK) è ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îíî ñîõðàíÿåò
îïåðàöèè:

Φ((aK)(bK)) = Φ((ab)K) = f(ab) = f(a)f(b) = Φ(aK)Φ(bK). 2

Òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî èçó÷àòü îáðàçû ãðóïïû ïðè âñåâîçìîæíûõ ãîìîìîðôèç-
ìàõ ìîæíî �èçíóòðè�: äëÿ ïîëíîãî îïèñàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäãðóïï ãðóïïû G, â
êîòîðîé ðàçìåùàþòñÿ îáðàçû ýëåìåíòîâ, íå òðåáóåòñÿ çíàíèå ñàìîé ãðóïïû G � âîïðîñ
ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ ôàêòîð-ãðóïï ïî íîðìàëüíûì äåëèòåëÿì çàäàííîé ãðóïïû.

ÄÎÏÎËÍÈÒÅËÜÍÀß ×ÀÑÒÜ

2.17 Èçáûòî÷íîñòü â îïðåäåëåíèè ãðóïïû
Ïóñòü G � íåïóñòîå ìíîæåñòâî ñ àññîöèàòèâíîé àëãåáðàè÷åñêîé îïåðàöèåé. Ýëåìåíò
e ∈ G íàçûâàåòñÿ ïðàâîé åäèíèöåé, åñëè ae = a äëÿ âñåõ a ∈ G. Ýëåìåíò b ∈ G
íàçûâåòñÿ ïðàâûì îáðàòíûì äëÿ a ∈ G îòíîñèòåëüíî ïðàâîé åäèíèöû e, åñëè ab = e.

Òåîðåìà. Ïóñòü G èìååò ïðàâóþ åäèíèöó e, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé äëÿ êàæäîãî
ýëåìåíòà a ∈ G ñóùåñòâóåò ïðàâûé îáðàòíûé ýëåìåíò. Òîãäà G ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî ïðàâàÿ åäèíèöà e ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì.
Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò a è ïîëîæèì c = ea. Ñîãëàñíî óñëîâèþ òåîðåìû, ñó-
ùåñòâóþò b, d ∈ G òàêèå, ÷òî ab = e è bd = e. Îòñþäà a = ed. Äàëåå, cb = e(ab) = e,
îòêóäà c = ed = a.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî b ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ýëåìåíòîì äëÿ a. Ïóñòü c = ba. Òîãäà
cb = b(ab) = b, è çíà÷èò, c = bd = e. 2
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ÎÑÍÎÂÍÀß ×ÀÑÒÜ

3.1 Ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
Ñèñòåìà óðàâíåíèé âèäà 

a11x1 + . . . + a1kxk = b1,
. . .

an1x1 + . . . + ankxk = bn

(1)

îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ âåëè÷èí x1, . . . , xk íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé ëèíåéíûõ àëãåáðà-
è÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ìû óæå çíàåì, ÷òî ñ ïîìîùüþ ìàòðè÷íûõ îáîçíà÷åíèé åå ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå

Ax = b, A =

 a11 . . . a1k

. . . . . . . . .
an1 . . . ank

 , x =

 x1

. . .
xk

 , b =

 b1
. . .
bn

 .
Ìíîæåñòâî ìàòðèö ðàçìåðîâ n × k ñ ýëåìåíòàìè aij ∈ R, ãäå R � ìíîæåñòâî âå-

ùåñòâåííûõ ÷èñåë, îáîçíà÷èì Rn×k. Â ñîãëàñèè ñ ýòèì îáîçíà÷åíèåì Rn×1 è Rk×1 �
ìíîæåñòâà ìàòðèö-ñòîëáöîâ, èìåþùèõ, ñîîòâåòñòâåííî, n è k ýëåìåíòîâ. Äëÿ êðàòêîñ-
òè áóäåì ïèñàòü Rn = Rn×1 è Rk = Rk×1 è íàçûâàòü ìàòðèöû-ñòîëáöû âåêòîðàìè.

Ìàòðèöà A ∈ Rn×k íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ, âåêòîð b ∈ Rn � ïðàâîé
÷àñòüþ, à âåêòîð x ∈ Rk � ðåøåíèåì ñèñòåìû (1).

3.2 Ëèíåéíûå êîìáèíàöèè
Äëÿ ïîíèìàíèÿ ñóòè äåëà èñêëþ÷èòåëüíî ïîëåçíà òàêæå ñëåäóþùàÿ èíòåðïðåòàöèÿ
ñèñòåìû (1). Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà ÷èñëî, åñëè α ∈ R, òî

α

 b1
. . .
bn

 ≡

 αb1
. . .
αbn

 .
Ïóñòü a1, . . . , ak � ñòîëáöû ìàòðèöû A:

A = [a1, . . . , ak], a1, . . . , ak ∈ Rn.

Òîãäà ñîîòíîøåíèÿ (1) ðàâíîñèëüíû ðàâåíñòâó ìåæäó âåêòîðàìè

x1a1 + . . . + xkak = b. (2)

21
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Âûðàæåíèå x1a1 + . . . + xkak íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ a1, . . . , ak,
à ÷èñëà x1, . . . , xk � êîýôôèöèåíòàìè ëèíåéíîé êîìáèíàöèè. Ìíîæåñòâî âñåâîçìîæ-
íûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé âåêòîðîâ a1, . . . , ak

L(a1, . . . , ak) = {α1a1 + . . . + αkak : α1, . . . , αk ∈ R}

íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé îáîëî÷êîé âåêòîðîâ a1, . . . , ak.
Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî (2) îçíà÷àåò, ÷òî

b ∈ L(a1, . . . , ak). (3)

Äðóãèìè ñëîâàìè, ñèñòåìà (1) èìååò ðåøåíèå (ñîâìåñòíà) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîã-
äà ïðàâàÿ ÷àñòü b ïðèíàäëåæèò ëèíåéíîé îáîëî÷êå (ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé)
ñòîëáöîâ ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ.

3.3 Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü
Âåêòîðû, âñå ýëåìåíòû êîòîðûõ ðàâíû íóëþ, íàçûâàþò íóëåâûìè âåêòîðàìè, à èíîãäà
ïðîñòî íóëÿìè. Ëþáîé íóëåâîé âåêòîð áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì 0.

Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ íåòðèâèàëüíîé, åñëè õîòÿ áû îäèí èç åå
êîýôôèöèåíòîâ îòëè÷åí îò íóëÿ. Ñèñòåìà (äðóãèìè ñëîâàìè, íåïóñòàÿ óïîðÿäî÷åííàÿ
ñîâîêóïíîñòü êîíå÷íîãî ÷èñëà) âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìîé, åñëè äëÿ íèõ
ñóùåñòâóåò íåòðèâàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ, ðàâíàÿ íóëåâîìó âåêòîðó.

Ëåììà 1. Åñëè a1, . . . , ak � ëèíåéíî çàâèñèìàÿ ñèñòåìà k > 1 íåíóëåâûõ âåêòîðîâ,
òî â íåé ñóùåñòâóåò âåêòîð am, m > 1, ÿâëÿþùèéñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ïðåäû-
äóùèõ âåêòîðîâ:

am ∈ L(a1, . . . , am−1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ðàâíóþ íóëþ íåòðèâèàëüíóþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ

α1a1 + . . .+ αkak = 0,

è ïóñòüm � íàèáîëüøèé íîìåð òàêîé, ÷òî αm 6= 0. Åñëèm = 1, òî α1a1 = 0 è, ïîñêîëüêó
α1 6= 0, ïîëó÷àåì a1 = 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ëåììû. Ñëåäîâàòåëüíî, m > 1.
Òîãäà

α1a1 + . . .+ αmam = 0 ⇒ am =

(
− α1

αm

)
a1 + . . .+

(
−αm−1

αm

)
am−1. 2

Çàäà÷à. Ïî çàäàííûì íåíóëåâûì ÷èñëàì a0, . . . , a2n ñîñòàâëåíû ìàòðèöû

Ak =


a0 a1 a2 ... ak

a1 a2 a3 ... ak+1

a2 a3 a4 ... ak+2

... ... ... ... ...
ak ak+1 ak+2 ... a2k

 ∈ R(k+1)×(k+1), k = 1, . . . , n,

ïðè ýòîì ñòîëáöû êàæäîé èç íèõ ëèíåéíî çàâèñèìû. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî q òàêîå, ÷òî

ak = a0q
k, 0 ≤ k ≤ 2n.
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3.4 Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü
Ñèñòåìà âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìîé, åñëè îíà íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî çà-
âèñèìîé. Òàêèì îáðàçîì, åñëè âåêòîðû a1, . . . , ak ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî

α1a1 + . . .+ αkak = 0 ⇒ α1 = . . . = αk = 0.

Ëåììà 2. Ëþáàÿ ïîäñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî íåçà-
âèñèìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîäñèñòåìà ëèíåéíî çàâèñèìà. Çíà÷èò, ñóùåñò-
âóåò íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ äàííîé ïîäñèñòåìû, ðàâíàÿ íóëþ.
Òîãäà ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ èñõîäíîé ñèñòåìû ñ òåìè æå êîýôôèöèåíòàìè
ïðè âåêòîðàõ èç ïîäñèñòåìû è íóëåâûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðè äðóãèõ âåêòîðàõ ÿâ-
ëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé, ðàâíîé íóëþ. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ
ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòüþ èñõîäíîé ñèñòåìû. 2

Ëåììà 3. Åñëè âåêòîð ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòî-
ðîâ, òî êîýôôèöèåíòû ýòîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè îïðåäåëåíû åäèíñòâåííûì îáðàçîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âåêòîðû a1, . . . ak ëèíåéíî íåçàâèñèìû è

b = α1a1 + . . . , +αkak = β1a1 + . . . , + βkak.

Îòñþäà

(α1 − β1)a1 + . . . + (αk − βk)ak = 0 ⇒ α1 − β1 = . . . = αk − βk = 0. 2

Çàäà÷à. Äëÿ êàæäîãî n íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ ñòîëáöû òðåõäèàãîíàëü-

íîé ìàòðèöû

A =


a 1
−1 a 1

. . .
. . .

. . .
−1 a 1

−1 a


ïîðÿäêà n ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

3.5 Òðàíçèòèâíîñòü ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè
Âàæíîå (õîòÿ è î÷åâèäíîå) ñâîéñòâî: åñëè

L(c1, . . . , cr) ⊂ L(b1, . . . , bm) è L(b1, . . . , bm) ⊂ L(a1, . . . , ak),

òî
L(c1, . . . , cr) ⊂ L(a1, . . . , ak).

3.6 Ìîíîòîííîñòü ÷èñëà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ
Ëåììà 4. Ïóñòü êàæäàÿ èç ñèñòåì âåêòîðîâ b1, . . . , bm è a1, . . . , ak ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìà, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî

L(b1, . . . , bm) ⊂ L(a1, . . . , ak). (∗)
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Òîãäà m ≤ k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî (∗), ñèñòåìà

b1, a1, . . . , ak

ëèíåéíî çàâèñèìà. Â ñèëó Ëåììû 1 ñóùåñòâóåò âåêòîð, ÿâëÿþùèéñÿ ëèíåéíîé êîìáè-
íàöèåé ïðåäûäóùèõ âåêòîðîâ, ïóñòü ýòî áóäåò âåêòîð

ak ∈ L(b1, a1, . . . , ak−1).

Îòñþäà ñëåäóåò,÷òî
L(a1, . . . , ak) ⊂ L(b1, a1, . . . , ak−1).

Â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè

L(b1, . . . , bm) ⊂ L(b1, a1, . . . , ak−1),

ïîýòîìó ñèñòåìà
b2, b1, a1, . . . , ak−1

ëèíåéíî çàâèñèìà. Â ñèëó Ëåììû 1 è â ýòîé ñèñòåìå ñóùåñòâóåò âåêòîð, ëèíåéíî âû-
ðàæàþùèéñÿ ÷åðåç ïðåäûäóùèå, ïðè÷åì òàêîâûì íå ìîæåò áûòü âåêòîð b1 (âåêòîðû
b1, b2 ëèíåéíî íåçàâèñèìû êàê ïîäñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìû (Ëåììà 2)).
Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

ak−1 ∈ L(b2, b1, a1, . . . , ak−2).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî m > k. Òîãäà, ïðîäîëæàÿ ïðåäûäóùèå ïîñòðîåíèÿ, íà k-îì øàãå
ïîëó÷àåì

L(a1, . . . , ak) ⊂ L(bk, bk−1, . . . , b1).

Ñëåäîâàòåëüíî, bk+1 ∈ L(bk, bk−1, . . . , b1), à ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ î ëè-
íåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ b1, . . . , bm. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî
m ≤ k. 2

3.7 Áàçèñ è ðàçìåðíîñòü
Ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ b1, . . . , bm ∈ V = L(a1, . . . , ak) íàçûâàåòñÿ áà-
çèñîì ëèíåéíîé îáîëî÷êè V , åñëè L(b1, . . . , bm) = V .

Òåîðåìà î áàçèñàõ. Ëþáûå áàçèñû ëèíåéíîé îáîëî÷êè V ñîäåðæàò îäíî è òî æå
÷èñëî âåêòîðîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü b1, . . . , bm è c1, . . . , cr � äâà áàçèñà äàííîé ëèíåéíîé îáî-
ëî÷êè. ßñíî, ÷òî

L(b1, . . . , bm) = L(c1, . . . , cr).

Ïðèìåíÿÿ Ëåììó 4 äâà ðàçà, ïîëó÷àåì äâà íåðàâåíñòâà: m ≤ r è r ≤ m. Îòñþäà m = r.
2

Îïðåäåëåíèå. ×èñëî âåêòîðîâ â áàçèñàõ ëèíåéíîé îáîëî÷êè V íàçûâàåòñÿ åå ðàçìåð-
íîñòüþ è îáîçíà÷àåòñÿ dimV .

Òåîðåìà î ðàçìåðíîñòè ëèíåéíîé îáîëî÷êè: dimL(a1, . . . , ak) ≤ k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî â êà÷åñòâå áàçèñà ëèíåéíîé îáîëî÷êè
çàäàííîé ñèñòåìû âåêòîðîâ ìîæíî âûáðàòü èõ ìàêñèìàëüíóþ ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ
ñèñòåìó. 2
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3.8 Äîïîëíåíèå äî áàçèñà
Ëåììà î äîïîëíåíèè äî áàçèñà. Ëþáàÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ
b1, . . . , bm ∈ L(a1, . . . , ak) ÿâëÿåòñÿ ïîäñèñòåìîé íåêîòîðîãî áàçèñà äàííîé ëèíåéíîé
îáîëî÷êè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà âåêòîðû a1, . . . , ak ëèíåéíî
íåçàâèñèìû. Ñèñòåìà âåêòîðîâ b1, . . . , bm, a1, . . . , ak ëèíåéíî çàâèñèìà. Â ñèëó Ëåììû
1 â íåé ñóùåñòâóåò âåêòîð, ëèíåéíî âûðàæàþùèéñÿ ÷åðåç ïðåäûäóùèå. Óáåðåì ýòîò
âåêòîð è ðàññìîòðèì îñòàâøóþñÿ ïîäñèñòåìó. Åñëè îíà ëèíåéíî íåçàâèñèìà, òî è ÿâëÿ-
åòñÿ áàçèñîì ëèíåéíîé îáîëî÷êè L(a1, . . . , ak). Åñëè íåò, â íåé èìååòñÿ âåêòîð, ëèíåéíî
âûðàæàþùèéñÿ ÷åðåç ïðåäûäóùèå. Èñêëþ÷èì è åãî èç ñèñòåìû, ðàññìîòðèì îñòàâøó-
þñÿ ïîäñèñòåìó, è òàê äàëåå. Â èòîãå ñèñòåìà âåêòîðîâ b1, . . . , bm áóäåò äîïîëíåíà äî
áàçèñà íåêîòîðûìè èç âåêòîðîâ a1, . . . , ak. 2

3.9 Ñóùåñòâîâàíèå áàçèñà
Äëÿ ëþáîé ëè ëèíåéíîé îáîëî÷êè ñóùåñòâóåò áàçèñ? Ñîãëàñíî ëåììå î äîïîëíåíèè äî
áàçèñà, áàçèñ ñóùåñòâóåò, åñëè â ëèíåéíîé îáîëî÷êå ñóùåñòâóåò ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ
ïîäñèñòåìà âåêòîðîâ. Òàê áóäåò, åñëè ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí íåíóëåâîé âåêòîð.

Òàêèì îáðàçîì, áàçèñà íåò òîëüêî â ñëó÷àå íóëåâîé ëèíåéíîé îáîëî÷êè, ñîäåðæà-
ùåé åäèíñòâåííûé âåêòîð � íóëåâîé. Ïî îïðåäåëåíèþ, ðàçìåðíîñòü íóëåâîé ëèíåéíîé
îáîëî÷êè ðàâíà íóëþ.

3.10 Ñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé

Òåîðåìà 1. Ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ax = b, A = [a1, . . . , ak],
ñîâìåñòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

L(a1, . . . , ak) = L(a1, . . . , ak, b).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ëþáîì ñëó÷àå èìååì

L(a1, . . . , ak) ⊂ L(a1, . . . , ak, b). (∗)

Åñëè ñèñòåìà ñîâìåñòíà, òî b ∈ L(a1, . . . , ak). Ñëåäîâàòåëüíî,

L(a1, . . . , ak, b) ⊂ L(a1, . . . , ak). (∗∗)

Âêëþ÷åíèÿ (∗) è (∗∗) äîêàçûâàþò ðàâåíñòâî äâóõ ëèíåéíûõ îáîëî÷åê. Åñëè èìååò ìåñòî
(∗∗), òî î÷åâèäíî, ÷òî b ∈ L(a1, . . . , ak), à ýòî è îçíà÷àåò ñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû Ax = b.
2

Òåîðåìà 2. Åñëè n = k, òî â ñëó÷àå ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ a1, . . . , an

ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ax = b ñîâìåñòíà è èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî,

a1, . . . , an ∈ L(e1, . . . , en),
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ãäå e1, . . . , en � ñòîëáöû åäèíè÷íîé ìàòðèöû ðàçìåðîâ n× n (íà i-ì ìåñòå â âåêòîðå ei

íàõîäèòñÿ 1, à âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû 0). Â ñèëó òåîðåìû î äîïîëíåíèè äî áàçè-
ñà ñóùåñòâóåò áàçèñ èç r ≥ n âåêòîðîâ, ñîäåðæàùèé âåêòîðû a1, . . . , an. Â ñèëó òåîðåìû
î ðàçìåðíîñòè ëèíåéíîé îáîëî÷êè r ≤ n. Ïî òîé æå ïðè÷èíå âåêòîðû a1, . . . , an îáðà-
çóþò áàçèñ â L(a1, . . . , ak, b). Ïîýòîìó b ∈ L(a1, . . . , an), ÷òî è äîêàçûâàåò ñîâìåñòíîñòü
ñèñòåìû. Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ âûòåêàåò èç Ëåììû 3. 2

Çàäà÷à. Ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé âèäàa0 a1 a2

a1 a0 a1

a2 a1 a0

x1

x2

x3

 =

1
0
0

 .
èìååò ðåøåíèå, ïðè÷åì x1 6= 0. Äîêàæèòå, ÷òî ñòîëáöû ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
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ÎÑÍÎÂÍÀß ×ÀÑÒÜ

4.1 Èíäèêàòîð ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó âåêòîðîâ a1, . . . , an ∈ Rn è ïîïðîáóåì ñêîíñòðóèðîâàòü èíäèêàòîð
ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè � ôóíêöèþ f(a1, . . . , an), êîòîðàÿ ðàâíà íóëþ â ñëó÷àå ëèíåé-
íîé çàâèñèìîñòè äàííîé ñèñòåìû. Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ f äîëæíà èìåòü êàê ìîæíî áîëåå
ïðîñòîé âèä: ïóñòü f áóäåò ëèíåéíà ïî êàæäîìó àðãóìåíòó ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷å-
íèÿõ îñòàëüíûõ àðãóìåíòîâ.

Äàäèì òî÷íóþ ôîðìóëèðîâêó òðåáîâàíèé ê ôóíêöèè f :

(A) äëÿ ëþáîãî 1 ≤ i ≤ n ôóíêöèÿ ëèíåéíà ïî i-ìó àðãóìåíòó
(ôóíêöèÿ äîëæíà èìåòü �ïðîñòîé âèä�):

f(a1, . . . , ai−1, αa+ βb, ai+1, . . . an) =

α f(a1, . . . , ai−1, a, ai+1, . . . , an) + β f(a1, . . . , ai−1, b, ai+1, . . . , an)

äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ a, b ∈ Rn è ÷èñåë α, β ∈ R;

(B) åñëè ñèñòåìà âåêòîðîâ a1, . . . , an ëèíåéíî çàâèñèìà, òî f(a1, . . . , an) = 0;

(C) ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò çàäàííîå íåíóëåâîå çíà÷åíèå íà çàäàííîé ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìîé ñèñòåìå (óñëîâèå íîðìèðîâêè):

f(e1, . . . , en) = 1,

ãäå e1, . . . , en � ñòîëáöû åäèíè÷íîé ìàòðèöû ðàçìåðîâ n× n.

Ôóíêöèþ f ñ óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè áóäåì íàçûâàòü èíäèêàòîðîì ëèíåéíîé çàâè-
ñèìîñòè. Äëÿ åå ïîñòðîåíèÿ íàì ïîíàäîáèòñÿ ïîíÿòèå ïîäñòàíîâêè.

4.2 Ïîäñòàíîâêè è ïåðåñòàíîâêè
Îáðàòèìîå îòîáðàæåíèå σ : N → N, ãäå N = {1, 2, . . . , n}, íàçûâàåòñÿ ïîäñòàíîâêîé
ñòåïåíè n. Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïîäñòàíîâêè σ ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ òàáëèöà

σ =

(
1 2 . . . n

σ(1) σ(2) . . . σ(n)

)
,

â êîòîðîé ÷èñëà σ(1), σ(2), . . . , σ(n) îáðàçóþò ïåðåñòàíîâêó ÷èñåë 1, 2, . . . , n (ýòî ðàâ-
íîñèëüíî îáðàòèìîñòè îòîáðàæåíèÿ σ).

27
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Îïðåäåëèì ïðîèçâåäåíèå ïîäñòàíîâîê a è b êàê îòîáðàæåíèå, ïîëó÷àåìîå ïîñëåäî-
âàòåëüíûì âûïîëíåíèåì (êîìïîçèöèåé) îòîáðàæåíèé b è a:

(ab)(i) = a(b(i)), i ∈ N.

Ýòî àëãåáðàè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ íà ìíîæåñòâå âñåõ ïîäñòàíîâîê ñòåïåíè n, îòíîñèòåëüíî
êîòîðîé îíî ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé. Â ñàìîì äåëå, àññîöèàòèâíîñòü î÷åâèäíà (ýòèì ñâîéñò-
âîì âñåãäà îáëàäàåò êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé). Ðîëü åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà èãðàåò òîæ-
äåñòâåííîå îòîáðàæåíèå

e =

(
1 2 . . . n
1 2 . . . n

)
,

à îáðàòíûì ýëåìåíòîì äëÿ σ ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîå îòîáðàæåíèå σ−1.
Ãðóïïà ïîäñòàíîâîê ñòåïåíè n íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïîé ñòåïåíè n è

îáîçíà÷àåòñÿ Sn. Ýòî îäèí èç âàæíåéøèõ ïðèìåðîâ êîíå÷íûõ ãðóïï (ãðóïï ñ êîíå÷íûì
÷èñëîì ýëåìåíòîâ; ïðè ýòîì ÷èñëî ýëåìåíòîâ íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì ãðóïïû). Íåòðóäíî
ïðîâåðèòü, ÷òî ïîðÿäîê ãðóïïû Sn ðàâåí n! = 1 · 2 · . . . · n.

Íàçâàíèå ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû íàâåÿíî îïðåäåëåíèåì òàê íàçûâàåìûõ ñèììåò-
ðè÷åñêèõ ôóíêöèé: òàê íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ F (x1, . . . , xn), åñëè îíà èíâàðèàíòíà îòíî-
ñèòåëüíî ëþáûõ ïîäñòàíîâîê ñâîèõ àðãóìåíòîâ:

F (x1, . . . , xn) = F (xσ(1), . . . , xσ(n)) ∀ σ ∈ Sn.

Ïðèìåð ñèììåòðè÷åñêîé ôóíêöèè (îïðåäåëÿåìîé ÷èñëîâûì ïàðàìåòðîì k):

Fk(x1, . . . , xn) =
n∑

i=1

xk
i .

4.3 Öèêëû è òðàíñïîçèöèè
Ïîäñòàíîâêà a ∈ Sn íàçûâàåòñÿ öèêëîì äëèíû k, åñëè èìååòñÿ k ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ
íîìåðîâ i1, . . . , ik ∈ N òàêèõ, ÷òî

(1) a(i1) = i2, a(i2) = i3, . . . , a(ik−1) = ik, a(ik) = i1,

(2) a(i) = i ∀ i ∈ N \ {i1, i2, . . . , ik}.

Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ öèêëà a óäîáíî èñïîëüçîâàòü çàïèñü

a = (i1, . . . , ik).

Öèêë äëèíû 2 íàçûâàåòñÿ òàêæå òðàíñïîçèöèåé.

Öèêëû a = (i1, . . . , ik) è b = (j1, . . . , jm) íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè

{i1, . . . , ik} ∩ {j1, . . . , jm} = ∅.

(1) Ëþáûå íåçàâèñèìûå öèêëû a è b êîììóòèðóþò: ab = ba.

(2) Ëþáàÿ ïîäñòàíîâêà σ ∈ Sn ïðåäñòàâèìà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåçàâèñèìûõ öèêëîâ
îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà ñîìíîæèòåëåé.

(3) Ëþáîé öèêë äëèíû k ïðåäñòàâèì â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ k − 1 òðàíñïîçèöèé.
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(4) Ëþáàÿ ïîäñòàíîâêà ïðåäñòàâèìà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ òðàíñïîçèöèé.

Óòâåðæäåíèå (1) ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî: â ñëó÷àå íåçàâèñèìûõ öèêëîâ a =
(i1, . . . , ik) è b = (j1, . . . , jm) íàõîäèì

(ab)(i) = (ba)(i) = a(i) ïðè i ∈ {i1, . . . , ik},

(ab)(i) = (ba)(i) = b(i) ïðè i ∈ {j1, . . . , jm},

(ab)(i) = (ba)(i) = i ïðè i /∈ {i1, . . . , ik} ∪ {j1, . . . , jm}.

×òîáû äîêàçàòü (2), âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé íîìåð j è ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü íîìåðîâ j, σ(j), σ2(j), . . . . Èìååòñÿ òîëüêî n ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé � ïîýòîìó äëÿ
êàêèõ-òî k < l äîëæíî áûòü σk(j) = σl(j), îòêóäà ïîëó÷àåì σl−k(j) = j. Ïóñòü k �
íàèìåíüøèé íîìåð òàêîé, ÷òî σk(j) = j. Òîãäà ïîëó÷àåì öèêë

a = (j, σ(j), σ2(j), . . . , σk−1(j)),

äëÿ êîòîðîãî

σ(i) = a(i) ïðè i ∈ {j, σ(j), σ2(j), . . . , σk−1(j)}.

ßñíî, ÷òî ïîäñòàíîâêà σ1 = σa−1 îñòàâëÿåò íà ìåñòå èíäåêñû

i ∈ {j, σ(j), σ2(j), . . . , σk−1(j)}.

Äàëåå, âîçüìåì j1 /∈ {j, σ(j), σ2(j), . . . , σk−1(j)} è àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîñòðîèì öèêë
b, âûïîëíÿþùèé ïðåîáðàçîâàíèÿ âèäà

j1 → σ1(j1) → σ2
1(j1) → . . . .

(Çàìåòèì, ÷òî σl
1(j1) = σl(j1) äëÿ âñåõ l.) Ïðîäîëæàÿ ïîäîáíûå ïîñòðîåíèÿ, ìû íåèç-

áåæíî ïðèäåì ê òîæäåñòâåííîé ïîäñòàíîâêå

σ a−1b−1 . . . c−1 = e,

îòêóäà

σ = c . . . ba.

Ïî ïîñòðîåíèþ öèêëû a, b, . . . , c íåçàâèñèìû.

Óòâåðæäåíèå (3) äîêàçûâàåòñÿ ïðîâåðêîé, íàïðèìåð, ñëåäóþùåãî ðàâåíñòâà:

(i1, . . . , ik) = (i1, i2)(i2. i3) . . . (ik−1, ik).

Óòâåðæäåíèå (4) î÷åâèäíî âûòåêàåò èç (2) è (3).

Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ìíîæåñòâî ïîäñòàíîâîê ñòåïåíè n ìîæíî óïîðÿäî÷èòü òàêèì îáðàçîì,

÷òî êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ ïîäñòàíîâêà áóäåò ïîëó÷àòüñÿ èç ïðåäûäóùåé ïóòåì óìíîæåíèÿ ñïðàâà íà

íåêîòîðóþ òðàíñïîçèöèþ.
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4.4 ×åòíîñòü ïîäñòàíîâêè
Ïîäñòàíîâêà ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà â ïðîèçâåäåíèå òðàíñïîçèöèé ìíîãèìè ðàçíûìè
ñïîñîáàìè. Íàïðèìåð, (

1 2 3 4 5 6 7
7 5 3 1 2 4 6

)
=

(1, 7) (7, 6) (6, 4) (2, 5) = (1, 7) (7, 6) (6, 4) (7, 2) (7, 5) (7, 2).

Îäíàêî, ÷èñëî òðàíñïîçèöèé â ëþáîì ðàçëîæåíèè îäíîé è òîé æå ïîäñòàíîâêè îáëàäàåò
ñëåäóþùèì âàæíûì ñâîéñòâîì.

Ëåììà î ÷èñëå òðàíñïîçèöèé. ×åòíîñòü ÷èñëà òðàíñïîçèöèé íå çàâèñèò îò ñïî-
ñîáà ïðåäñòàâëåíèÿ ïîäñòàíîâêè â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ òðàíñïîçèöèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ çàäàííîé ïîäñòàíîâêè σ ∈ Sn

σ =

(
1 2 . . . n

σ(1) σ(2) . . . σ(n)

)
íàçîâåì èíâåðñèåé ïàðó (i, j), åñëè i < j, íî σ(i) > σ(j). Ïóñòü δ(σ) � îáùåå ÷èñëî
èíâåðñèé äëÿ σ. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé òðàíñïîçèöèè τ ðàçíîñòü δ(στ)− δ(σ) áóäåò
íå÷åòíûì ÷èñëîì. Ïóñòü τ = (i, j), i < j. Òîãäà

στ =

(
1 . . . i− 1 i i+ 1 . . . j − 1 j j + 1 . . . n

σ(1) . . . σ(i− 1) σ(j) σ(i+ 1) . . . σ(j − 1) σ(i) σ(j + 1) . . . σ(n)

)
.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîäñòàíîâêà σ èìååò k èíâåðñèé ñðåäè ïàð âèäà

(i, l), ãäå l ∈ {i+ 1, i+ 2, . . . , j − 1}, (∗)

m èíâåðñèé ñðåäè ïàð âèäà

(l, j), ãäå l ∈ {i+ 1, i+ 2, . . . , j − 1}, (∗∗)

è åùå s èíâåðñèé ñðåäè ëþáûõ äðóãèõ ïàð. Òîãäà στ áóäåò èìåòü j− i− 1− k èíâåðñèé
ñðåäè ïàð âèäà (∗) è j − i − 1 − m èíâåðñèé ñðåäè ïàð âèäà (∗∗). Êðîìå òîãî, ñðåäè
ëþáûõ äðóãèõ ïàð ïîäñòàíîâêà στ áóäåò èìåòü s+ 1 èíâåðñèþ, åñëè ïàðà (i, j) íå áûëà
èíâåðñèåé, è s− 1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Òàêèì îáðàçîì,

δ(σ) = k + m + s, δ(στ) = (i− j − 1− k) + (i− j − 1−m) + s ± 1.

Îòñþäà
δ(στ)− δ(σ) = 2(i− j − 1− k −m) ± 1. 2

Ñëåäñòâèå. ×åòíîñòü ÷èñëà òðàíñïîçèöèé â ðàçëîæåíèè ïîäñòàíîâêè ñîâïàäàåò ñ
÷åòíîñòüþ åå ÷èñëà èíâåðñèé.

Îïðåäåëåíèå. Ïîäñòàíîâêà íàçûâàåòñÿ ÷åòíîé, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì
÷åòíîãî ÷èñëà òðàíñïîçèöèé, è íå÷åòíîé â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Çàìå÷àíèå. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

∆(x1, . . . , xn) =
∏
i<j

(xj − xi).
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Òîãäà äëÿ ëþáîé ïîäñòàíîâêè σ ∈ Sn èìååò ìåñòî îäíî èç äâóõ:

∆(x1, . . . , xn) = ∆(xσ(1), . . . , xσ(n)) ëèáî ∆(x1, . . . , xn) = −∆(xσ(1), . . . , xσ(n)).

×åòíûå ïîäñòàíîâêè è òîëüêî îíè çíàê ñîõðàíÿþò (ïåðâûé ñëó÷àé), íå÷åòíûå è òîëüêî
îíè çíàê ìåíÿþò (âòîðîé ñëó÷àé).

Ìíîæåñòâî âñåõ ÷åòíûõ ïîäñòàíîâîê â Sn îáðàçóåò ïîäãðóïïó (äîêàæèòå!), êîòîðàÿ
íàçûâàåòñÿ çíàêîïåðåìåííîé ãðóïïîé ñòåïåíè n è îáîçíà÷àåòñÿ An.

Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáóþ ÷åòíóþ ïîäñòàíîâêó ñòåïåíè n ≥ 3 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

ïðîèçâåäåíèÿ öèêëîâ äëèíû 3.

4.5 Åäèíñòâåííîñòü èíäèêàòîðà ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè
Âåðíåìñÿ ê ïîñòðîåíèþ èíäèêàòîðà ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè � ôóíêöèè f(a1, . . . , an) îò
âåêòîðîâ

a1 =


a11

a21

. . .
an1

 , a2 =


a12

a22

. . .
an2

 , . . . , an =


a1n

a2n

. . .
ann

 ,
óäîâëåòâîðÿþùåé òðåáîâàíèÿì (A), (B), (C). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

a1 =
n∑

i1=1

ai11 ei1 , a2 =
n∑

i2=1

ai12 ei2 , . . . , an =
n∑

in=1

ainn ein ,

ãäå e1, e2, . . . , en � ñòîëáöû åäèíè÷íîé ìàòðèöû ðàçìåðîâ n× n.

Åñëè èñêîìàÿ ôóíêöèÿ f ñóùåñòâóåò, òî ñâîéñòâî (A) ëèíåéíîñòè ïî êàæäîìó àðãó-
ìåíòó ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ

f(a1, . . . , an) =
n∑

i1=1

. . .
n∑

in=1

ai11 ai22 . . . ainn f(ei1 , ei2 , . . . , ein).

Ñîãëàñíî òðåáîâàíèþ (B), f = 0 íà ëþáîé ëèíåéíî çàâèñèìîé ñèñòåìå âåêòîðîâ.
Î÷åâèäíî, ñèñòåìà âåêòîðîâ ei1 , ei2 , . . . , ein áóäåò ëèíåéíî çàâèñèìîé â òîì è òîëüêî òîì
ñëó÷àå, êîãäà ñðåäè ýòèõ âåêòîðîâ åñòü ðàâíûå (åñëè âñå ýòè âåêòîðû ïîïàðíî ðàçëè÷íû,
òî îíè îáðàçóþò ïåðåñòàíîâêó ñòîëáöîâ åäèíè÷íîé ìàòðèöû). Ñëåäîâàòåëüíî, èñêëþ÷àÿ
èç ñóììèðîâàíèÿ çàâåäîìûå íóëè, íàõîäèì

f(a1, . . . , an) =
∑
σ∈Sn

aσ(1)1 aσ(2)2 . . . aσ(n)n f(eσ(1)i, eσ(2), . . . , eσ(n)).

Äàëåå, èç òðåáîâàíèé (A) è (B) âûòåêàåò, ÷òî f äîëæíà ìåíÿòü çíàê ïðè ïåðåñòàíîâêå
ëþáûõ äâóõ àðãóìåíòîâ. Äîêàæåì ýòî, íàïðèìåð, äëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî àðãóìåíòîâ.
Ó÷òåì, ÷òî f = 0 â ñëó÷àå ðàâíûõ àðãóìåíòîâ è âîñïîëüçóåìñÿ ëèíåéíîñòüþ ïî êàæäîìó
àðãóìåíòó:

0 = f(a1 + a2, a1 + a2, a3, . . . , an) =

f(a1, a1, a3, . . . , an)+f(a1, a2, a3, . . . , an)+f(a2, a1, a3, . . . , an)+f(a2, a2, a3, . . . , an).
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Ïåðâîå è ÷åòâåðòîå ñëàãàåìûå èìåþò ñîâïàäàþùèå âåêòîðû è ïîýòîìó ðàâíû íóëþ.
Îòñþäà

f(a1, a2, a3, . . . , an) = −f(a2, a1, a3, . . . , an).

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ïîäñòàíîâêà σ ÿâëÿåòñÿ òðàíñïîçèöèåé, òî

f(eσ(1), eσ(2), . . . , eσ(n)) = −f(e1, e2, . . . , en) = −1.

Â îáùåì ñëó÷àå ïîäñòàíîâêó σ ìîæíî ðàçëîæèòü â ïðîèçâåäåíèå òðàíñïîçèöèé.
Ïóñòü δ(σ) åñòü ÷èñëî òðàíñïîçèöèé â êàêîì-ëèáî èç ðàçëîæåíèé. Òîãäà

f(eσ(1), eσ(2), . . . , eσ(n)) = (−1)δ(σ).

Ïî ëåììå î ÷èñëå òðàíñïîçèöèé, ÷åòíîñòü ÷èñëà δ(σ) íå çàâèñèò îò êîíêðåòíîãî ðàçëî-
æåíèÿ â ïðîèçâåäåíèå òðàíñïîçèöèé, ïîýòîìó âåëè÷èíà (−1)δ(σ) çàâèñèò òîëüêî îò σ.
Íàçîâåì åå çíàêîì ïîäñòàíîâêè è îáîçíà÷èì ÷åðåç sgn(σ). Îêîí÷àòåëüíî,

f(a1, . . . , an) =
∑
σ∈Sn

sgn(σ) aσ(1)1 aσ(2)2 . . . aσ(n)n. (∗)

Ìû äîêàçàëè âàæíîå
Óòâåðæäåíèå. Åñëè ôóíêöèÿ � èíäèêàòîð ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ñóùåñòâóåò, òî
îíà îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (∗).

4.6 Îïðåäåëèòåëü
Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ âèäà (∗) íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëåì (äåòåðìèíàíòîì) ìàòðè-
öû A ñî ñòîëáöàìè a1, a2, . . . , an è îáîçíà÷àåòñÿ detA èëè |A|.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè A = [aij] � ìàòðèöà ðàçìåðîâ n× n, òî

detA = |A| =

∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1n

. . . . . . . . .
an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣ =
∑
σ∈Sn

sgn(σ) aσ(1)1 aσ(2)2 . . . aσ(n)n. (4)

×àñòíûå ñëó÷àè: ∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = a11 a22 − a21 a12,∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = a11 a22 a33 + a12 a23 a31 + a13 a21 a32 − a13 a22 a31 − a12 a21 a33 − a11 a23 a32.

Â îáùåì ñëó÷àå ñóììà (4) ñîäåðæèò n! ÷ëåíîâ, â êàæäîì èç íèõ ïåðåìíîæàþòñÿ n
ýëåìåíòîâ ìàòðèöû, ïðè÷åì íèêàêèå äâà ýëåìåíòà â îäíîì ïðîèçâåäåíèè íå ïðèíàäëå-
æàò îäíîé ñòðîêå èëè îäíîìó ñòîëáöó.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî îïðåäåëèòåëü ââîäèòñÿ êàê ôóíêöèÿ îò ìàòðèöû, èñòîðè÷åñêè
ïîíÿòèå îïðåäåëèòåëÿ ñôîðìèðîâàëîñü â 18 âåêå (ñíà÷àëà â òðóäàõ Ëåéáíèöà è Êðàìå-
ðà, çàòåì òåîðèÿ îïðåäåëèòåëåé áûëà ðàçâèòà â ðàáîòàõ Âàíäåðìîíäà, Ëàïëàñà, Êîøè
è Ê.ßêîáè) � íàìíîãî ðàíüøå ïîíÿòèÿ ìàòðèöû, ââåäåííîãî â àëãåáðó Ãàìèëüòîíîì è
Êýëè â ñåðåäèíå 19 âåêà. Êîíå÷íî, ñ ñàìîãî íà÷àëà îïðåäåëèòåëü ñâÿçûâàëñÿ ñ êâàä-
ðàòíîé òàáëèöåé n×n ÷èñåë (ïîýòîìó ãîâîðèëè îá îïðåäåëèòåëå ïîðÿäêà n). Ýòî áûëè,
â ÷àñòíîñòè, òàáëèöû êîýôôèöèåíòîâ "êâàäðàòíîé"ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
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óðàâíåíèé. Íî òàêèå òàáëèöû ñòàëè íàçûâàòü ìàòðèöàìè ïîçæå � êîãäà äëÿ íèõ ââåëè
îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ.

ÄÎÏÎËÍÈÒÅËÜÍÀß ×ÀÑÒÜ

4.7 Çíàêîïåðåìåííàÿ ãðóïïà
Íàçâàíèå çíàêîïåðåìåííîé ãðóïïû An (ãðóïïû âñåõ ÷åòíûõ ïîäñòàíîâîê ñòåïåíè n)
íàâåÿíî ñëåäóþùèì ïîñòðîåíèåì. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

sgn : Sn → K = {1, −1}, sgn(σ) =

{
1, σ� ÷åòíàÿ ïîäñòàíîâêà,

−1, σ� íå÷åòíàÿ ïîäñòàíîâêà.

Íà ìíîæåñòâå �çíàêîâ� K ââåäåì îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ òàê æå, êàê äëÿ öåëûõ ÷èñåë.
Òîãäà K ïðåâðàùàåòñÿ â àáåëåâó ãðóïïó, à îòîáðàæåíèå sgn ñîõðàíÿåò îïåðàöèè:

sgn(σ1σ2) = sgn(σ1)sgn(σ2) ∀ σ1, σ2 ∈ Sn.

Ïîýòîìó sgn ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ãðóïïû Sn íà ãðóïïó K.
Íàïîìíèì, ÷òî ÿäðîì ãîìîìîðôèçìà íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû,

êîòîðûå ïåðåâîäÿòñÿ äàííûì ãîìîìîðôèçìîì â åäèíè÷íûé ýëåìåíò (âîîáùå ãîâîðÿ,
äðóãîé ãðóïïû � ñîäåðæàùåé îáðàçû ýëåìåíòîâ ïðè äàííîì îòîáðàæåíèè). Òàêèì îá-
ðàçîì, ÿäðîì ãîìîìîðôèçìà sgn ÿâëÿåòñÿ â òî÷íîñòè çíàêîïåðåìåííàÿ ãðóïïà An.

Ïîãðóïïà An ÿâëÿåòñÿ â Sn íîðìàëüíûì äåëèòåëåì, ïîñêîëüêó ÿäðî ëþáîãî ãîìî-
ìîðôèçìà ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ åå íîðìàëüíûì äåëèòåëåì. Âîò, âïðî÷åì, ïðÿìàÿ ïðîâåðêà
òîãî, ÷òî An åñòü íîðìàëüíûé äåëèòåëü ãðóïïû Sn: åñëè σ ∈ Sn è h ∈ An, òî, î÷åâèäíî,
σhσ−1 ∈ An ⇒ σAn = Anσ (ëåâûå ñìåæíûå êëàññû ñîâïàäàþò ñ ïðàâûìè).

Â äàííîì ñëó÷àå èìååòñÿ âñåãî äâà ðàçëè÷íûõ ñìåæíûõ êëàññà ãðóïïû Sn ïî íîð-
ìàëüíîé ïîäãðóïïå An: eAn = An è τAn, ãäå e � òîæäåñòâåííàÿ ïîäñòàíîâêà, à τ �
ïðîèçâîëüíàÿ íå÷åòíàÿ ïîäñòàíîâêà (íàïðèìåð, òðàíñïîçèöèÿ). Â ñàìîì äåëå, åñëè σ1

è σ2 îäíîé ÷åòíîñòè, òî h = σ−1
1 σ2 ∈ An ⇒ σ1An = σ2An. Òàêèì îáðàçîì, ôàêòîð-

ãðóïïà Sn/An ñîñòîèò èç äâóõ ñìåæíûõ êëàññîâ. Îíà èçîìîðôíà ãðóïïå �çíàêîâ� K:
èçîìîðôèçì îñóùåñòâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì σAn → sgn(σ) (çäåñü ìû èìååì ÷àñòíûé
ñëó÷àé áîëåå îáùåé òåîðåìû î ãîìîìîðôèçìå èç Ëåêöèè 2).

4.8 Ïîäãðóïïû ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû
Òåîðåìà. Ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n èçîìîðôíà íåêîòîðîé ïîäãðóïïå ñèììåò-
ðè÷åñêîé ãðóïïû Sn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ãðóïïà G èìååò ýëåìåíòû g1, . . . , gn. Òîãäà äëÿ ëþáîãî i
ýëåìåíòû gig1, . . . , gign ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïåðåñòàíîâêó ýëåìåíòîâ g1, . . . , gn. Îáî-
çíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîäñòàíîâêó ÷åðåç σi è îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå Φ : G → Sn

ïðàâèëîì Φ(gi) = σi. Î÷åâèäíî, Φ(gigj) = σiσj. Ïîýòîìó Φ ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì
⇒ åãî îáðàç Φ(G) ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â Sn.

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî Φ(gi) = Φ(gj) ⇔ gi = gj. 2



34 Ëåêöèÿ 4

4.9 ×åòíîñòü áåç èíâåðñèé
Òî, ÷òî ÷åòíîñòü ÷èñëà òðàíñïîçèöèé â ëþáîì ðàçëîæåíèè ïîäñòàíîâêè îäíà è òà æå, ìîæíî äîêàçàòü
è áåç ïîäñ÷åòà ÷èñëà èíâåðñèé. Ýòî ñðàçó æå âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî íàáëþäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå. Â ëþáîì ðàçëîæåíèè òîæäåñòâåííîé ïîäñòàíîâêè â ïðîèçâåäåíèå òðàíñïîçèöèé èõ
÷èñëî ÷åòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü òîæäåñòâåííàÿ ïîäñòàíîâêà e ∈ Sn ðàçëîæåíà â ïðîèçâåäåíèå òðàíñïîçèöèé
e = (ij) . . . (kl), â êîòîðîì ñðåäè èíäåêñîâ i, j, . . . , k, l èìååòñÿ ðîâíî s ðàçëè÷íûõ. ßñíî, ÷òî 2 ≤ s ≤ n
è â ñëó÷àå s = 2 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïðîâåäåì èíäóêöèþ ïî s. Ïóñòü s ≥ 3. Íå îãðàíè÷èâàÿ
îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî èíäåêñû ðàâíû 1, . . . , s. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî (1l)(kl) = (1k)(1l) äëÿ
ëþáûõ k, l 6= 1 è (1l)(ij) = (ij)(1l) ïðè {i, j} 6= {1, l}. Ïîýòîìó ìîæíî ïåðåäâèíóòü âñå òðàíñïîçèöèè
âèäà (1l) âïðàâî è ïîëó÷èòü äðóãîå ðàçëîæåíèå

e = (i1j1) . . . (ikjk) (1l1) . . . (1lm)

ñ òåì æå ÷èñëîì òðàíñïîçèöèé. Äàëåå, åñëè l1 = l2, òî (1l1)(1l2) = e è â ïîñëåäíåì ðàçëîæåíèè ìîæíî
óáðàòü ïàðó òðàíñïîçèöèé (1l1), (1l2). Åñëè æå l1 6= l2, òî, èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (1l1)(1l2) = (l1l2)(1l1),
ìîæíî ïîëó÷èòü ðàçëîæåíèå ñ òåì æå ÷èñëîì òðàíñïîçèöèé è ìåíüøèì íà 1 ÷èñëîì òðàíñïîçèöèé,
ñîäåðæàùèõ èíäåêñ 1:

e = (i1j1) . . . (ikjk)(l1l2) (1l1)(1l3) . . . (1lm).

Ïðîäîëæàÿ òàêèì æå îáðàçîì, ïðèäåì ê ðàçëîæåíèþ ñ ÷èñëîì òðàíñïîçèöèé, óìåíüøåííûì íà ÷åòíîå
÷èñëî, è, âîçìîæíî, âñåãî ëèøü îäíîé òðàíñïîçèöèåé âèäà (1l):

e = (i1j1) . . . (ipjp) (1l).

Ïîñêîëüêó i1, j1, . . . , ip, jp 6= 1, ïîäñòàíîâêà e ïåðåâîäèò l â 1, ÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê îíà ÿâëÿåòñÿ
òîæäåñòâåííîé. Ïîýòîìó

e = (i1j1) . . . (ipjp),

ãäå èíäåêñû i1, j1, . . . , ip, jp ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ îò 2 äî s. Ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ, ÷èñëî p
÷åòíî. 2



Ëåêöèÿ 5
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5.1 Îïðåäåëèòåëü òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöû
Ïóñòü èìååòñÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðîâ m× n:

A = [aij], 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n.

Åñëè ïîìåíÿòü ìåñòàìè ñòðîêè è ñòîëáöû, òî ïîëó÷àåòñÿ íîâàÿ ìàòðèöà � ðàçìåðîâ
n×m. Îíà íàçûâàåòñÿ òðàíñïîíèðîâàííîé ïî îòíîøåíèþ ê A è îáîçíà÷àåòñÿ A>:

A> = [aji], 1 ≤ j ≤ n, 1 ≤ i ≤ m.

Óòâåðæäåíèå. Äëÿ ëþáîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû detA> = detA.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöû è ôîðìóëå (4)
èç Ëåêöèè 4 äëÿ îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû ïîðÿäêà n,

detA> =
∑
σ∈Sn

sgn(σ) a1 σ(1) . . . , an σ(n) =
∑
σ∈Sn

sgn(σ) aσ−1(1) 1 . . . , aσ−1(n) n

=
∑

σ−1∈Sn

sgn(σ−1) aσ−1(1) 1 . . . , aσ−1(n) n = detA.

Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå áûëî ïðèíÿòî âî âíèìàíèå, ÷òî sgn(σ−1) = sgn(σ). 2

5.2 Îïðåäåëèòåëü êàê ôóíêöèÿ ñòîëáöîâ (ñòðîê) ìàòðèöû
(1) Îïðåäåëèòåëü êàê ôóíêöèÿ ñòîëáöîâ ìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé îò-
íîñèòåëüíî êàæäîãî ñòîëáöà: åñëè A = [a1, . . . , an] è ai = αp+ βq � ëèíåéíàÿ êîìáè-
íàöèÿ ñòîëáöîâ p è q, òî

detA = α detAp + β detAq,

ãäå ìàòðèöû Ap è Aq ïîëó÷àþòñÿ èç A çàìåíîé ñòîëáöà ai íà p è q, ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì,

detA =
∑
σ∈Sn

sgn(σ) aσ(1)1 aσ(2)2 . . . aσ(i)i . . . aσ(n)n

=
∑
σ∈Sn

sgn(σ) aσ(1)1 aσ(2)2 . . . (αpσ(i)i + βqσ(i)i) . . . aσ(n)n

35
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= α
∑
σ∈Sn

sgn(σ) aσ(1)1 aσ(2)2 . . . pσ(i)i . . . aσ(n)n

+ β
∑
σ∈Sn

sgn(σ) aσ(1)1 aσ(2)2 . . . qσ(i)i . . . aσ(n)n = α detAp + β detAq. 2

(2) Îïðåäåëèòåëü ìåíÿåò çíàê ïðè ïåðåñòàíîâêå äâóõ ñòîëáöîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìàòðèöà B = [bij] îòëè÷àåòñÿ îò A ïåðåñòàíîâêîé ñòîëáöîâ ai

è aj. Òîãäà äëÿ ëþáîé ïîäñòàíîâêè σ ∈ Sn

aσ(1)1 . . . aσ(n)n = b(στ)(1)1 . . . b(στ)(n)n,

ãäå τ = (i, j), è ïîñêîëüêó òðàíñïîçèöèÿ ìåíÿåò çíàê ïîäñòàíîâêè,

sgn (στ) = −sgn (σ).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îòîáðàæåíèå σ → στ çàäàåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæ-
äó ïîäñòàíîâêàìè. Êàæäûé ÷ëåí ñóììû âèäà (4) îïðåäåëÿåòñÿ îäíîé è òîëüêî îäíîé
ïîäñòàíîâêîé. Ïîäñòàíîâêè σ è στ â ðàçëîæåíèÿõ detA è detB îïðåäåëÿþò ÷ëåíû ñ
ïðîèçâåäåíèåì îäíèõ è òåõ æå ýëåìåíòîâ (â ðàçíîì ïîðÿäêå), íî ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè
çíàêàìè. Çíà÷èò, detA = − detB. 2

(3) Åñëè ñòîëáöû ìàòðèöû ëèíåéíî çàâèñèìû, òî åå îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëèòåëü ñ äâóìÿ ðàâíûìè ñòîëá-
öàìè ðàâåí íóëþ, ïîñêîëüêó â ñèëó óòâåðæäåíèÿ (2) îí ðàâåí ñåáå ñàìîìó ñ ïðîòèâî-
ïîëîæíûì çíàêîì.

Åñëè ñòîëáöû a1, a2, . . . , an ëèíåéíî çàâèñèìû, òî õîòÿ áû îäèí èç íèõ ëèíåéíî
âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îñòàëüíûå. Ïóñòü

ai =
∑
k 6=i

αk ak.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç B ìàòðèöó, ïîëó÷åííóþ èç A çàìåíîé ñòîëáöà ai íà

ai −
∑
k 6=i

αk ak = 0.

Îïèðàÿñü íà óæå óñòàíîâëåííîå ñâîéñòâî (1), íàõîäèì

0 = detB = detA−
∑
k 6=i

αk detAk,

ãäå ìàòðèöà Ak ïîëó÷àåòñÿ èç A çàìåíîé i-ãî ñòîëáöà íà ak. ßñíî, ÷òî â Ak ðàâíû i-é
è k-é ñòîëáöû, ïîýòîìó detAk = 0. Òàêèì îáðàçîì, detA = detB = 0. 2

(4) Îïðåäåëèòåëü êàê ôóíêöèÿ ñòðîê ìàòðèöû îáëàäàåò ñâîéñòâàìè, àíàëîãè÷íûìè
(1), (2), (3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ó÷åñòü, ÷òî detA = detA>, è ðàññìîòðåòü detA êàê
ôóíêöèþ ñòîëáöîâ ìàòðèöû A>. 2

Çàäà÷à. Äàíû ìàòðèöû-ñòîëáöû u1, . . . , uk, v1, . . . , vk ∈ Rn è A = u1v
>
1 + ... + ukv

>
k . Äîêàçàòü,

÷òî detA = 0, åñëè k < n.
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5.3 Ñóùåñòâîâàíèå èíäèêàòîðà ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè
Òåîðåìà. Èíäèêàòîð ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè (ôóíêöèÿ, íàäåëåííàÿ ñâîéñòâàìè (A),
(B), (C) èç ïåðâîãî ðàçäåëà Ëåêöèè 4) ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåí è ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëè-
òåëåì.

Ñâîéñòâà (A) è (B) èíäèêàòîðà ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ñîâïàäàþò ñ óñòàíîâëåííû-
ìè âûøå ñâîéñòâàìè îïðåäåëèòåëÿ (1) è (3). Ñâîéñòâî (C) îçíà÷àåò, ÷òî îïðåäåëèòåëü
åäèíè÷íîé ìàòðèöû ðàâåí 1 è ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñëåäóþùåãî áîëåå îáùåãî óòâåðæ-
äåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå. Îïðåäåëèòåëü äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ýëåìåíòîâ
åå äèàãîíàëè:

det

 a11 0
. . .

0 ann

 = a11 . . . ann.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû â ñóììå (4) äëÿ åå îïðåäåëèòåëÿ åñòü
òîëüêî îäíî íåíóëåâîå ñëàãàåìîå, ðàâíîå ïðîèçâåäåíèþ ýëåìåíòîâ ãëàâíîé äèàãîíàëè.
2

5.4 Ïîäìàòðèöû è ìèíîðû
Äëÿ çàäàííîé ìàòðèöû A = [aij] ìîæíî âûáðàòü êàêèå-òî èç åå ñòðîê è ñòîëáöîâ è ñîñòà-
âèòü òàáëèöó ýëåìåíòîâ, ðàñïîëîæåííûõ íà ïåðåñå÷åíèè âûáðàííûõ ñòðîê è ñòîëáöîâ.
Òàêàÿ òàáëèöà íàçûâàåòñÿ ïîäìàòðèöåé ìàòðèöû A.

Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n. ×òîáû çàäàòü êâàäðàòíóþ ïîäìàòðèöó
ïîðÿäêà k, íóæíî óêàçàòü íîìåðà ñîäåðæàùèõ åå ñòðîê 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n è ñòîëáöîâ
1 ≤ j1 < . . . < jk ≤ n. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Nk ìíîæåñòâî âñåõ ñèñòåì íîìåðîâ (i1, . . . , ik),
óïîðÿäî÷åííûõ ïî âîçðàñòàíèþ 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n. Òîãäà çàäàíèå ïîäìàòðèöû
ðàâíîñèëüíî âûáîðó äâóõ êîíêðåòíûõ ñèñòåì íîìåðîâ

I = (i1, . . . , ik) ∈ Nk, J = (j1, . . . , jk) ∈ Nk.

Ïîäìàòðèöà íà ñòðîêàõ ñ íîìåðàìè èç I è ñòîëáöàõ ñ íîìåðàìè èç J îáîçíà÷àåòñÿ

A(I, J) = [aip jq ], 1 ≤ p ≤ k, 1 ≤ q ≤ k.

Ïóñòü I ′ = (i′1, . . . , i
′
m) � åùå îäíà ñèñòåìà íîìåðîâ, óïîðÿäî÷åííûõ ïî âîçðàñòàíèþ

1 ≤ i′1 < . . . < i′m ≤ n. Íàçîâåì ñèñòåìó I ′ äîïîëíèòåëüíîé äëÿ I = (i1, . . . , ik), åñëè

{i1, . . . , ik} ∩ {i′1, . . . , i′m} = ∅, {i1, . . . , ik} ∪ {i′1, . . . , i′m} = {1, . . . , n}.

Î÷åâèäíî, â ýòîì ñëó÷àå k +m = n.
Ïóñòü çàäàíû ñèñòåìû ñòðî÷íûõ è ñòîëáöîâûõ íîìåðîâ I, J ∈ Nk è ïóñòü I ′ è J ′

� äîïîëíèòåëüíûå ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ I è J . Ïîäìàòðèöà A(I ′, J ′) ïîðÿäêà
m = n−k íàçûâàåòñÿ äîïîëíèòåëüíîé ïîäìàòðèöåé ïî îòíîøåíèþ ê ïîäìàòðèöå A(I, J)
ïîðÿäêà k.

Îïðåäåëèòåëü ïîäìàòðèöû ïîðÿäêà k íàçûâàåòñÿ òàêæå ìèíîðîì ïîðÿäêà k, à îïðå-
äåëèòåëü ñîîòâåòñòâóþùåé äîïîëíèòåëüíîé ïîäìàòðèöû � äîïîëíèòåëüíûì ìèíîðîì.
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5.5 Çàìå÷àíèå î ïîäñòàíîâêàõ
Êàê ìû çíàåì, ïîäñòàíîâêà σ ñòåïåíè n çàäàåòñÿ òàáëèöåé

σ =

(
1 2 . . . n

σ(1) σ(2) . . . σ(n)

)
.

Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ óêàçàíèåì ñîîòâåòñòâèé i→ σ(i), ïî-
ðÿäîê ñòîëáöîâ â ýòîé òàáëèöå íå èìååò çíà÷åíèÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ ëþáîé ïîä-
ñòàíîâêè π ∈ Sn òàáëèöà

σ̃ =

(
π(1) π(2) . . . π(n)

σ(π(1)) σ(π(2)) . . . σ(π(n))

)
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò òó æå ñàìóþ ïîäñòàíîâêó σ = σ̃.

Ïðè ýòîì î÷åâèäíî, ÷òî ÷åòíîñòü ÷èñëà èíâåðñèé äëÿ σ ñîâïàäàåò ñ ÷åòíîñòüþ ñóì-
ìû ÷èñëà èíâåðñèé äëÿ ïîäñòàíîâîê π è σπ (ïîñêîëüêó ÷åòíîñòü ÷èñëà èíâåðñèé äëÿ
ïðîèçâåäåíèÿ σπ ñîâïàäàåò ñ ÷åòíîñòüþ ñóììû ÷èñëà èíâåðñèé äëÿ σ è π). Îòñþäà
ÿñíî, ÷òî åñëè ïîäñòàíîâêà çàäàíà òàáëèöåé âèäà(

s(1) s(2) . . . s(n)
t(1) t(2) . . . t(n)

)
, s, t ∈ Sn,

òî åå çíàê ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ çíàêîâ ïîäñòàíîâîê s è t.

5.6 Ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà ïîäñòàíîâîê íà ïîäìíîæåñòâà
Ïóñòü J = (j1, . . . , jk) � ôèêñèðîâàííàÿ ñèñòåìà íîìåðîâ è (j′1, . . . , j

′
m) � ñèñòåìà äî-

ïîëíèòåëüíûõ íîìåðîâ. Òàêèì îáðàçîì, m = n − k. Âîçüìåì ëþáóþ ñèñòåìó íîìåðîâ
I = (i1, . . . , ik) ∈ Nk ñ äîïîëíèòåëüíîé ñèñòåìîé íîìåðîâ (i′1, . . . , i

′
m) è ðàññìîòðèì ïîä-

ñòàíîâêè ñòåïåíè n âèäà

σ = σI,J(π, τ) =

(
j1 . . . jk j′1 . . . j′m
iπ(1) . . . iπ(k) i′τ(1) . . . i′τ(m)

)
, π ∈ Sk, τ ∈ Sm. (∗)

Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ïîäñòàíîâîê ïðè ôèêñèðîâàííûõ I, J îáîçíà÷èì

Sn(I, J) = {σI,J(π, τ) : π ∈ Sk, τ ∈ Sm}.

Ëþáîé ñèñòåìå íîìåðîâ I = (i1, . . . , ik) ∈ Nk ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî

ν(I) = i1 + . . .+ ik.

Ëåììà. Ïðè ôèêñèðîâàííîé ñèñòåìå J ïîäìíîæåñòâà Sn(I, J) íå ïåðåñåêàþòñÿ ïðè
ðàçíûõ I ∈ Nk è èõ îáúåäèíåíèå äàåò ìíîæåñòâî âñåõ ïîäñòàíîâîê ñòåïåíè n. Åñëè
σ = σI,J(π, τ) ∈ Sn(I, J), òî

sgn(σI,J(π, τ)) = sgn(π) sgn(τ) (−1)ν(I)+ν(J).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû î ðàçáèåíèè Sn íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ
ïîäìíîæåñòâà âèäà Sn(I, J) î÷åâèäíî.
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Â ñèëó ñäåëàííîãî âûøå çàìå÷àíèÿ î ïîäñòàíîâêàõ, çíàê ïîäñòàíîâêè σI,J(π, τ),
îïðåäåëÿåìîé òàáëèöåé (∗), åñòü ïðîèçâåäåíèå çíàêîâ ïîäñòàíîâîê âèäà(

1 . . . k k + 1 . . . k +m
j1 . . . jk j′1 . . . j′m

)
è

(
1 . . . k k + 1 . . . k +m
iπ(1) . . . iπ(k) i′τ(1) . . . i′τ(m)

)
.

Ïîäñ÷èòàåì ÷èñëî èíâåðñèé äëÿ ïåðâîé ïîäñòàíîâêè. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå óïîðÿäî-
÷åííîñòü íîìåðîâ â ñèñòåìàõ (j1, . . . , jk), (j′1, . . . , j

′
m) è èõ âçàèìíóþ äîïîëíèòåëüíîñòü,

ïðèõîäèì ê âûâîäó î òîì, èíâåðñèþ ìîãóò îáðàçîâûâàòü òîëüêî ïàðû âèäà

(p, q), ãäå p ∈ {1, . . . , k}, q ∈ {k + 1, . . . , k +m}. (∗∗)

Ïðè ýòîì ÿñíî, ÷òî j1 ïîðîæäàåò j1 − 1 èíâåðñèé, j2 ïîðîæäàåò j2 − 2 èíâåðñèé, è òàê
äàëåå: îáùåå ÷èñëî èíâåðñèé, òàêèì îáðàçîì, ðàâíî

(j1 − 1) + (j2 − 2) + . . .+ (jk − k).

×èñëî èíâåðñèé äëÿ âòîðîé ïîäñòàíîâêè âêëþ÷àåò òðè ñëàãàåìûõ:

(1) ÷èñëî èíâåðñèé ñðåäè ïàð âèäà âèäà (∗∗);

(2) ÷èñëî èíâåðñèé ñðåäè ïàð âèäà (p, q), ãäå p, q ∈ {1, . . . , k};

(3) ÷èñëî èíâåðñèé ñðåäè ïàð âèäà (p, q), ãäå p, q ∈ {k + 1, . . . , k +m}.

Ïåðâîå ÷èñëî ðàâíî, ïî àíàëîãèè ñ ðàññìîòðåííûì âûøå ñëó÷àåì,

(i1 − 1) + (i2 − 2) + . . .+ (ik − k),

âòîðîå � ÷èñëó èíâåðñèé δ(π) äëÿ ïîäñòàíîâêè π ∈ Sk, òðåòüå � ÷èñëó èíâåðñèé δ(τ)
äëÿ ïîäñòàíîâêè τ ∈ Sm. Òàêèì îáðàçîì, ÷åòíîñòü ÷èñëà èíâåðñèé äëÿ ïîäñòàíîâêè
σ(π, τ) ñîâïàäàåò ñ ÷åòíîñòüþ ÷èñëà

δ(π) + δ(τ) + (i1 + . . .+ ik) + (j1 + . . .+ jk) = δ(π) + δ(τ) + ν(I) + ν(J). 2

5.7 Òåîðåìà Ëàïëàñà
Òåîðåìà Ëàïëàñà. Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n. Çàôèêñèðóåì ëþáóþ
ñèñòåìó k ñòîëáöîâ, âûáðàâ J ∈ Nk. Òîãäà âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû A
ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ ìèíîðîâ íà ôèêñèðîâàííûõ k ñòîëáöàõ è èõ äîïîëíèòåëüíûõ
ìèíîðîâ:

detA =
∑
I∈Nk

detA(I, J) detA(I ′, J ′) (−1)ν(I)+ν(J).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïèðàÿñü íà ðåçóëüòàò ëåììû ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà, íàõîäèì

detA =
∑
I∈Nk

(∑
π∈Sk

∑
τ∈Sm

(aiπ(1)j1 . . . aiπ(k)jk
) (ai′

τ(1)
j′1
. . . ai′

τ(m)
j′m) sgn(σ(π, τ))

)
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=
∑
I∈Nk

(∑
π∈Sk

∑
τ∈Sm

(aiπ(1)j1 . . . aiπ(k)jk
) (ai′

τ(1)
j′1
. . . ai′

τ(m)
j′m) sgn(π) sgn(τ))

)
(−1)ν(I)+ν(J)

=
∑
I∈Nk

(∑
π∈Sk

(aiπ(1)j1 . . . aiπ(k)jk
) sgn(π)

) (∑
τ∈Sm

(ai′
τ(1)

j′1
. . . ai′

τ(m)
j′m) sgn(τ))

)
(−1)ν(I)+ν(J).

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ïåðâàÿ è âòîðàÿ ñêîáêè äàþò, ñîîòâåòñòâåííî, detA(I, J) è
detA(I ′, J ′). 2

Âåëè÷èíó detA(I ′, J ′)(−1)ν(I)+ν(J) íàçûâàþò àëãåáðàè÷åñêèì äîïîëíåíèåì ìèíîðà
detA(I, J). Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà Ëàïëàñà óòâåðæäàåò, ÷òî ïðè âûáîðå ëþáîé ñèñ-
òåìû ñòîëáöîâ îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ðàâåí ñóììå âñåâîçìîæíûõ ìèíîðîâ, ðàñïîëî-
æåííûõ íà çàäàííûõ ñòîëáöàõ, óìíîæåííûõ íà èõ àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ.

Ïîñêîëüêó detA = detA>, èìååò ìåñòî è òàêîé âàðèàíò òåîðåìû Ëàïëàñà: ïðè âûáî-
ðå ëþáîé ñèñòåìû ñòðîê îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ðàâåí ñóììå âñåâîçìîæíûõ ìèíîðîâ,
ðàñïîëîæåííûõ íà äàííûõ ñòðîêàõ, óìíîæåííûõ íà èõ àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ.

Çàäà÷à. Ìàòðèöà B ñ îïðåäåëèòåëåì b = detB ïîëó÷åíà èç A ñ îïðåäåëèòåëåì a = detA ïðè-

áàâëåíèåì ÷èñëà c 6= 0 ê êàæäîìó ýëåìåíòó. Íàéòè ñóììû àëãåáðàè÷åñêèõ äîïîëíåíèé âñåõ ýëåìåíòîâ

(ïîäìàòðèö ïîðÿäêà 1) äëÿ A è äëÿ B.

5.8 Îïðåäåëèòåëü áëî÷íî-òðåóãîëüíîé ìàòðèöû
Ðàññìîòðèì áëî÷íî-òðåóãîëüíóþ ìàòðèöó ïîðÿäêà n:

A =

[
P R
0 Q

]
, P ∈ Rk×k, Q ∈ Rm×m, k +m = n.

Ïðèìåíåíèå òåîðåìû Ëàïëàñà äëÿ ñèñòåìû ïåðâûõ k ñòîëáöîâ (èëè ñòðîê) ñðàçó æå
äàåò ïîëåçíóþ ôîðìóëó

detA = detP detQ.

ÄÎÏÎËÍÈÒÅËÜÍÀß ×ÀÑÒÜ

5.9 Ôóíêöèîíàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ëàïëàñà
Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå

f(A) =
∑

I∈Nk

detA(I, J) detA(I ′, J ′) (−1)ν(I)+ν(J)

êàê ôóíêöèþ ñòðîê ìàòðèöû A è äîêàæåì, ÷òî îíà îáëàäàåò òðåìÿ ñâîéñòâàìè:

• f(A) ëèíåéíà ïî êàæäîìó àðãóìåíòó;

• åñëè ñòðîêè ìàòðèöû A ëèíåéíî çàâèñèìû, òî f(A) = 0;

• åñëè A � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, òî f(A) = 1.
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Ïåðâîå è òðåòüå ñâîéñòâà î÷åâèäíû. Äëÿ òîãî ÷òîáû äîêàçàòü âòîðîå ñâîéñòâî, äîñòàòî÷íî óñòàíî-
âèòü, ÷òî f(A) ìåíÿåò çíàê ïðè ïåðåñòàíîâêå äâóõ ñòðîê. Áîëåå òîãî, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ïåðåñòà-
íîâêó äâóõ ñîñåäíèõ ñòðîê. Ïóñòü ýòî áóäóò ñòðîêè ñ íîìåðàìè s è s+ 1. Ìàòðèöó ñ ïåðåñòàâëåííûìè
ñòðîêàìè îáîçíà÷èì B.

Ïóñòü I, Î ∈ Nk. Îïðåäåëèì íà Nk âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, ïðè êîòîðîì I ïåðåõîäèò â
Î, ñëåäóþùèì ïðàâèëîì. Åñëè s è s + 1 îáà âõîäÿò èëè îáà íå âõîäÿò â ñèñòåìó íîìåðîâ I, òî ïóñòü
Î = I. Åñëè s ïðèíàäëåæèò I, à s+ 1 íåò, òî ïóñòü Î ïîëó÷àåòñÿ èç I çàìåíîé íîìåðà s íà s+ 1. Åñëè
s+ 1 ïðèíàäëåæèò I, à s íåò, òî ïóñòü Î ïîëó÷àåòñÿ èç I çàìåíîé íîìåðà s+ 1 íà s. ßñíî, ÷òî

f(B) =
∑

I∈Nk

detB(I, J) detB(I ′, J ′)(−1)ν(I)+ν(J) = Σ1(B) + Σ2(B),

ãäå Σ1 ñîäåðæèò ÷ëåíû, äëÿ êîòîðûõ I = Î, à Σ2 � ÷ëåíû, äëÿ êîòîðûõ I 6= Î.
Íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî f(B) = −f(A). Ðàññìîòðèì ÷ëåíû, äëÿ êîòîðûõ I = Î:

• s, s+ 1 ∈ I ⇒ detB(I, J) = −detA(I, J), detB(I ′, J ′) = detA(I ′, J ′).

• s, s+ 1 /∈ I ⇒ detB(I, J) = detA(I, J), detB(I ′, J ′) = −detA(I ′, J ′).

Ïðè ýòîì ν(I) = ν(Î ) (ïîñêîëüêó I = Î ). Îòñþäà Σ1(B) = −Σ1(A).
Òåïåðü ðàññìîòðèì ÷ëåíû, äëÿ êîòîðûõ I 6= Î. Çàìåòèì, ÷òî åñëè I ïåðåõîäèò â Î, òî Î ïåðåõîäèò

â I. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììà Σ2 ðàçáèâàåòñÿ íà ñóììó ïàð ÷ëåíîâ, îòâå÷àþùèõ I è Î. Ïðè ýòîì íàõîäèì

detB(I, J) = detA(Î , J), detB(I ′, J ′) = detA(Î ′, J ′),

detB(Î , J) = detA(I, J), detB(Î ′, J ′) = detA(I ′, J ′).

Â òî æå âðåìÿ, ν(Î ) = ν(I) ± 1. Ïîýòîìó Σ2(B) = −Σ2(A). Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ f(A) ÿâëÿåòñÿ
èíäèêàòîðîì ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè, à â ñèëó åãî åäèíñòâåííîñòè � îïðåäåëèòåëåì ìàòðèöû A. 2

5.10 Îïðåäåëèòåëè ñ íóëåâûìè ÷ëåíàìè
Òåîðåìó Ëàïëàñà óäîáíî ïðèìåíÿòü, êîãäà ñðåäè ìèíîðîâ íà âûáðàííûõ ñòîëáöàõ (èëè ñòðîêàõ) îêà-
çûâàåòñÿ ìíîãî íóëåâûõ. ×àñòî ýòî ñâÿçàíî ñ íàëè÷èåì áîëüøîãî ÷èñëà íóëåé â ìàòðèöå. Èíîãäà íóëåé
îêàçûâàåòñÿ íàñòîëüêî ìíîãî, ÷òî êàæäûé ÷ëåí îïðåäåëèòåëÿ ñîäåðæèò íóëåâîé ñîìíîæèòåëü è ïîýòî-
ìó ðàâåí íóëþ. Î÷åâèäíî, òàê îáñòîèò äåëî, åñëè ìàòðèöà èìååò íóëåâîé ñòîëáåö èëè íóëåâóþ ñòðîêó.
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåòðèâèàëüíîå îáîáùåíèå ýòîãî íàáëþäåíèÿ.

Òåîðåìà Õîëëà. Äëÿ òîãî ÷òîáû âñå ÷ëåíû îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû ïîðÿäêà n áûëè ðàâíû íóëþ,
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ñóùåñòâîâàíèå íóëåâîé ïîäìàòðèöû ðàçìåðîâ p× q ñ óñëîâèåì p+ q > n.

Äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íîñòè ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì óïðàæíåíèåì. À âîò äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäè-
ìîñòè òðåáóåò óæå èçðÿäíîé èçîáðåòàòåëüíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìîñòè. Ïðîâåäåì èíäóêöèþ ïî n. Ïðè n = 1 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíî äîêàçàíî äëÿ ëþáûõ ìàòðèö ïîðÿäêà k ≤ n, è ðàññìîòðèì ìàòðèöó A, â êîòîðîé
êàæäûé ÷ëåí îïðåäåëèòåëÿ ñîäåðæèò íóëåâîé ýëåìåíò ìàòðèöû. Åñëè âñå åå ýëåìåíòû ðàâíû íóëþ, òî
óòâåðæäåíèå óæå äîêàçàíî. Ïóñòü èìååòñÿ õîòÿ áû îäèí íåíóëåâîé ýëåìåíò. Ïóñòü a1n 6= 0. Òîãäà

A =


a11 ... a1 n−1 a1n

B
a2n

...
ann

 ,
ïðè÷åì ëþáîé ÷ëåí îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû B îáÿçàí ñîäåðæàòü íóëåâîé ìíîæèòåëü. Ïî èíäóêòèâíîìó
ïðåäïîëîæåíèþ, â B èìååòñÿ íóëåâàÿ ïîäìàòðèöà 0k×l ðàçìåðîâ k × l ñ óñëîâèåì k + l > n − 1. Åñëè
k + l > n, òî ýòà ïîäìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé.

Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àé k+ l = n. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ïðåäïîëîæèì, ÷òî A èìååò âèä

A =
[
A11 A12

0k×l A22

]
.

Ïîäìàòðèöû A11 è A22 êâàäðàòíûå � ïîðÿäêà l è k, ñîîòâåòñòâåííî. Â ñèëó èñõîäíîãî ïðåäïîëîäåíèÿ
î ìàòðèöå A, åñëè õîòÿ áû îäèí ÷ëåí îïðåäåëèòåëÿ A11 íåíóëåâîé, òî âñå ÷ëåíû îïðåäåëèòåëÿ A22
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ðàâíû íóëþ. Ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ, â A22 èìååòñÿ íóëåâàÿ r × s-ïîäìàòðèöà ñ óñëîâèåì
r+s > k. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ïðåäïîëîäèì, ÷òî îíà íàõîäèñÿ íà ïîñëåäíèõ r ñòðîêàõ è ñòîëáöàõ
ñ íîìåðàìè îò l+1 äî l+s. Ðàññìîòðèì ïîäìàòðèöó Z íà ïåðåñå÷åíèè ïîñëåäíèõ p = r ñòðîê è q = l+s
è ñòîëáöîâ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî Z = 0, ïðè ýòîì p+ q = l + r + s > l + k = n.

Åñëè âñå ÷ëåíû îïðåäåëèòåëÿ A11 ðàâíû íóëþ, òî èíäóêòèâíîå ïðåäïîëîæåíèå ìîæíî ïðèìåíèòü
íåïîñðåäñòâåííî ê A11. Èñêîìàÿ íóëåâàÿ ïîäìàòðèöà â A ñòðîèòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. 2

Çàìåòèì, ÷òî òåîðåìà Õîëëà ïîÿâèëàñü â 1935 ãîäó â ñâÿçè ñ èçó÷åíèåì êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷ (à
èìåííî, çàäà÷è î ïàðîñî÷åòàíèÿõ).



Ëåêöèÿ 6

ÎÑÍÎÂÍÀß ×ÀÑÒÜ

6.1 Îáðàòíàÿ ìàòðèöà
Ìàòðèöà A ïîðÿäêà n íàçûâàåòñÿ îáðàòèìîé, åñëè ñóùåñòâóåò ìàòðèöà X ïîðÿäêà n
òàêàÿ, ÷òî

AX = XA = I,

ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n; X íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé ìàòðèöåé äëÿ A.
Ìîæåò ñóùåñòâîâàòü òîëüêî îäíà îáðàòíàÿ ìàòðèöà: åñëè AX = XA = I è AY =

Y A = I, òî X = X(AY ) = (XA)Y = Y . Îáîçíà÷åíèå äëÿ îáðàòíîé ìàòðèöû: X = A−1.

Çàäà÷à. Íàéòè âñå îáðàòèìûå ìàòðèöû A ïîðÿäêà n, äëÿ êîòîðûõ âñå ýëåìåíòû A è A−1 íåîò-

ðèöàòåëüíû. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ìàòðèö îáðàçóåò ãðóïïó îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè óì-

íîæåíèÿ ìàòðèö.

Çàäà÷à. Ïóñòü A,B � ïðîèçâîëüíûå ìàòðèöû ïîðÿäêà n; I è 0 � åäèíè÷íàÿ è íóëåâàÿ ìàòðèöû
ïîðÿäêà n. Äîêàçàòü, ÷òî I A 0

0 I B
0 0 I

−1

=

I −A AB
0 I −B
0 0 I

 .
(Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû ïîðÿäêà n ñ ÷èñëîì îïåðàöèé

s(n) ïîðîæäàåò àëãîðèòì óìíîæåíèÿ ìàòðèö ïîðÿäêà n ñ ÷èñëîì îïåðàöèé s(3n)).

6.2 Êðèòåðèé îáðàòèìîñòè ìàòðèöû
Òåîðåìà. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà îáðàòèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå ñòîëáöû
îáðàçóþò ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìàòðèöà A ïîðÿäêà n èìååò ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ñòîëáöû.
Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì Ëåêöèè 3 î ñîâìåñòíîñòè ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé, êàæäàÿ èç ñèñòåì

Ax1 = e1, Ax2 = e2, . . . , Axn = en,

ãäå e1, e2, . . . , en � ñòîëáöû åäèíè÷íîé ìàòðèöû, èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Ïóñòü
X = [x1, x2, . . . , xn]. Òîãäà AX = I.

Ñòîëáöû ìàòðèöû X ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü íåêîòîðàÿ ëèíåéíàÿ
êîìáèíàöèÿ ýòèõ ñòîëáöîâ ðàâíà íóëþ:

α1x1 + α2x2 + . . .+ αnxn = 0.

43
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Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

X


α1

α2

. . .
αn

 = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

AX


α1

α2

. . .
αn

 =


α1

α2

. . .
αn

 = 0.

Îòñþäà α1 = α2 = . . . = αn = 0. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ X ñóùåñòâóåò ìàòðèöà Y òàêàÿ,
÷òî XY = I. Äîêàæåì, ÷òî Y = A. Â ñàìîì äåëå, A = A(XY ) = (AX)Y = Y. 1

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî A = [a1, . . . , an] � îáðàòèìàÿ ìàòðèöà, è ðàññìîòðèì
ðàâíóþ íóëþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ åå ñòîëáöîâ:

α1a1 + α2a2 + . . .+ αnan = 0.

Äàííîå ðàâåíñòâî çàïèøåì â ñëåäóþùåì âèäå:

A


α1

α2

. . .
αn

 = 0.

Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ñëåâà íà A−1, íàõîäèì α1 = . . . = αn = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñòîëáöû
a1, . . . an ëèíåéíî íåçàâèñèìû. 2

6.3 Îáðàùåíèå è òðàíñïîíèðîâàíèå
Óòâåðæäåíèå. (AB)> = B>A>.

Äîêàçàòåëüñòâî. (AB)ij =
∑
k

(A)ik(B)kj =
∑
k

(B)kj(A)ik =
∑
k

(B>)jk(A
>)ki =

(B>A>)ji. 2

Èç ðàâåíñòâà AX = XA = I ïîëó÷àåìX>A> = A>X> = I. Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà
îáðàòèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáðàòèìà åå òðàíïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà. Ïðè
ýòîì

X> = (A>)−1 = (A−1)>.

Îáîçíà÷åíèå: A−> ≡ X>.
Êàê ñëåäñòâèå, ïîëó÷àåì �ñòðî÷íûé� àíàëîã êðèòåðèÿ îáðàòèìîñòè ìàòðèöû: îáðà-

òèìîñòü ìàòðèöû ðàâíîñèëüíà ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè åå ñòðîê.

1Ïî ñóùåñòâó, çäåñü âîñïðîèçâîäèòñÿ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà áîëåå îáùåãî óòâåðæäåíèÿ, ñâÿçàííî-
ãî ñ èçáûòî÷íîñòüþ ðàññìîòðåííîãî íàìè îïðåäåëåíèÿ ãðóïïû (ñì. ðàçäåë èç äîïîëíèòåëüíîé ÷àñòè
Ëåêöèè 2).
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6.4 Ãðóïïà îáðàòèìûõ ìàòðèö
Ìíîæåñòâî îáðàòèìûõ n×n-ìàòðèö îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè óìíîæåíèÿ îáðàçóåò ãðóï-
ïó. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åñòü âñå, êðîìå ôàêòà îáðàòèìîñòè ïðîèçâåäåíèÿ îáðàòèìûõ
ìàòðèö. Íî ýòî ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî: åñëè A è B îáðàòèìû, òî

(B−1A−1)(AB) = B−1(A−1A)B = B−1 I B = I,

(AB)(B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = A−1 I A = I.

Îòñþäà
(AB)−1 = B−1A−1.

Çàäà÷à. ßâëÿåòñÿ ëè ãðóïïà íåâûðîæäåííûõ âåðõíèõ òðåóãîëüíûõ ìàòðèö íîðìàëüíûì äåëèòå-

ëåì ãðóïïû âñåõ íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö äàííîãî ïîðÿäêà?

6.5 Îáðàùåíèå íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû
Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ñ îòëè÷íûì îò íóëÿ îïðåäåëèòåëåì íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé.

Òåîðåìà. Åñëè ìàòðèöà A ïîðÿäêà n íåâûðîæäåííàÿ, òî îíà îáðàòèìà è ïðè ýòîì

A−1 =
1

detA
Ã>,

ãäå Ã = [Aij] � ìàòðèöà ïîðÿäêà n, â êîòîðîé ýëåìåíò Aij åñòü àëãåáðàè÷åñêîå äî-
ïîëíåíèå ê ýëåìåíòó aij â ìàòðèöå A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî

n∑
j=1

aijAkj =

{
detA, k = i,

0, k 6= i.
(∗)

Ïðè k = i ðàâåíñòâî (∗) ïîëó÷àåòñÿ ïðèìåíåíèåì òåîðåìû Ëàïëàñà ïðè ðàçëîæåíèè
îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû A ïî k-é ñòðîêå. Ïðè k 6= i ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (∗) ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ðàçëîæåíèå ïî k-é ñòðîêå îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû, ïîëó÷åííîé èç A çàìåíîé
k-é ñòðîêè íà i-þ. Òàêîé îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ � êàê îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ñ äâóìÿ
îäèíàêîâûìè ñòðîêàìè. Äàëåå,

n∑
j=1

aijAkj =
n∑

j=1

aij(Ã
>)jk, 1 ≤ i, k ≤ n.

Ïîýòîìó, â ñèëó ñîîòíîøåíèé (∗),

AÃ> =

 detA
. . .

detA

 = detA · I.

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ëàïëàñà äëÿ ðàçëîæåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ ïî k-ìó ñòîëáöó, íàõîäèì

n∑
i=1

aijAik =

{
detA, k = j,

0, k 6= j.
⇒
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Ã>A =

 detA
. . .

detA

 = detA · I. 2

Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáóþ íåâûðîæäåííóþ ìàòðèöó ìîæíî ñäåëàòü âûðîæäåííîé, èçìåíèâ

ëèøü îäèí èç åå ýëåìåíòîâ.

6.6 Ïðàâèëî Êðàìåðà
Òåîðåìà. Ïóñòü A � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n. Òîãäà ñèñòåìà ëèíåéíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ax = b èìååò è ïðèòîì åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x c êîìïî-
íåíòàìè

xi =
detAi

detA
, 1 ≤ i ≤ n,

ãäå Ai � ìàòðèöà, ïîëó÷àåìàÿ èç A çàìåíîé i-ãî ñòîëáöà íà b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå îá îáðàùåíèè íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû,

x = A−1b =
1

detA
Ã>b ⇒ xi =

1

detA

n∑
j=1

Ajibj, 1 ≤ i ≤ n.

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ñóììà
n∑

j=1

Ajibj åñòü ðàçëîæåíèå ïî i-ìó ñòîëáöó îïðåäåëèòåëÿ

ìàòðèöû Ai. 2

6.7 Îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö
Òåîðåìà. Îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ èõ
îïðåäåëèòåëåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A = [a1, . . . , an] � ìàòðèöà ïîðÿäêà n ñî ñòîëáöàìè a1, . . . , an

è B = [bij]. Òîãäà ëþáîé ñòîëáåö ìàòðèöû AB åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñòîëáöîâ
ìàòðèöû A ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ñîîòâåòñòâóþùåãî ñòîëáöà ìàòðèöû B:

AB =

[
n∑

i1=1

bi1 1 ai1 , . . . ,

n∑
in=1

bin n ain

]
.

Èñïîëüçóÿ ëèíåéíîñòü îïðåäåëèòåëÿ ïî êàæäîìó ñòîëáöó, ïîëó÷àåì

det(AB) =
n∑

i1=1

. . .
n∑

in=1

bi11 . . . binn det[ai1 , . . . , ain ]

=
∑
σ∈Sn

bσ(1)1 . . . bσ(n)n det[aσ(1), . . . , aσ(n)]

=

(∑
σ∈Sn

bσ(1)1 . . . bσ(n)n sgn(σ)

)
detA = detB · detA. 2
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6.8 Îáðàòèìîñòü è íåâûðîæäåííîñòü
Òåîðåìà. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà îáðàòèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà íåâûðîæ-
äåííàÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äëÿ ìàòðèöû A ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ìàòðèöà A−1. Òîãäà
AA−1 = I è, â ñèëó òåîðåìû îá îïðåäåëèòåëå ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö,

detA · detA−1 = det I = 1 ⇒ detA 6= 0.

Åñëè detA 6= 0, òî A îáðàòèìà ïî òåîðåìå îá îáðàùåíèè íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû. 2

Ñëåäñòâèå. Ñòîëáöû ìàòðèöû A ëèíåéíî íåçàâèñèìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
detA 6= 0.

Çàäà÷à. Ïóñòü In è Im � åäèíè÷íûå ìàòðèöû ïîðÿäêà n è m. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ìàòðèö

A ðàçìåðîâ m× n è B ðàçìåðîâ n×m èç îáðàòèìîñòè Im −AB âûòåêàåò îáðàòèìîñòü In −BA.

ÄÎÏÎËÍÈÒÅËÜÍÀß ×ÀÑÒÜ

6.9 Ìàòðèöû ñ äèàãîíàëüíûì ïðåîáëàäàíèåì
Îòìåòèì ïîëåçíîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå îáðàòèìîñòè ìàòðèöû. Ïóñòü äëÿ ýëåìåíòîâ
ìàòðèöû A = [aij] ïîðÿäêà n âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

|aii| >
∑

1≤j≤n

j 6=i

|aij|, i = 1, 2 . . . , n.

Â òàêèõ ñëó÷àÿõ A íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ñ äèàãîíàëüíûì ïðåîáëàäàíèåì ïî ñòðîêàì.
Åñëè èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

|ajj| >
∑

1≤i≤n

i6=j

|aij|, j = 1, 2 . . . , n,

òî A íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ñ äèàãîíàëüíûì ïðåîáëàäàíèåì ïî ñòîëáöàì.

Òåîðåìà. Ëþáàÿ ìàòðèöà ñ äèàãîíàëüíûì ïðåîáëàäàíèåì ïî ñòðîêàì èëè ïî ñòîëá-
öàì ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A � ìàòðèöà ñ äèàãîíàëüíûì ïðåîáëàäàíèåì ïî ñòðîêàì. Äî-
êàæåì, ÷òî åå ñòîëáöû ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Äëÿ ýòîãî ïðèðàâíÿåì íóëþ èõ ëèíåéíóþ
êîìáèíàöèþ ñ êîýôôèöèåíòàìè x1, . . . , xn:

A

 x1

. . .
xn

 = 0.

Âûáåðåì ñòðîêó ñ íîìåðîì i òàêèì, ÷òî |xi| ≥ |xj| äëÿ âñåõ j. Òîãäà

0 =

∣∣∣∣∣∣∣aiixi +
∑

1≤j≤n

j 6=i

aijxj

∣∣∣∣∣∣∣ ≥
|aii| −

∑
1≤j≤n

j 6=i

|aij|

 |xi|.

Ïîñêîëüêó âåëè÷èíà â ñêîáêàõ ïîëîæèòåëüíàÿ, ïîëó÷àåì xi = 0 ⇒ xj = 0 ∀ j. Îáðà-
òèìîñòü ìàòðèöû ñ äèàãîíàëüíûì ïðåîáëàäàíèåì ïî ñòîëáöàì äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ
ïåðåõîäà ê òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöå. 2
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6.10 Îïðåäåëèòåëü è âîçìóùåíèÿ
Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû îòëè÷åí îò íóëÿ, òî ïðè âñåõ äî-
ñòàòî÷íî ìàëûõ èçìåíåíèÿõ (â ìàòåìàòèêå ÷àñòî ãîâîðÿò � âîçìóùåíèÿõ) ýëåìåíòîâ
ìàòðèöû îïðåäåëèòåëü íå ñòàíåò íóëåì.

Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî det(I + F ) 6= 0, åñëè êàæäûé ýëåìåíò ìàòðèöû-âîçìóùåíèÿ F ïîðÿäêà n

ïî ìîäóëþ ìåíüøå 1/n.

Îäíàêî, ïî âåëè÷èíå îïðåäåëèòåëÿ òðóäíî ñóäèòü, íàñêîëüêî ìàëû äîëæíû áûòü
ñîîòâåòñòâóþùèå âîçìóùåíèÿ. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì äâóõäèàãîíàëüíûå ìàòðèöû ïî-
ðÿäêà n ñ âîçìóùåíèåì ε òîëüêî îäíîãî ýëåìåíòà � â ëåâîì íèæíåì óãëó:

A(ε) =


1 2 0

1 2
. . .

. . .
0 1 2

ε 1

 .
Ïðè ε = 0 èìååì detA(0) = 1. Â îáùåì ñëó÷àå, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ëàïëàñà äëÿ ðàçëî-
æåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ ïî ïåðâîìó ñòîëáöó, íàõîäèì

detA(ε) = 1 + ε · (−1)n+1 2n−1.

Ïðè ε = (−1)n/2n−1 ïîëó÷àåì detA(ε) = 0. Ïóñòü, íàïðèìåð, n = 100. Êàê âèäèì,
íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà ñ îïðåäåëèòåëåì 1 ïðåâðàùàåòñÿ â âûðîæäåííóþ ïðè âåñüìà
ìàëîì âîçìóùåíèè!
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ÎÑÍÎÂÍÀß ×ÀÑÒÜ

7.1 Ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ è ìàòðèöû
Ïðè èçó÷åíèè ôóíêöèé îò äâóõ ïåðåìåííûõ îñîáóþ ðîëü èãðàþò ôóíêöèè ñ ðàçäåëåí-
íûìè ïåðåìåííûìè f(x, y) = u(x)v(y) èëè ñóììû òàêèõ ôóíêöèé 1

f(x, y) = u1(x)v1(x) + . . .+ ur(x)vr(y).

Ïóñòü äàíà m × n-ìàòðèöà A. Åå ýëåìåíò aij ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèþ îò
äèñêðåòíûõ ïåðåìåííûõ i ∈ {1, . . . , m}, j ∈ {1, . . . , n}. Â äàííîì ñëó÷àå ðàçäåëåíèå
ïåðåìåííûõ îçíà÷àåò, ÷òî

aij = uivj, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n.

Îòñþäà ëåãêî âûâåñòè, ÷òî A åñòü ïðîèçâåäåíèå ñòîëáöà è ñòðîêè: 2

A = uv>, u =

[
u1

. . .
um

]
, v =

[
v1

. . .
vn

]
.

7.2 Ñêåëåòíîå ðàçëîæåíèå
Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî aij = ui1vj1 + . . . + uirvjr, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n. Â ýòîì
ñëó÷àå A ÿâëÿåòñÿ ñóììîé r ìàòðèö âèäà �ñòîëáåö íà ñòðîêó�

A =
r∑

k=1

ukv
>
k , uk =

[
u1k

. . .
umk

]
, vk =

[
v1k

. . .
vnk

]
.

Ýòî æå ðàâåíñòâî, çàïèñàííîå â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìàòðèö

A = UV > =

[
u11 . . . u1r

. . . . . . . . .
um1 . . . umr

] [
v11 . . . vn1

. . . . . . . . .
v1r . . . unr

]
, U = [u1, . . . , ur], V = [v1, . . . , vr], (∗)

íàçûâàåòñÿ ñêåëåòíûì ðàçëîæåíèåì ìàòðèöû A. Îíî îçíà÷àåò, ÷òî êàæäûé ñòîëáåö
ìàòðèöû A åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñòîëáöîâ ìàòðèöû U , à êàæäàÿ ñòðîêà ìàòðèöû
A åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñòðîê ìàòðèöû V >. Îòñþäà ñðàçó æå âûòåêàåò

Òåîðåìà. Ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîé îáîëî÷êè, íàòÿíóòîé íà ñòîëáöû ìàòðèöû A, ñî-
âïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ ëèíåéíîé îáîëî÷êè, íàòÿíóòîé íà åå ñòðîêè:

dimL(a1, . . . , an) = dimL(â1, . . . , âm), A = [a1, . . . , an] =

[
â>1
. . .
â>m

]
.

1Ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ ñ áîëüøèì óñïåõîì ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé îáùåãî âèäà.
2Ìàòðèöà uv> èíîãäà íàçûâàåòñÿ âíåøíèì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ u ∈ Cm è v ∈ Cn.

49
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñòîëáöû ìàòðèöû U îáðàçóþò áàçèñ ëèíåéíîé îáîëî÷êè
L(a1, . . . , an), à j-é ñòîëáåö ìàòðèöû V > ñîñòîèò èç êîýôôèöèåíòîâ èõ ëèíåéíîé
êîìáèíàöèè, äàþùåé ñòîëáåö aj. Òîãäà, î÷åâèäíî, A = UV >. Â ñèëó ïðåäâàðÿþùåãî
òåîðåìó çàìå÷àíèÿ, ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîé îáîëî÷êè ñòðîê ìàòðèöû A íå âûøå ÷èñëà
ñòðîê ìàòðèöû V >, êîòîðîå ðàâíî, ïî ïîñòðîåíèþ, ðàçìåðíîñòè ëèíåéíîé îáîëî÷êè
ñòîëáöîâ ìàòðèöû A. Ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî � ðîëü
ñòîëáöîâ è ñòðîê ìåíÿåòñÿ òðàíñïîíèðîâàíèåì. 2

7.3 Ðàíã ìàòðèöû
Ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîé îáîëî÷êè ñòîëáöîâ (ñòðîê) ìàòðèöû èíîãäà íàçûâàåòñÿ åå ñòîëá-
öîâûì (ñòðî÷íûì) ðàíãîì. Ïîñêîëüêó ñòîëáöîâûé è ñòðî÷íûé ðàíãè ñîâïàäàþò, èõ îá-
ùåå çíà÷åíèå áûëî áû åñòåñòâåííî íàçûâàòü ïðîñòî ðàíãîì ìàòðèöû.

Îäíàêî, îáû÷íî äàåòñÿ äðóãîå îïðåäåëåíèå: ðàíãîì ìàòðèöû íàçûâàåòñÿ íàèâûñ-
øèé ïîðÿäîê åå îòëè÷íûõ îò íóëÿ ìèíîðîâ. Ñîîòâåòñòâóþùèå ìèíîð è ïîäìàòðèöà
íàçûâàþòñÿ áàçèñíûì ìèíîðîì è áàçèñíîé ïîäìàòðèöåé. Â ñèëó óæå óñòàíîâëåííîé
ýêâèâàëåíòíîñòè îáðàòèìîñòè è íåâûðîæäåííîñòè, ðàíã ìàòðèöû ðàâåí íàèâûñøåìó
ïîðÿäêó îáðàòèìûõ ïîäìàòðèö â äàííîé ìàòðèöå. Îáîçíà÷åíèå: rankA.

Äâà î÷åâèäíûõ ñâîéñòâà ðàíãà ìàòðèöû A ðàçìåðîâ m× n:

rankA ≤ min(m,n), rankA = rankA>.

Ìåíåå î÷åâèäíî, ÷òî íàèâûñøèé ïîðÿäîê îòëè÷íûõ îò íóëÿ ìèíîðîâ ìàòðèöû ñî-
âïàäàåò ñ åå ñòîëáöîâûì è ñòðî÷íûì ðàíãîì. Äàâàéòå ýòî äîêàæåì.

7.4 Îêàéìëåíèå îáðàòèìîé ïîäìàòðèöû
Íà÷íåì ñ ïîëåçíîãî âñïîìîãàòåëüíîãî ïðåäëîæåíèÿ. Ïóñòü ìàòðèöà Q ïîðÿäêà k + 1
èìååò áëî÷íûé âèä

Q =

[
P v
u> c

]
, P ∈ Rk×k, u, v ∈ Rk×1.

Â ýòîì ñëó÷àå Q íàçûâàåòñÿ îêàéìëåíèåì ïîäìàòðèöû P .

Ëåììà î íåîáðàòèìîì îêàéìëåíèè. Åñëè ïîäìàòðèöà P îáðàòèìà, à åå îêàéì-
ëåíèå Q ÿâëÿåòñÿ íåîáðàòèìîé ìàòðèöåé, òî ïîñëåäíèé ñòîëáåö ìàòðèöû Q åñòü
ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ïåðâûõ k ñòîëáöîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî óìíîæåíèÿ áëî÷íûõ ìàòðèö (ñì. Ëåêöèþ 1),
ëåãêî ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà[

I 0
−u>P−1 1

] [
P v
u> c

]
=

[
P v
0 γ

]
, γ = c− u>P−1v.

Îáîçíà÷èì ìàòðèöó â ïðàâîé ÷àñòè ÷åðåç M . Êàê ïðîèçâåäåíèå îáðàòèìîé è íåîáðàòè-
ìîé ìàòðèö, M íå ìîæåò áûòü îáðàòèìîé ìàòðèöåé. Íî îíà èìååò áëî÷íî-òðåóãîëüíûé
âèä, è åñëè áû áëîêè P è γ áûëè îáà îáðàòèìû, òîM èìåëà áû îáðàòíóþ ìàòðèöó âèäà

M−1 =

[
P−1 −P−1vγ−1

0 γ−1

]
.
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(Ðàâåíñòâî MM−1 = I ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.) Ïîñêîëüêó M íå ÿâëÿåòñÿ îáðà-
òèìîé ìàòðèöåé, íåïðåìåííî

γ = c− u>P−1v = 0 ⇒ c = u>P−1v.

Ñëåäîâàòåëüíî, [
P
u>

]
(P−1v) =

[
v
c

]
. 2

7.5 Òåîðåìà î áàçèñíîì ìèíîðå
Òåîðåìà. Ñòîëáöû (ñòðîêè), ñîäåðæàùèå áàçèñíûé ìèíîð, ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçà-
âèñèìûìè, ïðè ýòîì ëþáîé ñòîëáåö (ëþáàÿ ñòðîêà) äàííîé ìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ èõ
ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ïðåäïîëîæèì, ÷òî áàçèñíàÿ ïîäìàòðèöà
P ïîðÿäêà k ðàñïîëîæåíà â ëåâîì âåðõíåì óãëó ìàòðèöû A ðàçìåðîâ m × n. Òàêèì
îáðàçîì,

A =


P vk+1 . . . vn

u>k+1 ak+1 k+1 . . . ak+1 n

. . . . . . . . . . . .
u>m am k+1 . . . amn

 , uk+1, . . . , um, vk+1, . . . , vn ∈ Rk×1.

Ïî óñëîâèþ òåîðåìû, ëþáàÿ ïîäìàòðèöà ïîðÿäêà k + 1 âèäà

M =

[
P vj

u>i aij

]
, i, j > k,

ÿâëÿåòñÿ íåîáðàòèìîé. Ïî ëåììå î íåîáðàòèìîì îêàéìëåíèè îáðàòèìîé ïîäìàòðèöû,
ïîñëåäíèé ñòîëáåö â M åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ïåðâûõ k ñòîëáöîâ. Ïðè ýòîì êî-
ýôôèöèåíòû äàííîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè íå çàâèñÿò îò i (ïîñêîëüêó îïðåäåëÿþòñÿ
âåêòîðîì P−1 vj). Çíà÷èò, j-é ñòîëáåö ìàòðèöû A ïðè j > k åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
ïåðâûõ k ñòîëáöîâ. Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ïåðâûõ k ñòîëáöîâ äîêàçûâàåòñÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì: ïóñòü èõ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñ êîýôôèöèåíòàìè α1, . . . , αk ðàâíà 0,
òîãäà

P

 α1

. . .
αk

 = 0 ⇒

 α1

. . .
αk

 = 0.

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû îòíîñèòåëüíî ñòðîê äîêàçûâàåòñÿ ïåðåõîäîì ê òðàíñïîíèðîâàí-
íîé ìàòðèöå. 2

Ñëåäñòâèå. Ðàíã ìàòðèöû ñîâïàäàåò ñ åå ñòðî÷íûì è ñòîëáöîâûì ðàíãîì.

Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà î áàçèñíîì ìèíîðå íå èñïîëüçóåò äîêàçàííîé ðàíåå òåîðåìû î ðà-
âåíñòâå ñòîëáöîâîãî è ñòðî÷íîãî ðàíãîâ. Ïî ñóùåñòâó, îíà äàåò åùå îäíî äîêàçàòåëüñòâî
ýòîé òåîðåìû.

Çàäà÷à. Ïóòü A � n × n-ìàòðèöà ðàíãà k, à B � ëþáàÿ íåâûðîæäåííàÿ ïîäìàòðèöà ïîðÿäêà k.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç R ïîäìàòðèöó ðàçìåðîâ k×n, ñîñòîÿùóþ èç ñòðîê ìàòðèöû A, ñîäåðæàùèõ ïîäìàò-
ðèöó B, à ÷åðåç C � ïîäìàòðèöó ðàçìåðîâ n × k, ñîñòîÿùóþ èç ñòîëáöîâ, ñîäåðæàùèõ B. Äîêàçàòü,
÷òî

A = CB−1R.
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7.6 Ðàíãè è ìàòðè÷íûå îïåðàöèè
Óòâåðæäåíèå 1. Ðàíã ñóììû ìàòðèö íå ïðåâîñõîäèò ñóììû èõ ðàíãîâ:

rank (A+B) ≤ rankA + rankB.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, A è B äîëæíû èìåòü îäèíàêîâîå ÷èñëî ñòîëáöîâ:

A = [a1, . . . , an], B = [b1, . . . , bn].

ßñíî, ÷òî L(a1 + b1, . . . , an + bn) ⊂ L(a1, . . . , an, b1, . . . , bn). Â ìåíüøåé ëèíåéíîé
îáîëî÷êå âûáåðåì êàêóþ-ëèáî ñèñòåìó âåêòîðîâ, îáðàçóþùóþ áàçèñ. Ñîãëàñíî ëåììå
î äîïîëíåíèè äî áàçèñà, áàçèñ â áîëüøåé ëèíåéíîé îáîëî÷êå ìîæíî ïîëó÷èòü ïóòåì
äîïîëíåíèÿ äàííîé ñèñòåìû êàêèìè-òî âåêòîðàìè èç áîëüøåé ëèíåéíîé îáîëî÷êè. Ïî-
ýòîìó

rank (A+B) = dimL(a1 + b1, . . . , an + bn) ≤ dimL(a1, . . . , an, b1, . . . , bn).

Ïóñòü p = rankA, q = rankB, è ïðåäïîëîæèì, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ÷òî áàçèñ â
L(a1, . . . , an) îáðàçóþò ïåðâûå p âåêòîðîâ, à áàçèñ â L(b1, . . . , bn) � ïåðâûå q âåêòîðîâ.
Òîãäà L(a1, . . . , an, b1, . . . , bn) = L(a1, . . . , ap, b1, . . . , bq) ⇒

dimL(a1, . . . , an, b1, . . . , bn) ≤ p+ q. 2

Óòâåðæäåíèå 2. Ðàíã ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö íå ïðåâîñõîäèò ðàíãà êàæäîãî èç ñîìíî-
æèòåëåé:

rank (AB) ≤ min (rankA, rankB).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî êàæäûé èç ñòîëáöîâ ìàòðèöû AB ÿâëÿåò-
ñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ñòîëáöîâ ìàòðèöû A. Ïîýòîìó ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ñòîëáöîâ
ìàòðèöû AB ñîäåðæèòñÿ â ëèíåéíîé îáîëî÷êå ñòîëáöîâ ìàòðèöû A. Ñëåäîâàòåëüíî,
rank (AB) ≤ rankA. Äàëåå,

rank (AB) = rank (AB)> = rank (B>A>) ≤ rankB> = rankB. 2

Óòâåðæäåíèå 3. Ðàíã ìàòðèöû íå èçìåíÿåòñÿ ïðè óìíîæåíèè åå ñëåâà èëè ñïðàâà
íà îáðàòèìóþ ìàòðèöó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B = PAQ, ãäå P è Q � îáðàòèìûå ìàòðèöû. 3 Â ñèëó
ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ, rankB ≤ rankA. Â òî æå âðåìÿ, A = P−1BQ−1 ⇒
rankA ≤ rankB. 2

Çàäà÷à 1. Ïóñòü A è B � ìàòðèöû ðàíãà 1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè AB = BA, òî ðàíã ìàòðèöû

A+B íå áîëüøå 1.

Çàäà÷à 2. Ìàòðèöà A èìååò r ñòîëáöîâ, à ìàòðèöà B èìååò r ñòðîê. Äîêàæèòå, ÷òî

r ≥ rank(A) + rank(B)− rank(AB).

3Êîíå÷íî, ïîðÿäîê P ðàâåí ÷èñëó ñòðîê, à ïîðÿäîê Q � ÷èñëó ñòîëáöîâ ìàòðèöû A.
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7.7 Îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
Ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàíåíèé ñ íóëåâîé ïðàâîé ÷àñòüþ

Ax = 0 (∗)

íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé. Ïóñòü â äàííîé ñèñòåìå èìååòñÿ m óðàâíåíèé è n íåèçâåñòíûõ.
Òîãäà ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ A èìååò ðàçìåðû m × n. Ðàññìîòðèì A êàê ñèñòåìó
ñòîëáöîâ A = [a1, . . . , an] è ïðåäïîëîæèì, ÷òî åå ðàíã ðàâåí r. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñ-
òè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî áàçèñíàÿ ïîäìàòðèöà â A ðàñïîëîæåíà íà ïåðâûõ r ñòîëáöàõ �
áóäåì íàçûâàòü èõ áàçèñíûìè. Îòâå÷àþùèå áàçèñíûì ñòîëáöàì êîìïîíåíòû ðåøåíèÿ
x1, . . . , xr áóäåì òàêæå íàçûâàòü áàçèñíûìè, à îñòàâøèåñÿ êîìïîíåíòû xr+1, . . . , xn �
ñâîáîäíûìè. Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð-ðåøåíèå èìååò âèä

x =


x1

. . .
xr

xr+1

. . .
xn

 .
Ñèñòåìà (∗) ðàâíîñèëüíà ðàâåíñòâó

x1a1 + . . .+ xrar = −xr+1ar+1 − . . .− xnan. (∗∗)

Ïî òåîðåìå î áàçèñíîé ïîäìàòðèöå, ñòîëáöû ar+1, . . . , an ïðèíàäëåæàò ëèíåéíîé îáî-
ëî÷êå ñòîëáöîâ a1, . . . , ar. Ïîýòîìó ïðè ëþáîì âûáîðå çíà÷åíèé ñâîáîäíûõ íåèçâåñòíûõ
çíà÷åíèÿ áàçèñíûõ íåèçâåñòíûõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâó (∗∗), ñóùåñòâóþò è îïðå-
äåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóþò n− r âåêòîðîâ âèäà

v1 =


x11

. . .
xr1

1
0

. . .
0

 , v2 =


x12

. . .
xr2

0
1

. . .
0

 , . . . vn−r =


x1 n−r

. . .
xr n−r

0
0

. . .
1

 ,

êàæäûé èç êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (∗):

Av1 = 0, . . . , Avn−r = 0.

Âåêòîðû v1, . . . , vn−r ëèíåéíî íåçàâèñèìû:

α1v1 + . . .+ αn−rvn−r =


∗

. . .
∗

α1

α2

. . .
αn−r

 = 0 ⇒ α1 = . . . = αn−r = 0.

Êðîìå òîãî, ëþáàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ýòèõ âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû
(∗) è, áîëåå òîãî, åñëè x åñòü ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (∗), òî

x = xr+1v1 + . . .+ xnvn−r.
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Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ñëåäóþùåå âàæíîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà. Ìíîæåñòâî ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé (∗) ñîâïàäàåò ñ ëèíåéíîé îáîëî÷êîé L(v1, . . . , vn−r) ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ
v1, . . . , vn−r.

Ñëåäñòâèå. dimL(v1, . . . , vn−r) = n− r.

Ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó ðåøåíèé w1, . . . , wk ñèñòåìû Ax = 0 íàçûâàþò ôóí-
äàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé, åñëè åå ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà L(w1, . . . , wk) ñîâïàäàåò ñ ìíî-
æåñòâîì âñåõ ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû Ax = 0.

Ñëåäñòâèå. ×èñëî âåêòîðîâ â ëþáîé ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìå ðåøåíèé äëÿ Ax = 0
ðàâíî n− r, ãäå r = rankA.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà âåêòîðîâ ôóíäà-
ìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé èìååò áàçèñ èç ïîñòðîåííûõ âûøå âåêòîðîâ v1, . . . , vn−r.

7.8 Òåîðåìà Êðîíåêåðà�Êàïåëëè
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ax = b ñ m × n-ìàòðèöåé
A = [a1, . . . , an]. Ìàòðèöà [A, b] = [a1, . . . , an, b] íàçûâàåòñÿ ðàñøèðåííîé ìàòðèöåé
äàííîé ñèñòåìû.
Òåîðåìà. Ñèñòåìà Ax = b ñîâìåñòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàíã ìàòðèöû
êîýôôèöèåíòîâ ñîâïàäàåò ñ ðàíãîì ðàñøèðåííîé ìàòðèöû:

rankA = rank[A, b].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû óæå çíàåì (ñì. Ëåêöèþ 3), ÷òî ñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû Ax = b
ðàâíîñèëüíà ðàâåíñòâó ëèíåéíûõ îáîëî÷åê L(a1, . . . , an) = L(a1, . . . , an, b). Îñòàåòñÿ
çàìåòèòü, ÷òî rankA = dimL(a1, . . . , an) è rank [A, b] = dimL(a1, . . . , an, b). 2

7.9 Îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé

Åñëè U è V � äâà ìíîæåñòâà âåêòîðîâ èç Rn, òî ñóììîé U + V íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî,
ñîñòàâëåííîå èç âñåâîçìîæíûõ ñóìì âåêòîðîâ âèäà u+ v, ãäå u ∈ U , v ∈ V .

Òåîðåìà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà Ax = b ñîâìåñòíà, è çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëü-
íîå ÷àñòíîå ðåøåíèå u (Au = 0). Òîãäà ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé ñèñòåìû Ax = b
èìååò âèä u + V , ãäå V � ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîäíîé
ñèñòåìû Ax = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû Ax = b. Òîãäà, î÷åâèäíî,
A(x − u) = 0 ⇒ x − u ∈ V ⇒ x ∈ u + V . Äàëåå, âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð
x ∈ u+ V ⇒ x = u+ v, v ∈ V ⇒ A(u+ v) = Au+ Av = b+ 0 = b. 2

Ñëåäñòâèå. Îáùåå ðåøåíèå ñîâìåñòíîé ñèñòåìû Ax = b èìååò âèä

x = u + c1v1 + . . . + cn−rvn−r,
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ãäå u � ïðîèçâîëüíîå ÷àñòíîå ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû, v1, . . . , vn−r � ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìûå ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû, r = rankA, à êîýôôèöèåíòû
c1, . . . , cn−r � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà.

ÄÎÏÎËÍÈÒÅËÜÍÀß ×ÀÑÒÜ

7.10 Íåóñòîé÷èâîñòü ðàíãà
Ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïîëíîãî ðàíãà, åñëè åå ðàíã ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç åå ðàç-
ìåðîâ (òî åñòü, èìååò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãîâîðÿò
î ìàòðèöå íåïîëíîãî ðàíãà.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè A åñòü m× n-ìàòðèöà ïîëíîãî ðàíãà, òî ïðè âñåõ äîñòà-
òî÷íî ìàëûõ ε > 0 ìàòðèöà A+F , ãäå âñå ýëåìåíòû ìàòðèöû-âîçìóùåíèÿ F ïî ìîäóëþ
ìåíüøå ε, áóäåò òàêæå ìàòðèöåé ïîëíîãî ðàíãà.

Â òî æå âðåìÿ, åñëè A èìååò íåïîëíûé ðàíã, òî äëÿ ëþáîãî ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ε
ñóùåñòâóåò ìàòðèöà-âîçìóùåíèå F ñ ýëåìåíòàìè ïî ìîäóëþ íå áîëüøå ε, äëÿ êîòîðîé
A+ F áóäåò ìàòðèöåé ïîëíîãî ðàíãà. Íàïðèìåð, ìàòðèöà

A =

 1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0


èìååò ðàíã 2, íî äëÿ ëþáîãî ε 6= 0 ìàòðèöà

A =

 1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 ε 0


èìååò, î÷åâèäíî, ðàíã 3.
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ÎÑÍÎÂÍÀß ×ÀÑÒÜ

8.1 Èñêëþ÷åíèå íåèçâåñòíûõ
Åñëè çàäàíà ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ax = b è òðåáóåòñÿ íàéòè
åå îáùåå ðåøåíèå èëè óñòàíîâèòü íåñîâìåñòíîñòü, òî ýòî óäîáíåå âñåãî ñäåëàòü ïóòåì
ïîñëåäîâàòåëüíîãî èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ: åñëè â êàêîì-òî óðàâíåíèè êîýôôèöèåíò
ïðè x1 îòëè÷åí îò íóëÿ, òî ìîæíî èñêëþ÷èòü x1 èç âñåõ äðóãèõ óðàâíåíèé ïóòåì âû÷èòà-
íèÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ, ïðåäâàðèòåëüíî óìíîæåííîãî íà ïîäõîäÿùèì îáðàçîì âûáðàí-
íûå êîýôôèöèåíòû; åñëè ñðåäè óðàâíåíèé, óæå íå ñîäåðæàùèõ x1, èìååòñÿ óðàâíåíèå
ñ íåíóëåâûì êîýôôèöèåíòîì ïðè x2, òî x2 ìîæíî àíàëîãè÷íûì îáðàçîì èñêëþ÷èòü
èç âñåõ äðóãèõ óðàâíåíèé, êðîìå äàííîãî è ïåðâîãî óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùåãî x1, è òàê
äàëåå.

Íà êàæäîì øàãå èñêëþ÷åíèÿ ïîëó÷àåòñÿ íîâàÿ ñèñòåìà, êîòîðàÿ, î÷åâèäíî, ðàâíî-
ñèëüíà èñõîäíîé. Åñëè âîçíèêëî óðàâíåíèå, â êîòîðîì âñå êîýôôèöèåíòû ïðè íåèçâåñò-
íûõ ðàâíû íóëþ, à â ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷èëîñü îòëè÷íîå îò íóëÿ ÷èñëî, òî ñèñòåìà íå
èìååò ðåøåíèé. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñèñòåìà ñîâìåñòíà è îïèñàííûé ñïîñîá ïîçâîëÿåò
ñ ëåãêîñòüþ âûïèñàòü åå îáùåå ðåøåíèå.

8.2 Ýëåìåíòàðíûå ìàòðèöû
Êàæäûé øàã îïèñàííîãî âûøå èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ ïðåîáðàçóåò ñèñòåìó Ax = b â
ðàâíîñèëüíóþ ñèñòåìó âèäà (PA)x = Pb, ãäå P � íåêîòîðàÿ îáðàòèìàÿ ìàòðèöà. Åñëè
ïîòðåáîâàëîñü k øàãîâ, òî â èòîãå âîçíèêàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàâíîñèëüíûõ ñèñòåì

Ax = b, (P1A)x = P1b, (P2P1A)x = P2P1b, . . . , (Pk . . . P2P1A)x = Pk . . . P2P1b.

Ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ ïîñëåäíåé ñèñòåìû èìååò íàñòîëüêî ïðîñòîé âèä, ÷òî ðåøåíèå
ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû îñóùåñòâëÿåòñÿ óæå î÷åâèäíûì îáðàçîì.

Êàæäàÿ èç ìàòðèö Pl, 1 ≤ l ≤ k, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ïðîèçâåäåíèå äâóõ
ìàòðèö:

Pl = ZlΠl,

ãäå Zl îòëè÷àåòñÿ îò I (åäèíè÷íîé ìàòðèöû) òîëüêî â ïîçèöèÿõ íèæå ãëàâíîé äèàãîíàëè
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êàêîãî-òî îäíîãî (ïóñòü j-ãî) ñòîëáöà:

Zl =



1
. . .

1
(Zl)j+1 j

. . .
. . .

(Zl)nj 1

 ,

à Πl ïîëó÷àåòñÿ èç I ïåðåñòàíîâêîé ñòðîê. Ìàòðèöû Πl è Zl óêàçàííîãî ñïåöèàëüíîãî
âèäà áóäåì äëÿ êðàòêîñòè íàçûâàòü ýëåìåíòàðíûìè ìàòðèöàìè; ìàòðèöà Πl íàçûâà-
åòñÿ ìàòðèöåé ïåðåñòàíîâêè, à Zl � ìàòðèöåé ìîäèôèêàöèè ñòðîê. Èõ ðîëü â ïðîöåññå
èñêëþ÷åíèÿ îáúÿñíÿåòñÿ ñëåäóþùèìè ôàêòàìè:

• ìàòðèöà ΠlA îòëè÷àåòñÿ îò A ïåðåñòàíîâêîé ñòðîê;

• åñëè Zl îòëè÷àåòñÿ îò åäèíè÷íîé ìàòðèöû j-ì ñòîëáöîì, òî ìàòðèöà ZlA èìååò
ïåðâûå j ñòðîê òå æå, ÷òî è â ìàòðèöå A, à i-ÿ ñòðîêà ïðè i > j åñòü ñóììà i-é
ñòðîêè è âçÿòîé ñ íåêîòîðûì êîýôôèöèåíòîì j-é ñòðîêè ìàòðèöû A.

Óòâåðæäåíèå 1. Ëþáàÿ ìàòðèöà ïåðåñòàíîâêè Π îáðàòèìà è ïðè ýòîì

Π−1 = Π>.

Óòâåðæäåíèå 2. Ëþáàÿ ìàòðèöà ìîäèôèêàöèè ñòðîê Z = Zl îáðàòèìà è ïðè ýòîì
îáðàòíàÿ ìàòðèöà ïîëó÷àåòñÿ èç Z èçìåíåíèåì çíàêîâ ïîääèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ:

Z−1 =



1
. . .

1
−(Zl)j+1 j

. . .
. . .

−(Zl)nj 1

 ,

Äîêàçàòåëüñòâî ñâîäèòñÿ ê íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêå ðàâåíñòâ ΠΠ−1 = I, ZZ−1 = I.

8.3 Ñòóïåí÷àòûå ìàòðèöû
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìàòðèöà S = [sij] ðàçìåðîâ m× n ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ñòóïåí÷àòîé
ñ ÷èñëîì ñòóïåíåé k, åñëè ñóùåñòâóþò íîìåðà 1 ≤ j1 < . . . < jk ≤ m, äëÿ êîòîðûõ:

• åñëè 1 ≤ i ≤ k, òî sij 6= 0 ïðè j = ji è sij = 0 ïðè âñåõ 1 ≤ j ≤ ji − 1;

• åñëè k + 1 ≤ i ≤ m, òî sij = 0 ïðè âñåõ 1 ≤ j ≤ n.

Ìàòðèöà S íàçûâàåòñÿ íèæíåé ñòóïåí÷àòîé ñ ÷èñëîì ñòóïåíåé k, åñëè S> ÿâëÿåòñÿ
âåðõíåé ñòóïåí÷àòîé ñ ÷èñëîì ñòóïåíåé k.

Óòâåðæäåíèå. Ðàíã ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöû ñ ÷èñëîì ñòóïåíåé k ðàâåí k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âåðõíþþ ñòóïåí÷àòóþ ìàòðèöó S è äîêàæåì, ÷òî åå
ñòðî÷íûé ðàíã (ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîé îáîëî÷êè ñòðîê) ðàâåí ÷èñëó ñòóïåíåé k. ßñíî,
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÷òî S èìååò ðîâíî k íåíóëåâûõ ñòðîê. Äîêàæåì, ÷òî ýòè ñòðîêè ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
Ïðèðàâíÿåì íóëþ èõ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ñ êîýôôèöèåíòàìè α1, . . . , αk:

[α1, . . . , αk]S = [0, . . . , 0].

Îòñþäà
α1 s1i1 = 0 ⇒ α1 = 0.

Äàëåå,
0 · s1 i2 + α2s2 i2 = 0 ⇒ α2 = 0.

Ïðîäîëæàÿ ïîäîáíûì îáðàçîì, íàõîäèì α1 = . . . = αk = 0. Â ñëó÷àå íèæíåé ñòóïåí÷à-
òîé ìàòðèöû S åå ñòîëáöîâûé ðàíã, î÷åâèäíî, ñîâïàäàåò ñî ñòðî÷íûì ðàíãîì âåðõíåé
ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöû S>. 2

8.4 Ïðèâåäåíèå ê ñòóïåí÷àòîé ôîðìå
Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîé m×n-ìàòðèöû A ðàíãà r ñóùåñòâóåò îáðàòèìàÿ ìàòðèöà P ,
ïðåäñòàâèìàÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòàðíûõ ìàòðèö è òàêàÿ,
÷òî ìàòðèöà S = PA ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ñòóïåí÷àòîé ñ ÷èñëîì ñòóïåíåé r.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç j1 íîìåð ïåðâîãî ñòîëáöà ìàòðèöû A, â êîòîðîì
åñòü õîòÿ áû îäèí íåíóëåâîé ýëåìåíò. (Åñëè òàêîâîé ñòîëáåö îòñóòñòâóåò, òî A = 0 è òåî-
ðåìà óæå äîêàçàíà.) Ñ ïîìîùüþ óìíîæåíèÿ ñëåâà íà íåêîòîðóþ ìàòðèöó ïåðåñòàíîâêè
Π1 íåíóëåâîé ýëåìåíò ìîæíî ïåðåìåñòèòü â ïîçèöèþ (1, j1). Äàëåå ñ ïîìîùüþ óìíî-
æåíèÿ ñëåâà íà íåêîòîðóþ ìàòðèöó ìîäèôèêàöèè ñòðîê Z1 ìîæíî ïîëó÷èòü ìàòðèöó
ñ íóëÿìè â ïîääèàãîíàëüíûõ ïîçèöèÿõ j1-ãî ñòîëáöà è ñîõðàíåíèåì íóëåé â ïðåäûäó-
ùèõ ñòîëáöàõ. Î÷åâèäíî, ïðåîáðàçîâàííàÿ ìàòðèöà èìååò áëî÷íûé âèä (÷åðåç 0p×q ìû
îáîçíà÷àåì íóëåâîé áëîê ðàçìåðîâ p× q)

Z1Π1A =

[
01×(i1−1) u>

0(m−1)×(i1−1) B

]
, u ∈ R(n−i1+1)×1.

Ñäåëàåì èíäóêòèâíîå ïðåäïîëîæåíèå î ñóùåñòâîâàíèè ìàòðèöû Q, ÿâëÿþùåéñÿ ïðî-
èçâåäåíèåì ýëåìåíòàðíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà m− 1 è òàêîé, ÷òî QB èìååò âåðõíþþ ñòó-
ïåí÷àòóþ ôîðìó. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó

P =

[
1 0
0 Q

]
Z1Π1.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî P åñòü ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòàðíûõ ìàòðèö è ïðè ýòîì S = PA èìååò
âåðõíþþ ñòóïåí÷àòóþ ôîðìó. Ïóñòü ÷èñëî ñòóïåíåé ðàâíî k. Çíà÷èò, ñòðî÷íûé ðàíã
ìàòðèöû S ðàâåí k ⇒ k = rankS = rankA = r. 2

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîé m×n-ìàòðèöû A ðàíãà r ñóùåñòâóåò îáðàòèìàÿ ìàòðèöà Q,
ïðåäñòàâèìàÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòàðíûõ ìàòðèö è òàêàÿ,
÷òî ìàòðèöà AQ> ÿâëÿåòñÿ íèæíåé ñòóïåí÷àòîé ñ ÷èñëîì ñòóïåíåé r.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü òåîðåìó 1 ê ìàòðèöå A> è çàìåòèòü, ÷òî
åñëè ìàòðèöà QA> � âåðõíÿÿ ñòóïåí÷àòàÿ, òî ìàòðèöà (QA>) = AQ> áóäåò íèæíåé
ñòóïåí÷àòîé.
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8.5 Ïðèâåäåíèå ê äèàãîíàëüíîé ôîðìå
Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîé m× n-ìàòðèöû A ðàíãà r ñóùåñòâóþò îáðàòèìûå ìàòðèöû P
è Q, ïðåäñòàâèìûå â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòàðíûõ ìàòðèö è òà-
êèå, ÷òî ìàòðèöà B = PAQ> èìååò íåíóëåâûå ýëåìåíòû b11, . . . , brr, à âñå îñòàëüíûå
åå ýëåìåíòû ðàâíû íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïðèâåäåì A ê âåðõíåé ñòóïåí÷àòîé ôîðìå S = PA, à
çàòåì çàìåòèì, ÷òî íèæíÿÿ ñòóïåí÷àòàÿ ôîðìà SQ>, ïîëó÷àåìàÿ ñîãëàñíî ïîñòðîåíèÿì
òåîðåìû 2, áóäåò èìåòü òðåáóåìóþ äèàãîíàëüíóþ ôîðìó. 2

8.6 Ýêâèâàëåíòíûå ìàòðèöû
Ìàòðèöû A è B íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóþò îáðàòèìûå ìàòðèöû
P è Q òàêèå, ÷òî B = PAQ.

Òåîðåìà. Ìàòðèöû A è B ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè èìåþò
îäèíàêîâûå ðàçìåðû è îäèíàêîâûå ðàíãè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû î ïðèâåäåíèè ê äèàãîíàëüíîé ôîðìå, êàæäàÿ èç
ìàòðèö A è B ýêâèâàëåíòíà ïðÿìîóãîëüíîé äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå � îáîçíà÷èì èõ ÷å-
ðåçDA èDB. Ïðè ýòîì î÷åâèäíî, ÷òîDA èDB ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îíè èìåþò îäèíàêîâîå ÷èñëî íåíóëåâûõ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò,
÷òî rankDA = rankDB. Îñòàåòñÿ ó÷åñòü, ÷òî rankA = rankDA è rankB = rankDB. 2

8.7 Ìåòîä Ãàóññà è LU-ðàçëîæåíèå
Ðàññìîòðåííûé âûøå ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ îáû÷íî íàçûâàþò ìåòîäîì Ãà-
óññà. Ïóñòü îí ïðèìåíÿåòñÿ ê ñèñòåìå Ax = b ñ íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé A. Â äàííîì
ñëó÷àå âåðõíÿÿ ñòóïåí÷àòàÿ ìàòðèöà, ê êîòîðîé ïðèâîäèòñÿ ìàòðèöà A, îêàçûâàåòñÿ
âåðõíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé.

Ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ ýëåìåíòîâ
ìàòðèöû ñ öåëüþ ïðèâåäåíèÿ åå ê áîëåå ïðîñòîìó âèäó. Åñëè ìîæíî îáîéòèñü áåç ïåðå-
ñòàíîâêè óðàâíåíèé (ñòðîê ìàòðèöû), òî ìåòîä Ãàóññà äëÿ ìàòðèöû ïîðÿäêà n ñîñòîèò
â ïîñëåäîâàòåëüíîì èñêëþ÷åíèè ýëåìåíòîâ â ñòîëáöàõ îò 1-ãî äî n− 1-ãî è ïðèâîäèò ê
ðàâíîñèëüíîé ñèñòåìå

(Zn−1 . . . Z2Z1A)x = Zn−1 . . . Z2Z1b, (∗)

ãäå Z1, . . . , Zn−1 � ìàòðèöû ìîäèôèêàöèè ñòðîê, ïðè÷åì Zi îòëè÷àåòñÿ îò I â òî÷íîñòè
i-ì ñòîëáöîì. Êàæäàÿ èç ìàòðèö Z1, . . . , Zn−1 ÿâëÿåòñÿ íèæíåé òðåóãîëüíîé, ïîýòîìó
èõ ïðîèçâåäåíèå

L̂ = Zn−1 . . . Z1

ÿâëÿåòñÿ òàêæå íèæíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé. Ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû (∗)

U = Zn−1 . . . Z1A = L̂ A

ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé òðåóãîëüíîé. Ìàòðèöà L = L̂−1 ÿâëÿåòñÿ òàêæå íèæíåé òðåóãîëüíîé.
Ñëåäîâàòåëüíî, ìåòîä Ãàóññà ïîðîæäàåò ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A â ïðîèçâåäåíèå íèæíåé
è âåðõíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèö

A = LU.
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Ïðè ýòîì L èìååò íà ãëàâíîé äèàãîíàëè åäèíèöû, à U ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé ìàò-
ðèöåé (â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè A). Òàêîå ðàçëîæåíèå íàçûâàåòñÿ LU-ðàçëîæåíèåì.

Ïîäñ÷èòàåì ÷èñëî àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé ïðè ïðèâåäåíèè A ê âåðõíåé òðåó-
ãîëüíîé ìàòðèöå U . Íà i-ì øàãå òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü n− i íóëåé íèæå äèàãîíàëè â i-ì
ñòîëáöå. Ïðè ïîëó÷åíèè íóëÿ íà ïåðåñå÷åíèè i-ãî ñòîëáöà è l-é ñòðîêè ïðè l > i èç l-é
ñòðîêè âû÷èòàåòñÿ i-ÿ ñòðîêà, ïðåäâàðèòåëüíî óìíîæåííàÿ íà êîýôôèöèåíò, âûáîð êî-
òîðîãî è îáåñïå÷èâàåò ïîëó÷åíèå äàííîãî íóëÿ. Ïîñêîëüêó â ðàññìàòðèâàåìûõ ñòðîêàõ
ìîæåò áûòü òîëüêî n − i íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ, ÷èñëî óìíîæåíèé (è âû÷èòàíèé) ïðè
ïîëó÷åíèè îäíîãî íóëÿ â i-ì ñòîëáöå ðàâíî (n− i)2. Âñåãî ïîòðåáóåòñÿ

(n− 1)2 + (n− 2)2 + . . .+ 12 =
1

3
n3 +O(n2)

óìíîæåíèé è ñòîëüêî æå âû÷èòàíèé; ÷åðåç O(n2) îáîçíà÷åí ìíîãî÷ëåí îò n ñòåïåíè 2.

×òîáû íàéòè ðåøåíèå ñèñòåìû Ax = b, òðåáóåòñÿ âûïîëíèòü åùå äâà äåéñòâèÿ:

• âû÷èñëèòü âåêòîð Zn−1 . . . Z1b;

• íàéòè ðåøåíèå ñèñòåìû ñ âåðõíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé U .

Êàæäîå èç ýòèõ äåéñòâèé òðåáóåò ëèøü O(n2) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé � íà ïîðÿäîê
ìåíüøå, ÷åì ïðèâåäåíèå ê âåðõíåìó òðåóãîëüíîìó âèäó.

Çàäà÷à. Íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà è îáðàòíàÿ ê íåé ðàçáèòû íà áëîêè îäèíàêîâûõ ðàçìåðîâ:

A =
[
A11 A12

A21 A22

]
, A−1 =

[
B11 B12

B21 B22

]
.

Äîêàçàòü, ÷òî áëîê A11 íåâûðîæäåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íåâûðîæäåí áëîê B22.

ÄÎÏÎËÍÈÒÅËÜÍÀß ×ÀÑÒÜ

8.8 LU-ðàçëîæåíèå è ñòðîãî ðåãóëÿðíûå ìàòðèöû
Äîïóñòèì, ÷òî íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà A èìååò LU -ðàçëîæåíèå: A = LU . Îáîçíà÷èì
÷åðåç Ak, Lk, Uk ïîäìàòðèöû ïîðÿäêà k, ðàñïîëîæåííûå â ëåâîì âåðõíåì óãëó ìàòðèö
A, L, U , ñîîòâåòñòâåííî, è ðàññìîòðèì ðàâåíñòâî áëî÷íûõ ìàòðèö

A ≡
[
Ak P

Q Ãk

]
=

[
Lk 0

V L̃k

] [
Uk W

0 Ũk

]
.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî
Ak = LkUk, k = 1, . . . , n.

Î÷åâèäíî, ÷òî ìàòðèöû Lk è UK íåâûðîæäåííûå (êàê òðåóãîëüíûå ìàòðèöû ñ íåíóëå-
âîé äèàãîíàëüþ). Ïîýòîìó ïîäìàòðèöà Ak äîëæíà áûòü íåâûðîæäåííîé. Ìàòðèöà A, â
êîòîðîé âñå ïîäìàòðèöû Ak íåâûðîæäåííûå, íàçûâàåòñÿ ñòðîãî ðåãóëÿðíîé.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ LU -ðàçëîæåíèÿ íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû A
íåîáõîäèìî, ÷òîáû îíà áûëà ñòðîãî ðåãóëÿðíîé.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ òàêæå è äîñòàòî÷íûì. Â ñàìîì äåëå,
ïóñòü óæå ïîñòðîåíî LU -ðàçëîæåíèå äëÿ ïîäìàòðèöû Ak = LkUk. Òîãäà[

L−1
k 0

−QA−1
k I

] [
Ak P

Q Ãk

]
=

[
Uk L−1

k P
0 W

]
, W = Ãk −QA−1

k P. (#)
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Áëîê W íàçûâàåòñÿ äîïîëíåíèåì ïî Øóðó áëîêà Ak â ìàòðèöå A. Èç ðàâåíñòâà (#)
è ñòðîãîé ðåãóëÿðíîñòè A ìîæíî âûâåñòè, ÷òî W ÿâëÿåòñÿ òàêæå ñòðîãî ðåãóëÿðíîé
ìàòðèöåé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ W óæå ïîñòðîåíî LU -ðàçëîæåíèå W = L̃kŨk. Òîãäà
ïîëîæèì

L =

[
Lk 0

−QA−1
k Lk I

] [
I 0

0 L̃k

]
, U =

[
Uk L−1

k P

0 Ũk

]
.

Ïîëó÷åííàÿ òàêèì îáðàçîì ìàòðèöà L � âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ. Ðàâåíñòâî LU = A ïðî-
âåðÿåòñÿ ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì.

8.9 Âû÷èñëåíèå îáðàòíîé ìàòðèöû
Îáðàòíóþ ìàòðèöó ìîæíî âû÷èñëèòü, èñïîëüçóÿ êîíñòðóêöèè òîãî æå ìåòîäà Ãàóññà. Åñëè ïîëó÷åíî
ðàçëîæåíèå A = LU , òî, ïîñêîëüêó A−1 = U−1L−1, äîñòàòî÷íî íàó÷èòüñÿ âû÷èñëÿòü îáðàòíûå ê
âåðõíåé è íèæíåé òðåóãîëüíûì ìàòðèöàì. Îáùåå ÷èñëî àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé áóäåò O(n3).

Îäíàêî, â 1965 ãîäó ïîÿâèëàñü ðàáîòà Øòðàññåíà ñ çàãîëîâêîì �Ìåòîä Ãàóññà íå îïòèìàëåí�, â
êîòîðîé âïåðâûå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóþò è áîëåå áûñòðûå àëãîðèòìû. Ïóñòü èìååòñÿ àëãîðèòì
óìíîæåíèÿ äâóõ n × n-ìàòðèö c ÷èñëîì îïåðàöèé ≤ c nγ (íàïðèìåð, â äîïîëíèòåëüíîé ÷àñòè Ëåêöèè
1 îáñóæäàåòñÿ àëãîðèòì Øòðàññåíà, äëÿ êîòîðîãî γ = log2 7 < 3). Òîãäà â ñëó÷àå ñòðîãî ðåãóëÿðíîé
ìàòðèöû A ìîæíî ïîñòðîèòü àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ A−1 ñ ÷èñëîì îïåðàöèé O(nγ).

Äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëîæèì, ÷òî n = 2p. Ðàçîáüåì A íà áëîêè ïîðÿäêà n/2 è ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå
ðàâåíñòâî: [

I 0
−A21A

−1
11 I

] [
A11 A12

A21 A22

]
=
[
A11 A12

0 W

]
, W = A22 −A21A

−1
11 A12.

Èç íåâûðîæäåííîñòè A è A11 âûòåêàåò íåâûðîæäåííîñòü áëîêà W . Áîëåå òîãî, áëîêè A11 (÷òî î÷å-
âèäíî) è W (äîêàæèòå!) íàñëåäóþò ñòðîãóþ ðåãóëÿðíîñòü ìàòðèöû A. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî[

A11 A12

0 W

]−1

=
[
A−1

11 −A−1
11 A12W

−1

0 W−1

]
.

Òàêèì îáðàçîì,

A−1 =
[
A−1

11 −A−1
11 A12W

−1

0 W−1

] [
I 0

−A21A
−1
11 I

]
. (∗)

Ïîëó÷åííûå èç (∗) âûðàæåíèÿ äëÿ áëîêîâ ìàòðèöû A−1 èíîãäà íàçûâàþò ôîðìóëàìè Ôðîáåíèóñà.
Äëÿ íàøåé öåëè ôîðìóëà (∗) èíòåðåñíà òåì, ÷òî ïîêàçûâàåò, êàê îáðàùåíèå ìàòðèöû ïîðÿäêà n

ñâîäèòñÿ ê äâóì àíàëîãè÷íûì çàäà÷àì äëÿ ìàòðèö A11 è W ïîðÿäêà n/2. Äëÿ ðåàëèçàöèè óêàçàííîé
ðåäóêöèè òðåáóåòñÿ âûïîëíèòü íåñêîëüêî óìíîæåíèé ìàòðèö ïîðÿäêà n/2. Îáùèå çàòðàòû íà âñåõ
øàãàõ ðåäóêöèè ïðîïîðöèîíàëüíû(n

2

)γ

+ 2
( n

22

)γ

+ 22
( n

23

)γ

+ . . . ≤ nγ

2γ

1
1− 1/2γ

=
nγ

2γ − 1
.

Âñëåä çà îòêðûòèåìØòðàññåíà ïîÿâèëàñü ðàáîòà äðóãèõ àâòîðîâ ïîä íàçâàíèåì �ÌåòîäØòðàññåíà
íå îïòèìàëåí�. Íî ëèäåðñòâî íîâîãî àëãîðèòìà áûëî íå î÷åíü äîëãèì. Ñîðåâíîâàíèå ïî ïîñòðîåíèþ
âñå áîëåå áûñòðûõ àëãîðèòìîâ îáðàùåíèÿ ìàòðèö è ðåøåíèÿ ñèñòåì ïðîäîëæàåòñÿ äî ñèõ ïîð, à âîïðîñ
îá îïòèìàëüíîì àëãîðèòìå ñ òî÷êè çðåíèÿ ÷èñëà îïåðàöèé îñòàåòñÿ îòêðûòûì.

Åùå ìåíåå ÿñíûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ îá àëãîðèòìå ñ ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì ïàðàëëåëüíûõ øàãîâ (õîòÿ
áû â ìîäåëè áåñêîíå÷íîãî ïàðàëëåëèçìà). Äîâîëüíî äàâíî áûë ïðèäóìàí àëãîðèòì, â êîòîðîì ÷èñëî
ïàðàëëåëüíûõ øàãîâ â ñëó÷àå ìàòðèöû îáùåãî âèäà åñòü O(log2

2 n). Íèêòî íå çíàåò, ìîæíî ëè ïîñòðîèòü
áîëåå áûñòðûé ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì. Ëþáîïûòíî, ÷òî ïðåäúÿâëåííûé àëãîðèòì íå èìååò íè÷åãî
îáùåãî íè ñ ìåòîäîì Ãàóññà, íè ñ ìåòîäîì Øòðàññåíà. Êðîìå òîãî, äàæå äëÿ òðåóãîëüíîé ìàòðèöû íå
èçâåñòíî àëãîðèòìà ñ ìåíüøèì ÷èñëîì ïàðàëëåëüíûõ øàãîâ (ïî ïîðÿäêó çàâèñèìîñòè îò n).

Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî îïðåäåëèòåëü ñòðîãî ðåãóëÿðíîé ìàòðèöû ïîðÿäêà n ìîæíî âû÷èñëèòü
çà O(nlog2 7) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.
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ÎÑÍÎÂÍÀß ×ÀÑÒÜ

9.1 Ìåòîä êîîðäèíàò
Íàøèì èññëåäîâàíèÿì ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè è ëèíåéíûõ îáîëî÷åê âåêòîðîâ (ìàòðèö-
ñòîëáöîâ) ìîæíî äàòü íàãëÿäíóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ. Êàê ñêîðî âûÿñíèò-
ñÿ, îïðåäåëèòåëü òàêæå èìååò çàìå÷àòåëüíûé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë. Îñîáåííî âàæíî
òî, ÷òî �àëãåáðàèçàöèÿ� ãåîìåòðè÷åñêèõ ïîíÿòèé äàåò ìîùíûé àëãåáðàè÷åñêèé èíñòðó-
ìåíò äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ãåîìåòðèè.

Ê îñíîâíûì îáúåêòàì ãåîìåòðèè îòíîñÿòñÿ òî÷êè, ïðÿìûå è ïëîñêîñòè â ãåîìåòðè-
÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå. Åñëè A è B � òî÷êè ïðÿìîé, òî ïóñòü [AB] îáîçíà÷àåò îòðåçîê
ïðÿìîé � ìíîæåñòâî òî÷åê äàííîé ïðÿìîé, ðàñïîëîæåííûõ ìåæäó òî÷êàìè A è B; |AB|
� äëèíà îòðåçêà [AB].

Áóäåì îïèðàòüñÿ íà òî, ÷òî ìåæäó âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè è òî÷êàìè ïðÿìîé ñó-
ùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå x↔ P (x), êîòîðîå ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ
çàäàíèåì äâóõ òî÷åê P (0), P (1) è îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

• åñëè x 6= 0 è òî÷êè P (x) è P (1) íàõîäÿòñÿ ïî îäíó ñòîðîíó îò òî÷êè P (0), òî x > 0;
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå x < 0;

• |P (0)P (x)| = |x| |P (0)P (1)|.

Ïðÿìóþ, äëÿ êîòîðîé óñòàíîâëåíî óêàçàííîå ñîîòâåòñòâèå, áóäåì íàçûâàòü ÷èñëîâîé
îñüþ, à ÷èñëî x � êîîðäèíàòîé òî÷êè P (x).

Çàìåòèì, ÷òî ïðè âûáîðå ïðîèçâîëüíîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà a ñîîòâåòñòâèå x ↔
P (x + a) áóäåò òàêæå âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì. Ýòî ïîçâîëÿåò ïåðåíîñèòü òî÷êó P (0) â
ëþáóþ çàäàííóþ òî÷êó äàííîé ïðÿìîé.

Ðàññìîòðèì ïðÿìûå lx, ly, lz, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç îáùóþ òî÷êó O è íå ëåæàùèå â îäíîé
ïëîñêîñòè. Ïóñòü êàæäàÿ èç ýòèõ ïðÿìûõ ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîâîé îñüþ ñ ñîîòâåòñòâèÿìè

x↔ Plx(x), y ↔ Ply(y), z ↔ Plz(z),

äàþùèìè îáùóþ òî÷êó
Plx(0) = Ply(0) = Plz(0) = O.

Ïóñòü (x, y, z) � ñèñòåìà òðåõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, îïðåäåëÿþùèõ òî÷êè X = Plx(x),
Y = Ply(y), Z = Plz(z) íà ïðÿìûõ lx, ly, lz, ñîîòâåòñòâåííî. Ðàññìîòðèì òðè ïëîñêîñòè:

• πx � ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó X ïàðàëëåëüíî ïðÿìûì ly è lz;

• πy � ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó Y ïàðàëëåëüíî ïðÿìûì lx è lz;

63
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• πz � ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó Z ïàðàëëåëüíî ïðÿìûì lx è ly.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïëîñêîñòè πx, πy, πz ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå M = M(x, y, z).
Òàêèì îáðàçîì óñòàíàâëèâàåòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå

(x, y, z) ↔M(x, y, z).

Òî÷êè X, Y, Z íàçûâàþòñÿ ïðîåêöèÿìè òî÷êè M íà ïðÿìûå lx, ly, lz ïàðàëëåëüíî ïëîñ-
êîñòÿì, ñîîòâåòñòâåííî, πx, πy, πz. ×èñëà x, y, z íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòàìè òî÷êè M =
M(x, y, z), à ñèñòåìà ÷èñëîâûõ îñåé lx, ly, lz � àôôèííîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò. Òî÷êà
O íàçûâàåòñÿ íà÷àëîì (èëè öåíòðîì) ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Ýïèòåò �àôôèííàÿ� ïî îòíîøåíèþ ê ñèñòåìå êîîðäèíàò îçíà÷àåò òîëüêî òî, ÷òî óãëû
ìåæäó îñÿìè ìîãóò íå áûòü ïðÿìûìè, à äëèíû îòðåçêîâ [OPlx(1)], [OPly(1)], [OPlz(1)]
íå îáÿçàòåëüíî ðàâíûå. Åñëè óãëû ìåæäó îñÿìè ïðÿìûå, à äëèíû óêàçàííûõ îòðåçêîâ
ðàâíû 1, òî ñèñòåìà êîîðäèíàò íàçûâàåòñÿ äåêàðòîâîé.

9.2 Íàïðàâëåííûå îòðåçêè
Ëþáóþ óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó òî÷åê A,B áóäåì íàçûâàòü íàïðàâëåííûì îòðåçêîì ñ íà-

÷àëîì â òî÷êå A è êîíöîì â òî÷êå B. Îáîçíà÷åíèå:
−→
AB.

Åñëè èìååòñÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì â òî÷êå O, òî íàïðàâëåííûé îòðåçîê

âèäà
−→
OA íàçûâàåòñÿ ðàäèóñ-âåêòîðîì òî÷êè A. Êîîðäèíàòû òî÷êè A íàçûâàþòñÿ òàêæå

êîîðäèíàòàìè ðàäèóñ-âåêòîðà
−→
OA.

Òî÷êà A 6= B ðàçáèâàåò ïðÿìóþ AB íà äâà ëó÷à: ëó÷ [AB), ñîñòîÿùèé èõ òî÷åê
äàííîé ïðÿìîé, ëåæàùèõ âìåñòå ñ B ïî îäíó ñòîðîíó îò A è äîïîëíèòåëüíûé ëó÷,
ñîñòîÿùèé èç òî÷åê, ëåæàùèõ ïî äðóãóþ ñòîðîíó (òî÷êà A äëÿ äâóõ ëó÷åé ÿâëÿåò-
ñÿ îáùåé). Äâà ëó÷à íà îäíîé ïðÿìîé íàçûâàþòñÿ îäèíàêîâî íàïðàâëåííûìè, åñëè èõ
ïåðåñå÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ëó÷îì (è ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåííûìè, åñëè èõ ïåðåñå÷åíèå
ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì). Åñëè ïðÿìûå AB è CD íå ñîâïàäàþò, òî ëó÷è [AB) è [CD) íàçû-
âàþòñÿ îäèíàêîâî íàïðàâëåííûìè, åñëè ýòè ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû è òî÷êè B è D ëåæàò
ïî îäíó ñòîðîíó îò ïðÿìîé AC.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A 6= B, ðàññìîòðèì îòðåçîê
−→
AB, è ïóñòü C � ïðîèçâîëüíàÿ

òî÷êà. Ïðîâåäåì ÷åðåç C ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ ïðÿìîé AB èëè ñîâïàäàþùóþ ñ íåé
â ñëó÷àå C ∈ AB. Íà ýòîé ïðÿìîé ìîæíî íàéòè ðîâíî äâå òî÷êè D1 è D2 òàêèå, ÷òî
|CD1| = |CD2| = |AB|. Âûáåðåì èç íèõ òàêóþ òî÷êó D ∈ {D1, D2}, äëÿ êîòîðîé ëó÷è

[AB) è [CD) îäèíàêîâî íàïðàâëåíû. Íàïðàâëåííûé îòðåçîê
−→
CD áóäåì ñ÷èòàòü ðàâíûì

−→
AB. (×àñòî ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî

−→
CD ïîëó÷àåòñÿ èç

−→
AB ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì.)

Äàííûì ïîñòðîåíèåì íå îõâà÷åí ñëó÷àé A = B. Íàïðàâëåííûå îòðåçêè
−→
AA è

−→
CC

áóäåì ñ÷èòàòü ðàâíûìè ïî îïðåäåëåíèþ è íàçûâàòü èõ íóëåâûìè.

Îòìåòèì ôîðìàëüíóþ �íåñèììåòðè÷íîñòü� â äàííîì îïðåäåëåíèè:
−→
CD ðàâåí

−→
AB,

íî áóäåò ëè
−→
AB ðàâåí

−→
CD? Îòâåò, ê ñ÷àñòüþ, ïîëîæèòåëüíûé � â ñèëó òîãî, ÷òî

íàïðàâëåííûé îòðåçîê
−→
AB ïîëó÷àåòñÿ èç

−→
CD ñ ïîìîùüþ òî÷íî òàêîé æå êîíñòðóêöèè.

Çàìåòèì, ÷òî âñå ñëó÷àè ïðè îïðåäåëåíèè ðàâåíñòâà íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ ìîæ-
íî ñâåñòè ê îäíîìó ñëó÷àþ, åñëè ïðèíÿòü ôîðìàëüíî äðóãîå (è ïðèòîì �ñèììåòðè÷-

íîå�) îïðåäåëåíèå: íàçîâåì íàïðàâëåííûå îòðåçêè
−→
AB è

−→
CD ðàâíûìè, åñëè ñåðåäèíû
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îòðåçêîâ [AD] è [BC] ñîâïàäàþò. Ýêâèâàëåíòíîñòü íîâîãî îïðåäåëåíèÿ ïðåäûäóùåìó
âûòåêàåò èç îáùåèçâåñòíûõ ñâîéñòâ ïàðàëëåëîãðàììà.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ëþáîé íàïðàâ-
ëåííûé îòðåçîê ðàâåí íåêîòîðîìó è òîëüêî îäíîìó ðàäèóñ-âåêòîðó.

9.3 Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè
Ëþáîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî M ⊂ X ×X îïðåäåëÿåò íà ìíîæåñòâå X áèíàðíîå îò-
íîøåíèå ìåæäó åãî ýëåìåíòàìè:

x
M∼ y ⇔ (x, y) ∈M.

ÏÐÈÌÅÐ. X � ìíîæåñòâî âñåõ ìàòðèö, M � ìíîæåñòâî òàêèõ ïàð ìàòðèö (A,B),
äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ïðîèçâåäåíèå AB. ßñíî, ÷òî èìåþòñÿ ïàðû ìàòðèö, íå âõîäÿ-

ùèå â M . Êðîìå òîãî, åñëè A
M∼ B, òî îòñþäà íå ñëåäóåò, ÷òî B

M∼ A.

Áèíàðíîå îòíîøåíèå M íà X íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè, åñëè âû-
ïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå òðè ñâîéñòâà:

• x
M∼ x äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ x ∈ X (ðåôëåêñèâíîñòü);

• åñëè x
M∼ y, òî y

M∼ x (ñèììåòðè÷íîñòü);

• åñëè x
M∼ y è y

M∼ z, òî x
M∼ z (òðàíçèòèâíîñòü).

Åñëè íà X çàäàíî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè M è x
M∼ y, òî x è y íàçûâàþòñÿ ýêâè-

âàëåíòíûìè ýëåìåíòàìè. Ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ èç X, ýêâèâàëåíòíûõ íåêîòîðîìó
ýëåìåíòó a ∈ X, íàçûâàåòñÿ êëàññîì ýêâèâàëåíòíîñòè, ïîðîæäåííûì ýëåìåíòîì a.

Òåîðåìà. Íåïóñòîå ìíîæåñòâî X ñ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè ÿâëÿåòñÿ îáúåäè-
íåíèåì íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ, êàæäîå èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ,
ýêâèâàëåíòíûõ ìåæäó ñîáîé è íå ýêâèâàëåíòíûõ íè îäíîìó èç ýëåìåíòîâ äðóãèõ ïîä-
ìíîæåñòâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X(a) îáîçíà÷àåò êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, ïîðîæäåííûé ýëå-
ìåíòîì a ∈ X. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò x è ðàññìîòðèì åãî êëàññ ýêâèâàëåíò-
íîñòè X(a). Åñëè b, c ∈ X(a), òî êàæäûé èç íèõ ýêâèâàëåíòåí a, à çíà÷èò, â ñèëó òðàí-
çèòèâíîñòè, b è c ýêâèâàëåíòíû ìåæäó ñîáîé (b ∼ a, a ∼ c ⇒ b ∼ c). ßñíî òàêæå,
÷òî X(b) = X(c) = X(a) (òî åñòü, êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ïîðîæäàåòñÿ ëþáûì ñâîèì
ïðåäñòàâèòåëåì).

Ïî îïðåäåëåíèþ, X(a) ñîäåðæèò àáñîëþòíî âñå ýëåìåíòû, ýêâèâàëåíòíûå a. Ïî-
ýòîìó åñëè b /∈ X(a), òî b íå ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíûì a. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êëàññû
ýêâèâàëåíòíîñòè X(a) è X(b) íå ïåðåñåêàþòñÿ: åñëè áû èìåëñÿ ýëåìåíò c ∈ X(a)

⋂
X(b),

òî ýòî áû îçíà÷àëî, ÷òî b ∈ X(a) ⇒ X(a) = X(b).
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ a è b êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè X(a)

è X(b) ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî ñîâïàäàþò. Î÷åâèäíî, X =
⋃

a∈X

X(a). Äëÿ çàâåð-

øåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàåòñÿ èñêëþ÷èòü èç ýòîãî îáúåäèíåíèÿ ñîâïàäàþùèå êëàññû
ýêâèâàëåíòíîñòè. 2

ÏÐÈÌÅÐ 1. Ïóñòü G � ïðîèçâîëüíàÿ (íå îáÿçàòåëüíî àáåëåâà) ãðóïïà. Ýëåìåíòû
a, b ∈ G íàçûâàþòñÿ ñîïðÿæåííûìè, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî h ∈ G (çàâèñÿùåãî îò a è b)
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âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî a = hbh−1. Ñîïðÿæåííîñòü ýëåìåíòîâ � ýòî áèíàðíîå îòíîøåíèå
íà G, êîòîðîå, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè.

ÏÐÈÌÅÐ 2. Ïóñòü Z � ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë, à p � íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå
(öåëîå ïîëîæèòåëüíîå) ÷èñëî. Öåëûå ÷èñëà x è y íàçûâàþòñÿ ñðàâíèìûìè ïî ìîäóëþ
p, åñëè îíè èìåþò îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà p (ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàçíîñòü
x − y äåëèòñÿ íàöåëî íà p, òî åñòü x − y = kp äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî k). Îáîçíà÷åíèå:
x = y (modp).

Ïóñòü x ∼ y ⇔ x − y (mod). Ýòî áèíàðíîå îòíîøåíèå íà Z ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì
ýêâèâàëåíòíîñòè. Â äàííîì ñëó÷àå èìååòñÿ ðîâíî p ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè

Z(0), Z(1), . . . , Z(p− 1),

íàçûâàåìûõ îáû÷íî âû÷åòàìè ïî ìîäóëþ p.

9.4 Ñâîáîäíûé âåêòîð
Óòâåðæäåíèå. Îòíîøåíèå ðàâåíñòâà íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì
ýêâèâàëåíòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äâà áèíàðíûõ îòíîøåíèÿ íà ìíîæåñòâå íàïðàâëåííûõ
îòðåçêîâ:

• ðàâåíñòâî äëèí:
−→
AB

M1∼
−→
CD ⇔ |AB| = |CD|;

• ñîíàïðàâëåííîñòü:
−→
AB

M2∼
−→
CD ⇔ ëó÷è [AB) è [CD) îäèíàêîâî íàïðàâëåíû.

Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî êàæäîå èç îòíîøåíèé M1 è M2 ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâè-

âàëåíòíîñòè. Íî
−→
AB =

−→
CD òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

−→
AB

M1∼
−→
CD è îäíîâðåìåííî

−→
AB

M2∼
−→
CD. 2

Îïðåäåëåíèå. Ëþáîé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ íàçûâàåòñÿ ñâî-
áîäíûì âåêòîðîì, èëè, êîðî÷å, âåêòîðîì.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, ñâîáîäíûé âåêòîð ~a ñîäåðæèò âñå ýêâèâàëåíòíûå ìåæäó ñî-
áîé íàïðàâëåííûå îòðåçêè. Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîé òî÷êè A ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ

òî÷êà B òàêàÿ, ÷òî
−→
AB ∈ ~a. Â ÷àñòíîñòè, ïðè ôèêñèðîâàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò âñåãäà

èìååòñÿ îäèí è òîëüêî îäèí ðàäèóñ-âåêòîð, ïðèíàäëåæàùèé ~a.

Ïóñòü V � ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Òîãäà âåêòîð ~a
çàäàåò ñëåäóþùåå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå V → V : òî÷êà A ∈ V ïåðåõîäèò

â òî÷êó B ∈ V òàêóþ, ÷òî
−→
AB ∈ ~a. Òàêîå îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ ïàðàëëåëüíûì

ïåðåíîñîì, èëè ñäâèãîì íà âåêòîð ~a.

Òðàäèöèîííî äîïóñêàåìûé ýëåìåíò âîëüíîñòè â îáîçíà÷åíèÿõ: âìåñòî
−→
AB ∈ ~a ïðè-

íÿòî ïèñàòü ~a =
−→
AB (âåêòîð êàê êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ëþáûì åãî

ïðåäñòàâèòåëåì).
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9.5 Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè
Ñóììà âåêòîðîâ: ïóñòü

−→
AB ∈ ~a è

−→
BC ∈ ~b, òîãäà ~c = ~a +~b îïðåäåëÿåòñÿ êàê âåêòîð,

ïîðîæäåííûé íàïðàâëåííûì îòðåçêîì
−→
AC.

Âàæíî, ÷òî ïîëó÷àåìûé òàêèì îáðàçîì âåêòîð ~c íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè A.

Â ñàìîì äåëå, ïóñòü
−→
PQ ∈ ~a è

−→
QR ∈ ~b. Òîãäà èç ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ 4ABC

è 4PQR âûòåêàåò ðàâåíñòâî äëèí è ñîíàïðàâëåííîñòü íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ
−→
AC è

−→
PR, à çíà÷èò, è èõ ðàâåíñòâî.

Ìíîæåñòâî ñâîáîäíûõ âåêòîðîâ îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ îáðàçóåò

àáåëåâó ãðóïïó. Ðîëü åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà èãðàåò íóëåâîé âåêòîð ~0 =
−→
AA. Äëÿ ~a =

−→
AB îáðàòíûì ýëåìåíòîì ÿâëÿåòñÿ ~b =

−→
BA. Â äàííîì êîíòåêñòå âåêòîð ~b íàçûâåòñÿ

ïðîòèâîïîëîæíûì âåêòîðîì äëÿ ~a è îáîçíà÷àåòñÿ ~b = −~a.

Óìíîæåíèå âåêòîðà íà ÷èñëî: ïóñòü
−→
AB ∈ ~a, òîãäà α~a îïðåäåëÿåòñÿ êàê âåêòîð,

ïîðîæäàåìûé íàïðàâëåííûì îòðåçêîì
−→
AC, êîòîðûé èìååò äëèíó |AC| = |α| |AB| è,

åñëè α 6= 0, ÿâëÿåòñÿ îäèíàêîâî íàïðàâëåííûì ñ
−→
AB ïðè α > 0 è ïðîòèâîïîëîæíî

íàïðàâëåííûì ïðè α < 0. Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî âåêòîð α~a íå çàâèñèò îò
âûáîðà òî÷êè A.

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî α (β ~a) = (αβ)~a äëÿ ëþáûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë α, β.
Ïîëåçíî òàêæå çàìåòèòü, ÷òî 1 · ~a = ~a, à (−1) · ~a åñòü âåêòîð, ïðîòèâîïîëîæíûé ê ~a.

Êðîìå òîãî, îïåðàöèè ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ è óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî ñâÿçàíû
ñëåäóþùèìè çàêîíàìè äèñòðèáóòèâíîñòè:

(α+ β)~a = (α~a) + (β ~a), α (~a+~b) = (α~a) + (α~b).

9.6 Êîîðäèíàòû âåêòîðà
Ïóñòü ôèêñèðîâàíà íåêîòîðàÿ àôôèííàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, êàæ-
äîìó ñâîáîäíîìó âåêòîðó ñîîòâåòñòâóåò îäèí è òîëüêî îäèí ðàäèóñ-âåêòîð. Åãî êîîð-
äèíàòû è áóäåì íàçûâàòü êîîðäèíàòàìè äàííîãî ñâîáîäíîãî âåêòîðà.

Ïóñòü O � íà÷àëî ñèñòåìû êîîðäèíàò ñ ÷èñëîâûìè îñÿìè lx, ly, lz è òî÷êàìè X ∈ lx,
Y ∈ ly, Z ∈ lz, ñîîòâåòñòâóþùèìè ÷èñëó 1 íà äàííûõ îñÿõ. Ñèñòåìà âåêòîðîâ

~ex =
−→
OX, ~ey =

−→
OY , ~ez =

−→
OZ

íàçûâàåòñÿ äëÿ äàíííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò áàçèñíîé (èíîãäà òàêæå ðåïåðíîé).
Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò òî÷êè è ëèíåéíûõ îïåðàöèé íàä âåêòî-

ðàìè âûòåêàåò ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü x, y, z � êîîðäèíàòû âåêòîðà ~a =
−→
OA â ñèñòåìå êîîðäèíàò

ñ áàçèñíûìè âåêòîðàìè ~ex, ~ey, ~ez. Â ýòîì è òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî
ðàçëîæåíèå

~a = x~ex + y ~ey + z ~ez.

Âåêòîðû x~ex, y ~ey, z ~ez íàçûâàþòñÿ ïðîåêöèÿìè âåêòîðà ~a íà ïðÿìûå lx, ly, lz (îíè,
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êàê ëåãêî âèäåòü, íå çàâèñÿò îò ñïîñîáà ïðåâðàùåíèÿ ïðÿìûõ â ÷èñëîâûå îñè).

Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü xa, ya, za è xb, yb, zb � êîîðäèíàòû âåêòîðîâ ~a =
−→
OA è ~b =

−→
OB,

ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà âåêòîð ~c = ~a+~b èìååò êîîðäèíàòû

xc = xa + xb, yc = ya + yb, zc = za + zb,

à âåêòîð ~d = α~a äëÿ ëþáîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà α èìååò êîîðäèíàòû

xd = αxa, yd = α ya, zd = α za.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî ïðîåêöèÿ ñóììû âåêòîðîâ äëÿ êàæ-
äîé îñè åñòü ñóììà ïðîåêöèé äàííûõ âåêòîðîâ, à ïðîåêöèÿ âåêòîðà, óìíîæåííîãî íà
÷èñëî, åñòü óìíîæåííàÿ íà ýòî ÷èñëî ïðîåêöèÿ äàííîãî âåêòîðà.

9.7 Èçîìîðôèçì è ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü
Ïóñòü V � ìíîæåñòâî âñåõ ñâîáîäíûõ âåêòîðîâ. Êàæäûé ñâîáîäíûé âåêòîð ìîæíî
îòîæäåñòâèòü ñ ñîîòâåòñòâóþùèì åìó ðàäèóñ-âåêòîðîì, à êàæäûé ðàäèóñ-âåêòîð âèäà
−→
OA � ñ òî÷êîé A ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.

Óòâåðæäåíèå 2 ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü òàêîå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæ-
äó ìíîæåñòâîì ñâîáîäíûõ âåêòîðîâ V è ìíîæåñòâîì ìàòðèö-ñòîëáöîâ R3, ïðè êîòî-
ðîì ñîõðàíÿþòñÿ îïåðàöèè ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ è óìíîæåíèÿ âåêòîðîâ íà ÷èñëà: åñëè
~a ↔ a ∈ R3 è ~b ↔ b ∈ R3, òî

~a+~b ↔ a+ b, α~a ↔ α a.

Âçàèìíî-îäíîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ, ñîõðàíÿþùèå îïåðàöèè, ïðèíÿòî íàçûâàòü èçîìîð-
ôèçìàìè, à ìíîæåñòâà, ìåæäó êîòîðûìè òàêîå ñîîòâåòñòâèå óñòàíîâëåíî, èçîìîðôíû-
ìè. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî ñâîáîäíûõ âåêòîðîâ V èçîìîðôíî R3.

Ïîíÿòèÿ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè è ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ñèñòåì ñâîáîäíûõ âåê-
òîðîâ ââîäÿòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê è äëÿ ìàòðèö-ñòîëáöîâ. Òî æå îòíîñèòñÿ ê ïîíÿòèþ
ëèíåéíûõ îáîëî÷åê. Ó÷èòûâàÿ èçîìîðôèçì, â ñëó÷àå ñâîáîäíûõ âåêòîðîâ ìû ìîæåì
èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàòû óæå âûïîëíåííîãî äëÿ ìàòðèö-ñòîëáöîâ èññëåäîâàíèÿ ëèíåé-
íîé çàâèñèìîñòè è ñâÿçàííûõ ñ íåé ïîíÿòèé áàçèñà è ðàçìåðíîñòè ëèíåéíîé îáîëî÷êè.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ââåäåííûå âûøå áàçèñíûå âåêòîðû ~ex, ~ey, ~ez ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçà-
âèñèìûìè, à âñå ìíîæåñòâî ñâîáîäíûõ âåêòîðîâ åñòü èõ ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà:

V = L(~ex, ~ey, ~ez),

ïðè ýòîì
dimV = 3.

9.8 Êîëëèíåàðíûå è êîìïëàíàðíûå âåêòîðû
Îïðåäåëåíèå 1. Âåêòîðû íàçûâàþòñÿ êîëëèíåàðíûìè, åñëè cðåäè ïîðîæäàþùèõ èõ
íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ èìåþòñÿ ïðèíàäëåæàùèå îäíîé ïðÿìîé.

Îïðåäåëåíèå 2. Âåêòîðû íàçûâàþòñÿ êîìïëàíàðíûìè, åñëè ñðåäè ïîðîæäàþùèõ èõ
íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ èìåþòñÿ ïðèíàäëåæàùèå îäíîé ïëîñêîñòè.

Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ëþáîé ñèñòåìû êîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ, ñîäåðæàùåé õîòÿ áû
îäèí íåíóëåâîé âåêòîð, èìååò ðàçìåðíîñòü 1. Âåðíî è îáðàòíîå: âñå âåêòîðû èç ëèíåéíîé
îáîëî÷êè ðàçìåðíîñòè 1 ÿâëÿþòñÿ êîëëèíåàðíûìè.



Å. Å. Òûðòûøíèêîâ 69

Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ëþáîé ñèñòåìû êîìïëàíàðíûõ âåêòîðîâ, â êîòîðîé èìååòñÿ õîòÿ
áû îäíà ïàðà íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ, èìååò ðàçìåðíîñòü 2. Âñå âåêòîðû èç ëèíåéíîé
îáîëî÷êè ðàçìåðíîñòè 2 ÿâëÿþòñÿ êîìïëàíàðíûìè.

Áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñâîáîäíûå âåêòîðû ñ ïîðîæäàþùèìè èõ ðàäèóñ-âåêòîðàìè.
Òîãäà ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ, êîëëèíåàðíûõ çàäàííîìó âåêòîðó, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. Ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ, êîìïëàíàð-
íûõ çàäàííîé ïàðå íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç
íà÷àëî êîîîðäèíàò ïëîñêîñòü.

Ïðÿìàÿ l = AB, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè A è B, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî
òî÷åê (ðàäèóñ-âåêòîðîâ) ñëåäóþùåãî âèäà:

l = {M :
−→
OM =

−→
OA+ t

−→
AB, t ∈ R}. (1)

Âåêòîð
−→
AB (ïàðàëëåëüíûé ïðÿìîé l) íàçûâàåòñÿ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì äëÿ l.

Ïëîñêîñòü π, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òðè íå ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé òî÷êè A,B,C, åñòü
ìíîæåñòâî òî÷åê (ðàäèóñ-âåêòîðîâ) âèäà

π = {M :
−→
OM =

−→
OA+ u

−→
AB + v

−→
AC, u, v ∈ R}. (2)

9.9 Ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè
Â êà÷åñòâå ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ÷àñòî ðàññìàòðèâàåòñÿ ïëîñêîñòü. Â ýòîì
ñëó÷àå ñèñòåìà êîîðäèíàò ñîñòîèò èç äâóõ îñåé è óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ñèñòåìàìè äâóõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë (x, y) è òî÷êàìè (ðàäèóñ-
âåêòîðàìè) ïëîñêîñòè.

Ïóñòü A è B � âåùåñòâåííûå ÷èñëà, íå ðàâíûå íóëþ îäíîâðåìåííî. Óðàâíåíèå âèäà

Ax+By + C = 0 (∗)

íàçûâàåòñÿ îáùèì óðàâíåíèåì ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè.

Òåîðåìà. Ïóñòü íà ïëîñêîñòè ôèêñèðîâàíà àôôèííàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò. Ìíîæåñò-
âî òî÷åê ñ êîîðäèíàòàìè x, y, óäîâëåòâîðÿþùèìè óðàâíåíèþ (∗), ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ïðÿìóþ, è ïðè ýòîì ëþáàÿ ïðÿìàÿ ìîæåò áûòü çàäàíà óðàâíåíèåì âèäà (∗).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü l � ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè (x0, y0) è (x1, y1). Òîãäà,
ñîãëàñíî (1), ïðÿìàÿ l ñîñòîèò èç òî÷åê (x, y) òàêèõ, ÷òî{

x = x0 + tpx,
y = y0 + tpy,

t ∈ R, px = x1 − x0, py = y1 − y0..

Îòñþäà (êàê îïðåäåëèòåëü ñ ëèíåéíî çàâèñèìûìè ñòîëáöàìè)

det

[
x− x0 px

y − y0 py

]
= 0.

⇒ Ax+ by + C = 0, ãäå A = py, B = −px, C = −pyx0 + pxy0.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî òî÷åê (x, y), óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ (∗). Ïî-
ñêîëüêó õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë A,B îòëè÷íî îò íóëÿ, ýòî ìíîæåñòâî çàâåäîìî íå ïóñòî.
Ïóñòü Ax0 +By0 + C = 0. Òîãäà (∗) ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ

A(x− x0) +B(y − y0) = 0.



70 Ëåêöèÿ 9

Ïðåäïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî A 6= 0. Òîãäà x−x0 = (y−y0)(−B/A). Ïîëîæèì
px = −B/A, py = 1. Òîãäà ïðè t = y − y0 íàõîäèì{

x = x0 + tpx,
y = y0 + tpy.

Åñëè t � ïðîèçâîëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî, òî îïðåäåëåííûå òàêèì îáðàçîì x, y óäîâ-
ëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (∗). 2

9.10 Ïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâå
Ïóñòü A, B, C � âåùåñòâåííûå ÷èñëà, íå ðàâíûå íóëþ îäíîâðåìåííî. Óðàâíåíèå âèäà

Ax+By + Cz +D = 0 (#)

íàçûâàåòñÿ îáùèì óðàâíåíèåì ïëîñêîñòè.

Òåîðåìà. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå ôèêñèðîâàíà àôôèííàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò. Ìíîæåñò-
âî òî÷åê ñ êîîðäèíàòàìè x, y, z, óäîâëåòâîðÿþùèìè óðàâíåíèþ (#), ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ïëîñêîñòü, è ïðè ýòîì ëþáàÿ ïëîñêîñòü ìîæåò áûòü çàäàíà óðàâíåíèåì âèäà (#).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü π � ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè (x0, y0, z0), (x1, y1, z1),
(x2, y2, z2). Òîãäà, ñîãëàñíî (2), ïëîñêîñòü π ñîñòîèò èç òî÷åê (x, y, z) òàêèõ, ÷òî

x = x0 + upx + vqx,
y = y0 + upy + vqy,
z = z0 + upz + vqz,

u, v ∈ R,

(px, py, pz) = (x1 − x0, y1 − y0, z1 − z0), (qx, qy, qz) = (x2 − x0, y2 − y0, z2 − z0).

Îòñþäà

det

 x− x0 px qx
y − y0 py qy
z − z0 pz qz

 = 0.

Êàê óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî x, y, z, î÷åâèäíî, ýòî óðàâíåíèå èìååò âèä (#).
Òåïåðü ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî (çàâåäîìî íåïóñòîå) òî÷åê (x, y, z), óäîâëåòîâðÿþùèõ

óðàâíåíèþ (#). Ïóñòü Ax0 +By0 + Cz0 +D = 0. Òîãäà (#) ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ

A(x− x0) +B(y − y0) + C(z − z0) = 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A 6= 0. Òîãäà x− x0 = (y − y0)(−B/A) + (z − z0)(−C/A). Ïîëîæèì

(px, py, pz) = (−B/A, 1, 0), (qx, qy, qz) = (−C/A, 0, 1).

Òîãäà ïðè u = y − y0, v = z − z0 íàõîäèì
x = x0 + upx + vqx,
y = y0 + upy + vqy,
z = z0 + upz + vqz.

Åñëè u, v � ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà, îòñþäà ïîëó÷àåì x, y, z, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèå (#). 2
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ÎÑÍÎÂÍÀß ×ÀÑÒÜ

10.1 Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ
Äëèíîé âåêòîðà

−→
a íàçûâàåòñÿ äëèíà ïîðîæäàþùåãî åãî íàïðàâëåííîãî îòðåçêà (íà-

ïðàâëåííûå îòðåçêè, ïîðîæäàþùèå îäèí è òîò æå âåêòîð, ðàâíû è ïîýòîìó èìåþò
îäèíàêîâóþ äëèíó). Îáîçíà÷åíèå äëÿ äëèíû: |~a|. Óãëîì φ(~a, ~b) ìåæäó íåíóëåâûìè âåê-

òîðàìè ~a =
−→
OA, ~b =

−→
OB íàçûâàåòñÿ óãîë ìåæäó ñòîðîíàìè OA è OB â òðåóãîëüíèêå

OAB.

Ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ ~a è ~b íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

(~a, ~b) =

{
|~a| |~b| cosφ(~a, ~b), ~a 6= ~0 è ~b 6= ~0,

0, ~a = ~0 èëè ~b = ~0.

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ î÷åâèäíî, ÷òî

(~a, ~a) > 0 ïðè ~a 6= ~0; (~a, ~a) = 0 ⇔ ~a = ~0. (1)

Òàê æå î÷åâèäíî, ÷òî

(~a, ~b) = (~b, ~a) ∀ ~a, ~b. (2)

Åñëè âåêòîðû ~a =
−→
OA, ~b =

−→
OB íåêîëëèíåàðíû, òî â ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç

òî÷êè O,A,B ìîæíî ââåñòè äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì â òî÷êå O è ïåðâîé
îñüþ, ñîâïàäàþùåé ñ ïðÿìîé OB è äàþùåé òî÷êå B ïîëîæèòåëüíóþ êîîðäèíàòó. Òîãäà
âåëè÷èíà |~a| cosφ(~a, ~b) áóäåò â òî÷íîñòè êîîðäèíàòîé òî÷êè A íà äàííîé îñè. Îòñþäà
ñðàçó æå âûòåêàþò âàæíûå ñâîéñòâà ëèíåéíîñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïî ïåðâîìó
àðãóìåíòó:

(~a+~b, ~c) = (~c, ~a) + (~c, ~b) ∀ ~a, ~b, (3)

(α~a, ~b) = α (~a, ~b) ∀~a, ~b, ∀ α ∈ R. (4)

Ñâîéñòâî (2) ñðàçó æå äàåò àíàëîãè÷íûå ñâîéñòâà ëèíåéíîñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
è ïî âòîðîìó àðãóìåíòó.

Âåêòîðû íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè, åñëè èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî íóëþ.
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10.2 Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è êîîðäèíàòû
Ïóñòü çàäàíà äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò ñ áàçèñíûìè âåêòîðàìè ~e1, ~e2, ~e3. Òîãäà

(~ei, ~ej) =

{
0, i 6= j,
1, i = j.

(∗)

Òåîðåìà. Ïóñòü â çàäàííîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò âåêòîð ~a èìååò êîîðäè-
íàòàìè a1, a2, a3, à âåêòîð ~b � êîîðäèíàòû b1, b2, b3. Òîãäà èìååò ìåñòî ôîðìóëà

(~a, ~b) = a1b1 + a2b2 + a3b3. (#)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì

~a = a1~e1 + a2~e2 + a3~e3, ~b = b1~e1 + b2~e2 + b3~e3.

Îïèðàÿñü íà ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (2)− (4) è ñîîíîøåíèÿ (∗), íàõîäèì

(~a, ~b) = (a1~e1 + a2~e2 + a3~e3, b1~e1 + b2~e2 + b3~e3)

=
3∑

i=1

3∑
j=1

aibj(~ei, ~ej) = a1b1 + a2b2 + a3b3. 2

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè â íåêîòîðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ
âåêòîðîâ ~a è ~b âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (#), òî äàííàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò äåêàðòîâà.

Çàìå÷àíèå 2. Â ñëó÷àå äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò äëÿ âåêòîðîâ íà ïëîñêîñòè
ôîðìóëà (#) ïðèîáðåòàåò âèä

(~a, ~b) = a1b1 + a2b2.

10.3 Îá îáîáùåíèÿõ
Ôîðìóëà (#) è ñâîéñòâà (1)− (4) äàþò îñíîâó äëÿ ââåäåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â
áîëåå îáùèõ ñëó÷àÿõ � äëÿ îáúåêòîâ, óæå íå ÿâëÿþùèõñÿ âåêòîðàìè â ãåîìåòðè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå.

Íàïðèìåð, åñëè a = [a1, . . . , an]>, b = [b1, . . . , bn]> � ìàòðèöû-ñòîëáöû èç Rn, òî
ìîæíî îïðåäåëèòü èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïî àíàëîãèè ñ ôîðìóëîé (#):

(a, b) = a1b1 + . . .+ anbn. (∗)

Åñòü è äðóãàÿ èäåÿ, èìåþùàÿ áîëåå îáùèé õàðàêòåð � âçÿòü çà îñíîâó ñâîéñòâà
(1) − (4) è íàçûâàòü ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ëþáóþ ôóíêöèþ îò ìàòðèö-ñòîëáöîâ
a, b, óäîâëåòâîðÿþùóþ àêñèîìàì (1)− (4).

Äëÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëÿëîñü íà îñíîâå òàêèõ
ïîíÿòèé, êàê äëèíà âåêòîðà è óãîë ìåæäó âåêòîðàìè. Â áîëåå îáùèõ ñëó÷àÿõ ïðîùå
ââåñòè êàêèì-òî îáðàçîì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è óæå ñ åãî ïîìîùüþ ââîäèòü ïîíÿòèÿ
äëèíû è óãëà:

|a| =
√

(a, a), cosφ(a, b) =
(a, b)

|a| |b|
.
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Íàïðèìåð, îïèðàÿñü íà (∗), ìîæíî ââåñòè òàêèì îáðàçîì äëèíó è óãîë äëÿ âåêòîðîâ
a, b ∈ Rn. Ïðè ýòîì âàæíî, ÷òî

|(a, b)| ≤
√

(a, a)
√

(b, b).

Ýòî íåðàâåíñòâî (èçâåñòíîå êàê íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî�Øâàðöà) ëåãêî âûâî-
äèòñÿ èç (∗), íî â äåéñòâèòåëüíî îíî ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ ìûñëèìûõ ñïîñîáîâ çàäàíèÿ
ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ � ïîäðîáíûé ðàçãîâîð íà ýòó òåìó áóäåò ïîçæå.

10.4 Îðèåíòàöèÿ ñèñòåìû âåêòîðîâ
Ïîíÿòèå îðèåíòàöèè äëÿ òðîéêè (ñèñòåìû èç òðåõ) íåêîìïëàíàðíûõ âåêòîðîâ ââîäèòñÿ
â áóêâàëüíîì ñìûñëå ñëîâà �íà ïàëüöàõ�: òðîéêà âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ ïðàâîé, åñëè èõ
ìîæíî ðàñïîëîæèòü êàê áîëüøîé, íåñîãíóòûé 1 óêàçàòåëüíûé è ñðåäíèé ïàëüöû ïðàâîé
ðóêè; òðîéêà âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ ëåâîé, åñëè èõ ìîæíî ðàñïîëîæèòü êàê áîëüøîé,
íåñîãíóòûé óêàçàòåëüíûé è ñðåäíèé ïàëüöû ëåâîé ðóêè.

Î÷åâèäíî, ìîæåò âîçíèêíóòü æåëàíèå îñâîáîäèòüñÿ îò àíàòîìè÷åñêîé êîìïîíåí-
òû ýòîãî îïðåäåëåíèÿ. Íàïðèìåð, òàêèì îáðàçîì: òðîéêà âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ ïðàâîé,
åñëè êðàò÷àéøèé ïîâîðîò îò ïåðâîãî âåêòîðà êî âòîðîìó ïðîèñõîäèò ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè, åñëè îí íàáëþäàåòñÿ èç êîíöà òðåòüåãî âåêòîðà.

Êîíå÷íî, îñòàåòñÿ ÷óâñòâî íåóäîâëåòâîðåíèÿ ïî ïîâîäó îáîèõ îïðåäåëåíèé. Íî îíî
èìååò íåóñòðàíèìûé õàðàêòåð � â ñèëó ôóíäàìåíòàëüíûõ ïðè÷èí. Äåëî â òîì, ÷òî
ëþáûå òðîéêè íåêîìïëàíàðíûõ âåêòîðîâ ìîãóò èìåòü ðîâíî äâà òèïà îðèåíòàöèè, à
ôèêñàöèÿ îäíîãî èç íèõ, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðîèçâîëüíà. 2

Ìîæíî âûáðàòü ïðîèçâîëüíóþ äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò è îáúÿâèòü, ÷òî òðîéêà
åå áàçèñíûõ âåêòîðîâ èìååò, ñêàæåì, �ïðàâèëüíóþ îðèåíòàöèþ�. Ïóñòü âåêòîð ~a èìå-
åò êîîðäèíàòû a1, a2, a3, âåêòîð ~b � êîîðäèíàòû b1, b2, b3, âåêòîð ~c � êîîðäèíàòû
c1, c2, c3. Òðîéêó âåêòîðîâ ~a, ~b, ~c ìîæíî íàçâàòü òðîéêîé �ïðàâèëüíîé îðèåíòàöèè�,
åñëè

det

 a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

 > 0.

Åñëè îïðåäåëèòåëü ìåíüøå íóëÿ, òî ýòî áóäåò òðîéêà �íåïðàâèëüíîé îðèåíòàöèè�. Òàêèì
îáðàçîì, îïðåäåëåíèå îðèåíòàöèè çàâèñèò îò îáúÿâëåíèÿ òèïà îðèåíòàöèè äëÿ èñõîäíîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå îðèåíòàöèè äëÿ ïàð âåêòîðîâ íà ïëîñ-
êîñòè è äàæå äëÿ ñèñòåì n ìàòðèö-ñòîëáöîâ èç Rn.

10.5 Âåêòîðíîå è ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèÿ
Âåêòîðíûì ïðîèçâåäåíèåì íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ ~a è ~b íàçûâàåòñÿ âåêòîð ~c òàêîé,
÷òî:

• âåêòîð ~c îðòîãîíàëåí ~a è ~b;

• òðîéêà âåêòîðîâ ~a, ~b, ~c ÿâëÿåòñÿ ïðàâîé;

1Åñëè óêàçàòåëüíûé ïàëåö ñîãíóòü, òî ïîëó÷èòñÿ ñîâñåì íå òî.
2Êàê óòâåðæäàåò Ì. Ì. Ïîñòíèêîâ, â ñòàðûå âðåìåíà ïðàâûìè íàçûâàëè êàê ðàç ñåãîäíÿøíèå ëåâûå

òðîéêè.
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• |~c| = |~a| |~b| sinφ(~a, ~b).

Åñëè ~a è ~b êîëëèíåàðíû, òî ~c = ~0. Îáîçíà÷åíèå: ~c = [~a, ~b].

Åñëè ~a =
−→
OA, ~b =

−→
OB, òî äëèíà âåêòîðà ~c, î÷åâèäíî, ðàâíà ïëîùàäè ïàðàëëåëî-

ãðàììà ñî ñòîðîíàìè OA è OB.
×èñëî, ðàâíîå ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ âåêòîðîâ [~a, ~b] è ~c, íàçûâàåòñÿ ñìåøàííûì

ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ ~a, ~b, ~c. Îáîçíà÷åíèå:

(~a, ~b, ~c) = ([~a, ~b], ~c).

Òåîðåìà. Ïóñòü âåêòîðû ~a, ~b, ~c íåêîìïëàíàðíû è V � îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà, íà-
òÿíóòîãî íà ïðèâåäåííûå ê îáùåìó íà÷àëó âåêòîðû ~a, ~b, ~c. Òîãäà

(~a, ~b, ~c) =

{
V, åñëè òðîéêà ~a, ~b, ~c ïðàâàÿ;
−V, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Åñëè âåêòîðû ~a, ~b, ~c êîìïëàíàðíû, òî

(~a, ~b, ~c) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ~a =
−→
OA, ~b =

−→
OB, ~c =

−→
OC, è ïóñòü ~OD = [~a, ~b].

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ,

(~a, ~b, ~c) = |
−→
OD| γ, ãäå γ = cosφ(

−→
OD,

−→
OC).

ßñíî, ÷òî |γ| åñòü äëèíà ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷êè C íà ïëîñêîñòü OAB
(âûñîòà ïàðàëëåëåïèïåäà). Ïðè ýòîì γ > 0, åñëè òî÷êèD è C íàõîäÿòñÿ ïî îäíó ñòîðîíó
îò ïëîñêîñòè OAB, è γ < 0, åñëè ýòè òî÷êè îêàçàëèñü ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò äàííîé

ïëîñêîñòè. Â ïåðâîì ñëó÷àå òðîéêà âåêòîðîâ
−→
OA,

−→
OB,

−→
OC ïðàâàÿ, âî âòîðîì � ëåâàÿ.

2

Ñëåäñòâèå 1.

(~a, ~b, ~c) = (~b, ~c, ~a) = (~c, ~a, ~b) = −(~b, ~a, ~c) = −(~a, ~c, ~b) = −(~c, ~b, ~a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî òðîéêè âåêòîðîâ

{~a, ~b, ~c}, {~b, ~c, ~a}, {~c, ~a, ~b}

èìåþò îäèíàêîâóþ îðèåíòàöèþ, ïðîòèâîïîëîæíóþ îðèåíòàöèè òðîåê âåêòîðîâ

{~b, ~a, ~c}, {~a, ~c, ~b}, {~c, ~b, ~a}. 2

Ñëåäñòâèå 2. Ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå (~a, ~b, ~c) ëèíåéíî ïî êàæäîìó àðãóìåíòó.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñâîéñòâ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñðàçó æå âûòåêàåò ëèíåéíîñòü
ïî òðåòüåìó àðãóìåíòó. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî òðîéêè {~a, ~b, ~c}, {~b, ~c, ~a}, {~c, ~a, ~b}
èìåþò îäèíàêîâóþ îðèåíòàöèþ. Ïîýòîìó

(~a, ~b, ~c) = (~b, ~c, ~a) = (~c, ~a, ~b).
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Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî ëèíåéíîñòü ïî ïåðâîìó è âòîðîìó àðãóìåíòàì. 2

Ñëåäñòâèå 3. Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå àíòèñèììåòðè÷íî:

[~a, ~b] = −[~b, ~a].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ~d = [~a, ~b] + [~b, ~a]. Òîãäà

(~d, ~d) = (~a, ~b, ~d) + (~b, ~a, ~d) = (~a, ~b, ~d)− (~a, ~b, ~d) = 0 ⇒ ~d = ~0. 2

Ñëåäñòâèå 4. Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíî ïî êàæäîìó àðãóìåíòó.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî [~a+~b, ~c] = [~a, ~c]+ [~b, ~c]. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì âåêòîð

~d = [~a+~b, ~c]− [~a, ~c]− [~b, ~c].

Èñïîëüçóÿ ëèíåéíîñòü ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïî êàæäîìó àðãóìåíòó, íàõîäèì

(~d, ~d) = (~a+~b, ~c, ~d)− (~a, ~c, ~d)− (~b, ~c, ~d) = 0 ⇒ ~d = ~0.

Àíàëîãè÷íî, ïóñòü ~d = [α~a, ~b]− α [~a, ~b]. Òîãäà

(~d, ~d) = (α~a, ~b, ~d)− α (~a, ~b, ~d) = 0 ⇒ ~d = ~0.

Ëèíåéíîñòü ïî âòîðîìó àðãóìåíòó âûòåêàåò èç óòâåðæäåíèÿ 3. 2

Îòìåòèì òàêæå äâà ïðîñòûõ, íî ïîëåçíûõ ïðåäëîæåíèÿ.

Êðèòåðèé êîëëèíåàðíîñòè. Âåêòîðû ~a, ~b êîëëèíåàðíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà [~a, ~b] = 0.

Êðèòåðèé êîìïëàíàðíîñòè. Âåêòîðû ~a, ~b, ~c êîìïëàíàðíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà (~a, ~b,~c) = 0.

10.6 Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ
Ïóñòü ~e1, ~e2, ~e3 � áàçèñíûå âåêòîðû äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ëåãêî ïðîâåðèòü,
÷òî

[~e1, ~e2] = ~e3, [~e2, ~e3] = ~e1, [~e3, ~e1] = ~e2.

Äëÿ âåêòîðîâ ~a = a1~e1 + a2~e2 + a3~e3, ~b = b1~e1 + b2~e2 + b3~e3 ïîëó÷àåì

[~a, ~b] = a1b1[~e1, ~e1] + a1b2[~e1, ~e2] + a1b3[~e1, ~e3]

+ a2b1[~e2, ~e1] + a2b2[~e2, ~e2] + a2b3[~e2, ~e3]

+ a3b1[~e3, ~e1] + a3b2[~e3, ~e2] + a3b3[~e3, ~e3]

= (a2b3 − a3b2)~e1 − (a1b3 − a3b1)~e2 + (a1b2 − a2b1)~e3.

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ëåã÷å âñåãî çàïîìíèòü, óâèäåâ â íåì ôîðìàëüíîå ïðèìåíåíèå
òåîðåìû Ëàïëàñà äëÿ ðàçëîæåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ ïî ïåðâîé ñòðîêå:

[~a, ~b] = det

 ~e1 ~e2 ~e3
a1 a2 a3

b1 b2 b3

 .
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10.7 Ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ
Ïîñëå óæå âûïîëíåííîãî íàìè èññëåäîâàíèÿ èíäèêàòîðà ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè,
ïðèâåäøåãî íàñ ê ïîíÿòèþ îïðåäåëèòåëÿ, îòâåò â äàííîì ñëó÷àå òðåáóåò îäíîãî-
åäèíñòâåííîãî âû÷èñëåíèÿ:

(~e1, ~e2, ~e3) = 1.

Òàêèì îáðàçîì, ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå (~a,~b,~c) êàê ôóíêöèÿ ñòîëáöîâ a1

a2

a3

 ,
 b1
b2
b3

 ,
 c1
c2
c3

 ,
ñîñòàâëåííûõ èç êîîðäèíàò âåêòîðîâ ~a, ~b, ~c, ÿâëÿåòñÿ èíäèêàòîðîì ëèíåéíîé çàâèñè-
ìîñòè, è, â ñèëó åãî åäèíñòâåííîñòè, ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëèòåëåì:

(~a,~b,~c) = det

 a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

 .
Ñëåäñòâèå. Îïðåäåëèòåëü ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå � ýòî îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà,
íàòÿíóòîãî íà âåêòîðû, îïðåäåëÿåìûå åãî ñòîëáöàìè.

10.8 Íîðìàëè ê ïðÿìîé è ïëîñêîñòè
Íåíóëåâîé âåêòîð, îðòîãîíàëüíûé ïðÿìîé, íàçûâàåòñÿ åå íîðìàëüþ. Åñëè ïðÿìàÿ íà
ïëîñêîñòè ñ äåêàðòîâîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò çàäàíà îáùèì óðàâíåíèåì

Ax+By + C = 0,

òî âåêòîð ~n = (A, B) îðòîãîíàëåí ëþáîìó âåêòîðó íà äàííîé ïðÿìîé. Â ñàìîì äåëå,
ëþáîé âåêòîð íà ïðÿìîé èìååò âèä ~l = (x2 − x1, y2 − y1), ãäå (x1, y1) è (x2, y2) � äâå
òî÷êè íà äàííîé ïðÿìîé. Ïîäñòàâëÿÿ êîîðäèíàòû òî÷åê â îáùåå óðàâíåíèé ïðÿìîé íà
ïëîñêîñòè, íàõîäèì

A(x2 − x1) +B(y2 − y1) = 0 ⇔ (~n, ~l) = 0.

Àíàëîãè÷íî, íåíóëåâîé âåêòîð, îðòîãîíàëüíûé ïëîñêîñòè, íàçûâàåòñÿ íîðìàëüþ äëÿ
äàííîé ïëîñêîñòè. Åñëè ïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâå ñ äåêàðòîâîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò
çàäàíà îáùèì óðàâíåíèåì

Ax+By + Cz +D,

òî âåêòîð ~n = (A, B, C) � åå íîðìàëü.
Èñïîëüçóÿ âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå, íîðìàëü ìîæíî ïîñòðîèòü, èìåÿ ïàðó íåêîëëè-

íåàðíûõ âåêòîðîâ ~a è~b, ïðèíàäëåæàùèõ ïëîñêîñòè: âåêòîð [~a, ~b] îðòîãîíàëåí ïëîñêîñòè
âåêòîðîâ ~a è ~b. (Êîíå÷íî, íîðìàëü ê ïëîñêîñòè îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî
íåíóëåâîãî êîýôôèöèåíòà.)
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10.9 Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè
Ðàññìîòðèì ïðÿìóþ l : Ax+By+C = 0 íà ïëîñêîñòè ñ äåêàðòîâîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò
è òî÷êó M0 = (x0, y0) /∈ l. Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè ðàññòîÿíèå ρ(M0, l) îò òî÷êè M0 äî
ïðÿìîé l, íóæíî âûïîëíèòü òàêèå äåéñòâèÿ:

• ïðîâåñòè ÷åðåç òî÷êó M0 ïðÿìóþ l0, îðòîãîíàëüíóþ ïðÿìîé l;

• íàéòè òî÷êó M1 = (x1, y1) ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ l0 è l;

• âû÷èñëèòü äëèíó îòðåçêà M0M1.

Ìû óæå çíàåì, ÷òî âåêòîð ~n = (A, B) îðòîãîíàëåí ïðÿìîé l. Ïîýòîìó ïðÿìàÿ l0 åñòü
ìíîæåñòâî òî÷åê âèäà

l0 = {(x, y) : x = x0 + At, y = y0 +Bt, t ∈ R}.

Íàéäåì çíà÷åíèå ïàðàìåòðà t, ïðè êîòîðîì (x, y) ∈ l:

A(x0 + At) +B((y0 +Bt) + C = 0 ⇒ t = −Ax0 +By0 + C

A2 +B2
.

Äàëåå,
−→

M0M1 = (At, Bt) ⇒

ρ(M0, l) = |
−→

M0M1| =
|Ax0 +By0 + C|√

A2 +B2
.

10.10 Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïëîñêîñòè
Ðàññìîòðèì ïëîñêîñòü π : Ax + By + Cz + D = 0 â ãåîìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ñ
äåêàðòîâîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò è òî÷êó M0 = (x0, y0, z) /∈ π. Ðàññòîÿíèå ρ(M0, l) îò
òî÷êè M0 äî ïëîñêîñòè π âû÷èñëÿåòñÿ â ïîëíîé àíàëîãèè ñî ñëó÷àåì òî÷êè è ïðÿìîé
íà ïëîñêîñòè:

ρ(M0, π) =
|Ax0 +By0 + Cz0 +D|√

A2 +B2 + C2
.

10.11 Êðèòåðèè ïàðàëëåëüíîñòè âåêòîðà ïðÿìîé è ïëîñêîñòè
Ïóñòü íà ïëîñêîñòè çàäàíû ïðÿìàÿ l : Ax+By+c = 0 è âåêòîð ~v = (v1, v2). Åñëè ñèñòåìà
êîîðäèíàò äåêàðòîâà, òî âåêòîð ~n = (A,B) ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüþ ê ïðÿìîé l. Ïîýòîìó
âåêòîð ~v ïàðàëëåëåí ïðÿìîé l òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (~v, ~n) = 0. Ó÷èòûâàÿ âèä
ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ, ïîëó÷àåì

~v ‖ l ⇔ Av1 +Bv2 = 0. (1)

Äëÿ ïëîñêîñòè π : Ax + By + Cz +D = 0 è âåêòîðà ~v = (v1, v2, v3) â ïðîñòðàíñòâå ñ
äåêàðòîâîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò ïîëó÷àåì àíàëîãè÷íûé êðèòåðèé ïàðàëëåëüíîñòè:

~v ‖ π ⇔ Av1 +Bv2 + Cv3 = 0. (2)

Çàìåòèì, ÷òî êðèòåðèè ïàðàëëåëüíîñòè (1) è (2) îñòàþòñÿ â ñèëå è â ñëó÷àå ïðîèç-
âîëüíîé àôôèííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (äîêàæèòå!).
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10.12 Ïîëóïëîñêîñòè è ïîëóïðîñòðàíñòâà
Ïóñòü íà ïëîñêîñòè äàíà ïðÿìàÿ l : Ax+ By + C = 0. Òîãäà ëþáàÿ òî÷êà P = (x, y) íà
ïëîñêîñòè ïðèíàäëåæèò îäíîìó èç òðåõ ìíîæåñòâ

l = {(x, y) : Ax+By + C = 0},

π+ = {(x, y) : Ax+By + C > 0}, π− = {(x, y) : Ax+By + C < 0}.

Ãîâîðÿò, ÷òî ïðÿìàÿ l äåëèò ïëîñêîñòü íà äâå ïîëóïëîñêîñòè π+ è π−.
Âîçüìåì äâå òî÷êè P = (x1, y1) è Q = (x2, y2), òîãäà ëþáàÿ òî÷êà îòðåçêà PQ èìååò

êîîðäèíàòû

x = x1 + t(x2 − x1) = (1− t)x2 + tx1, y = y1 + t(y2 − y1) = (1− t)y2 + ty1, 0 ≤ t ≤ 1.

Îòñþäà ÿñíî, ÷òî åñëè P è Q ïðèíàäëåæàò îáå îäíîìó èç ìíîæåñòâ π+ èëè π−, òî âñå
òî÷êè îòðåçêà PQ ïðèíàäëåæàò òîìó æå ìíîæåñòâó.

Ìíîæåñòâî òî÷åê, ñîäåðæàùåå âìåñòå ñ ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè âñå òî÷êè ñîåäèíÿ-
þùåãî èõ îòðåçêà, íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì. Òàêèì îáðàçîì, êàæäîå èç ìíîæåñòâ l, π+, π−

ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì.
Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî P ∈ π+, íî Q ∈ π−. Òîãäà óðàâíåíèå

A(x1 + (t(x2 − x1)) +B(y1 + t(y2 − y1)) + C = 0

âûïîëíÿåòñÿ ïðè

t =
Ax1 +By1 + C

(Ax1 +By1 + C)− (Ax2 +By2 + C)
,

îòêóäà âèäíî, ÷òî 0 < t < 1. Ñëåäîâàòåëüíî, íåêîòîðàÿ òî÷êà îòðåçêà PQ ïðèíàäëåæèò
ïðÿìîé l.

Èòàê, äâå òî÷êè ïðèíàäëåæàò îäíîé ïîëóïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî çàäàííîé ïðÿ-
ìîé l â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ñîåäèíÿþùèé èõ îòðåçîê íå èìååò îáùèõ
òî÷åê ñ ïðÿìîé l.

Àíàëîãè÷íî, ïëîñêîñòü π : Ax + By + Cz +D = 0 äåëèò ïðîñòðàíñòâî íà äâà ïîëó-
ïðîñòðàíñòâà

π+ = {(x, y, z) : Ax+By + Cz +D > 0}, π− = {(x, y, z) : Ax+By + Cz +D < 0}.

Ïðè ýòîì äâå òî÷êè ïðèíàäëåæàò îäíîìó ïîëóïðîñòðàíñòâó îòíîñèòåëüíî çàäàííîé
ïëîñêîñòè π â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ñîåäèíÿþùèé èõ îòðåçîê íå ïåðåñåêà-
åòñÿ ñ ïëîñêîñòüþ π.
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ÎÑÍÎÂÍÀß ×ÀÑÒÜ

11.1 Ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà
Ïðè èçó÷åíèè ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè âåêòîðîâ, ëèíåéíûõ îáîëî÷åê, áàçèñîâ, ðàçìåðíîñ-
òåé â ïðåäûäóùèõ ëåêöèÿõ ìû ïîëàãàëè, ÷òî âåêòîðû � ýòî ìàòðèöû-ñòîëáöû ñ âåùåñò-
âåííûìè ýëåìåíòàìè. Âïðî÷åì, ïðè èçó÷åíèè ðàíãà ìàòðèöû ðå÷ü óæå çàõîäèëà òàêæå
î ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè è íåçàâèñèìîñòè ñòðîê ìàòðèöû. Êîíå÷íî, ñ ôîðìàëüíîé òî÷-
êè çðåíèÿ ñòðîêè ìîæíî òðàíñïîíèðîâàòü è ñíîâà èìåòü äåëî ñ ìàòðèöàìè-ñòîëáöàìè.
Îäíàêî, âñå ïåðå÷èñëåííûå âûøå ïîíÿòèÿ è ìíîãèå ïîëó÷åííûå ôàêòû áåç âñÿêèõ èçìå-
íåíèé ìîæíî ïðèìåíÿòü è â ñëó÷àå, êîãäà ïîä âåêòîðàìè ïîíèìàþòñÿ ìàòðèöû êàêèõ-
ëèáî ôèêñèðîâàííûõ ðàçìåðîâ. Óæå îäíî ýòî çàñòàâëÿåò ïîäóìàòü î ââåäåíèè áîëåå
îáùåãî (è áîëåå àáñòðàêòíîãî) ïîíÿòèÿ âåêòîðà.

Êðîìå òîãî, èçó÷àÿ áàçèñû è ðàçìåðíîñòè, ìû èìåëè äåëî èñêëþ÷èòåëüíî ñ ëèíåé-
íûìè îáîëî÷êàìè âåêòîðîâ, à ýòî íå âñåãäà óäîáíî: íàïðèìåð, ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé
îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ax = 0 ÿâëÿåòñÿ, êîíå÷íî,
ëèíåéíîé îáîëî÷êîé âåêòîðîâ ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé, íî áûëî áû ïîëåçíî
èìåòü ïðàâî îáñóæäàòü ñâîéñòâà ýòîãî ìíîæåñòâà áåç óïîìèíàíèÿ îá îáðàçóþùåé åãî
ñèñòåìå âåêòîðîâ.

Äàâàéòå ñêàæåì, ÷òî âåêòîðû � ýòî ýëåìåíòû íåêîòîðîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà V ,
íà êîòîðîì îïðåäåëåíû äâå îïåðàöèè: ñëîæåíèå âåêòîðîâ (åñëè a, b ∈ V , òî a + b ∈ V )
è óìíîæåíèå âåêòîðîâ íà âåùåñòâåííûå ÷èñëà (åñëè a ∈ V è α ∈ R, òî αa ∈ V ) .
Ïîòðåáóåì, ÷òîáû äàííûå îïåðàöèè îáëàäàëè ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

• (a+ b) + c = a+ (b+ c) ∀ a, b ∈ V ( àññîöèàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ);

• ñóùåñòâóåò îñîáûé âåêòîð 0, íàçûâàåìûé íóëåâûì âåêòîðîì, òàêîé ÷òî

a+ 0 = 0 + a = a ∀a ∈ V ;

• äëÿ ëþáîãî âåêòîðà a ∈ V ñóùåñòâóåò âåêòîð b ∈ V òàêîé, ÷òî

a+ b = b+ a = 0;

• a+ b = b+ a ∀ a, b ∈ V (êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ);

• α(β a) = (αβ) a ∀ α, β ∈ R, ∀ a ∈ V ;

• (α+ β) a = (αa) + (βa) ∀ α, β ∈ R, ∀a ∈ V (äèñòðèáóòèâíîñòü);

79
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• α(a+ b) = (αa) + (αb) ∀ α ∈ R, ∀ a, b ∈ V (äèñòðèáóòèâíîñòü);

• 1 · a = a ∀ a ∈ V . 1

Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ìíîæåñòâî V íàçûâàåòñÿ âåùåñòâåííûì ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì.
×àñòî âñòðå÷àþùèéñÿ òåðìèí-ñèíîíèì � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî.

Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî V îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ àáå-
ëåâîé ãðóïïîé. Ðîëü åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà èãðàåò íóëåâîé âåêòîð. Âåêòîð b òàêîé, ÷òî
a+ b = b+ a = 0, íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûì ê âåêòîðó a è îáîçíà÷àåòñÿ b ≡ −a.

Íåêîòîðûå ïðèâû÷íûå ñâîéñòâà äàííûõ îïåðàöèé, ðàíåå ñâîáîäíî ïðèìåíÿâøèõñÿ
ê ìàòðèöàì-ñòîëáöàì, â ðàññìîòðåííîì áîëåå àáñòðàêòíîì ñëó÷àå íóæäàþòñÿ â äîêà-
çàòåëüñòâàõ.

Óòâåðæäåíèå 1. 0 · a = 0 ∀ a ∈ V .
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó äèñòðèáóòèâíîñòè, 0 · a = (0 + 0) · a = (0 · a) + (0 · a). Äàëåå,
ïóñòü b = −(0 · a) (ïðîòèâîïîëîæíûé âåêòîð ê âåêòîðó 0 · a). Òîãäà 0 = b + (0 · a) =
(b+ (0 · a)) + (0 · a) ⇒ 0 = 0 · a. 2

Óòâåðæäåíèå 2. (−1) · a = −a ∀ a ∈ V .
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 1 è äèñòðèáóòèâíîñòè, 0 = 0·a = (1+(−1))·a =
(1 · a) + ((−1) · a) = a+ ((−1) · a). 2

Óòâåðæäåíèå 3. Åñëè α · a = 0, òî ëèáî α = 0, ëèáî a = 0.
Äîêàçàòåëüñòâî. 2 Ïóñòü α 6= 0. Òîãäà

a = 1 · a =

((
1

α

)
α

)
· a =

(
1

α

)
(α · a) =

(
1

α

)
· 0 = 0. 2

Êàê è ðàíüøå, äëÿ ëþáûõ ÷èñåë α1, . . . , αn âåêòîð w âèäà

w = α1a1 + . . .+ αnan

íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ a1, . . . an, à ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ êîì-
áèíàöèé ñî âñåìè âîçìîæíûìè çíà÷åíèÿìè êîýôôèöèåíòîâ α1, . . . , αn íàçûâàåòñÿ ëè-
íåéíîé îáîëî÷êîé âåêòîðîâ a1, . . . , an è îáîçíà÷àåòñÿ L(a1, . . . , an).

11.2 Ïðèìåðû áåñêîíå÷íîìåðíûõ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ
(1) Ìíîæåñòâî ôóíêöèé ñ âåùåñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè íà îòðåçêå [0, 1].

Ñóììà f +g ôóíêöèé f è g îïðåäåëÿåòñÿ êàê ôóíêöèÿ ñî çíà÷åíèÿìè (f +g)(x) =
f(x) + g(x). Ïðè óìíîæåíèè ôóíêöèè íà ÷èñëî ïîëó÷àåòñÿ ôóíêèöÿ αf , îïðåäå-
ëÿåìàÿ ïðàâèëîì (αf)(x) = αf(x). Ðîëü íóëåâîãî âåêòîðà âûïîëíÿåò ôóíêöèÿ,
òîæäåñòâåííî ðàâíàÿ íóëþ.

1Äàííîå ñâîéñòâî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî êàæäûé âåêòîð a ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå a = αb äëÿ
íåêîòîðîãî âåêòîðà b è íåêîòîðîãî ÷èñëà α. Â ñàìîì äåëå, åñëè ýòî ñâîéñòâî âûïîëíåíî, òî ìîæíî âçÿòü
b = a è α = 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïóñòü âûïîëíåíèå ýòîãî ñâîéñòâà íå ïðåäïîëàãàåòñÿ, íî èçâåñòíî, ÷òî
a = αb. Òîãäà, èñïîëüçóÿ àêñèîìó α(β a) = (αβ) a, ïîëó÷àåì 1 · (αb) = (1 · α) · b = αb ⇒ 1 · a = a.

2Óòâåðæäåíèå íåëüçÿ ïîëó÷èòü áåç àêñèîìû 1 ·a = a. Â ñàìîì äåëå, âîçüìåì ëþáóþ àáåëåâó ãðóïïó
V ñ íóëåâûì ýëåìåíòîì 0 è îïðåäåëèì óìíîæåíèå íà ÷èñëî ïðàâèëîì αa = 0 äëÿ âñåõ ÷èñåë α è
âåêòîðîâ a ∈ V . Ïðè ýòîì áóäóò âûïîëíåíû âñå àêñèîìû ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà, êðîìå äàííîé.
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(2) Ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {xk}∞k=1.

Ñóììà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {xk} è {yk} îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{zk} ñ ÷ëåíàìè zk = xk + yk. Ïðîèçâåäåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk} íà ÷èñëî
α îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zk} ñ ÷ëåíàìè zk = αxk. Ðîëü íóëåâîãî
âåêòîðà âûïîëíÿåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, â êîòîðîé âñå ýëåìåíòû ðàâíû íóëþ.

(3) Ìíîæåñòâî ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {xk}∞k=1.

Îïåðàöèè îïðåäåëÿþòñÿ òàê æå, êàê è â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíûõ áåñêîíå÷íûõ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé. Íåîáõîäèìî ëèøü çàìåòèòü, ÷òî ñóììà ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé îñòàíåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, à óìíîæåíèå ñõîäÿùåéñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà ÷èñëî òàêæå äàåò ñõîäÿùóþñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Ïðèìåðû (1)-(3) çàìå÷àòåëüíû òåì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ëèíåéíûå ïðîñòðàíñò-
âà íå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíîé îáîëî÷êîé êàêîãî-òî êîíå÷íîãî ÷èñëà ñâîèõ âåêòîðîâ. Òàêèå
ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàçûâàþòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíûìè.

Äîêàæåì, íàïðèìåð, áåñêîíå÷íîìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé. Ïðåäïîëîæèì îò
ïðîòèâíîãî, ÷òî îíî ñîâïàäàåò ñ ëèíåéíîé îáîëî÷êîé êàêèõ-òî ôóíêöèé f1, . . . , fn. Òîãäà
ëþáàÿ ôóíêöèÿ f èìååò âèä

f(x) = α1f1(x) + . . .+ αnfn(x). (∗)

Âûáåðåì n ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷åê x1, . . . , xn ∈ [0, 1] è äëÿ ïðîèçâîëüíî âûáðàííîé
ôóíêöèè f ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

α1(f) f1(x1) + . . . + αn(f) fn(x1) = f(x1),
. . . . . . . . . . . .

α1(f) f1(xn) + . . . + αn(f) fn(xn) = f(xn).

Ýòî åñòü ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî α1(f), . . . , αn(f).
Åñëè ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ äàííîé ñèñòåìû íåîáðàòèìà, òî çàâåäîìî ðåøåíèå ñó-
ùåñòâóåò íå äëÿ ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè. Òîãäà ðàâåíñòâî (∗) íå âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû äëÿ
îäíîé ôóíêöèè f . Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ äîëæíà áûòü îáðàòèìîé.
Ïîýòîìó äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè f êîýôôèöèåíòû α1(f), . . . , αn(f) îïðåäåëåíû îäíî-
çíà÷íî.

Ïóñòü òåïåðü òî÷êà x∗ ∈ [0, 1] íå ñîâïàäàåò íè ñ îäíîé èç òî÷åê x1, . . . , xn. Çàâåäîìî
ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ g òàêàÿ, ÷òî g(xi) = f(xi) ïðè i = 1, . . . , n, íî g(x∗) 6= f(x∗).
ßñíî, ÷òî αi(f) = αi(g) ïðè i = 1, . . . , n, îòêóäà f = g, ÷åãî áûòü íå ìîæåò, ïîñêîëüêó
f(x∗) 6= g(x∗). 2

11.3 Ïðèìåðû êîíå÷íîìåðíûõ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ
Ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ëèíåéíóþ îáîëî÷êó íåêîòîðîãî êîíå÷-
íîãî ÷èñëà ñâîèõ âåêòîðîâ, íàçûâàþòñÿ êîíå÷íîìåðíûìè.

(1) Ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ïîðÿäêà n.

Ìíîãî÷ëåíîì (ïîëèíîìîì) îò x ïîðÿäêà n íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ, ïðåäñòàâèìàÿ â
âèäå

f(x) = an−1x
n−1 + an−2x

n−2 + . . .+ a1x+ a0.
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Åñëè ak 6= 0 è ak+1 = . . . = an−1 = 0, òî k íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ ìíîãî÷ëåíà f(x).
Âûðàæåíèÿ âèäà axi íàçûâàþòñÿ îäíî÷ëåíàìè, èëè ìîíîìàìè.

Ñóììà ìíîãî÷ëåíîâ è óìíîæåíèå ìíîãî÷ëåíà íà ÷èñëî îïðåäåëÿþòñÿ òàê æå, êàê â
ñëó÷àå ôóíêöèé îáùåãî âèäà. Ïðè ýòîì ÿñíî, ÷òî ðåçóëüòàòû ýòèõ îïåðàöèé îñòà-
þòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè. Î÷åâèäíî, ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ïîðÿäêà
n ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé îáîëî÷êîé îäíî÷ëåíîâ âèäà

xn−1, xn−2, . . . , x1, x0 ≡ 1.

(2) Ìíîæåñòâî m× n-ìàòðèö ñ ôèêñèðîâàííûìè ðàçìåðàìè m è n.

Â äàííîì ñëó÷àå ñëîæåíèå âåêòîðîâ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñëîæåíèå ìàòðèö, à óìíî-
æåíèå âåêòîðà íà ÷èñëî � êàê óìíîæåíèå ìàòðèöû íà ÷èñëî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ekl = [(Ekl)ij] ìàòðèöó ðàçìåðîâ m× n ñ ýëåìåíòàìè âèäà

(Ekl)ij =

{
1, i = k, j = l,
0, èíà÷å.

Òàêèõ ìàòðèö ðîâíî mn è î÷åâèäíî, ÷òî âñå ïðîñòðàíñòâî m×n-ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ
èõ ëèíåéíîé îáîëî÷êîé.

(3) Ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé Ax = b.

Åñëè ðàíãm×n-ìàòðèöû A ðàâåí r, òî ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé äàííîé
îäíîðîäíîé ñèñòåìû ñîäåðæèò n−r âåêòîðîâ, à âñå ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñîâïàäàåò
ñ èõ ëèíåéíîé îáîëî÷êîé.

Äàííîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ íóëü-ïðîñòðàíñòâîì, èëè ÿäðîì ìàò-
ðèöû A. Îáîçíà÷åíèå: kerA (â íåêîòîðûõ êíèãàõ nullA).

(4) Ìíîæåñòâî âñåõ ñòîëáöîâ âèäà y = Ax (äëÿ çàäàííîé ìàòðèöû A).

Ýòî õîðîøî çíàêîìîå íàì ìíîæåñòâî, ñîâïàäàþùåå ñ ëèíåéíîé îáîëî÷êîé ñòîëá-
öîâ ìàòðèöû A. Îíî íàçûâàåòñÿ îáðàçîì ìàòðèöû A. Îáîçíà÷åíèå: imA.

11.4 Áàçèñ è ðàçìåðíîñòü
Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ, îíî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé îáî-
ëî÷êîé êîíå÷íîãî ÷èñëà ñâîèõ âåêòîðîâ:

V = L(a1, . . . , an).

Ïîíÿòèÿ ëèíåéíî çàâèñèìîé è ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåì âåêòîðîâ â àáñòðàêòíîì
ñëó÷àå íè÷åì íå îòëè÷àþòñÿ îò òåõ æå ïîíÿòèé â ñëó÷àå ìàòðèö-ñòîëáöîâ. Òî æå ñïðà-
âåäëèâî â îòíîøåíèè áàçèñà è ðàçìåðíîñòè:

• V ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ëèíåéíóþ îáîëî÷êó íåêîòîðîé ëèíåéíî íåçàâèñèìîé
ïîäñèñòåìû âåêòîðîâ a1, . . . , an;

• áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå V îïðåäåëÿåòñÿ êàê ëþáàÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà
âåêòîðîâ, äëÿ êîòîðîé V ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé îáîëî÷êîé; ëþáûå äâà áàçèñà â V
ñîäåðæàò îäèíàêîâîå ÷èñëî âåêòîðîâ; ÷èñëî âåêòîðîâ â áàçèñå íàçûâàåòñÿ ðàçìåð-
íîñòüþ ïðîñòðàíñòâà V è îáîçíà÷àåòñÿ dimV ;



Å. Å. Òûðòûøíèêîâ 83

• ëþáóþ ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ èç V ìîæíî äîñòðîèòü äî áàçèñà
V ; áîëåå òîãî, ýòî ìîæíî ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ ÷àñòè âåêòîðîâ a1, . . . , an.

Äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ ïðåäëîæåíèé ïîâòîðÿþò äîêàçàòåëüñòâà èç Ëåêöèè 3 äëÿ ÷àñò-
íîãî ñëó÷àÿ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ � êîãäà ïîä âåêòîðàìè ïîäðàçóìåâàëèñü ìàòðèöû-
ñòîëáöû.

11.5 Ïîäïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà
Íåïóñòîå ìíîæåñòâîW ⊂ V íàçûâàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V ,
åñëè îíî ñàìî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé, äåéñòâóþùèõ
â V . ßñíî, ÷òî äëÿ òîãî ÷òîáû W áûëî ïîäïðîñòðàíñòâîì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ a, b ∈ W è ëþáîãî ÷èñëà α èìåëè ìåñòî âêëþ÷åíèÿ a+b ∈ W
è αa ∈ W .

Åñëè âåêòîðû a1, . . . , an ïðèíàäëåæàò ïîäïðîñòðàíñòâó W , òî L(a1, . . . , an) ⊂ W.

ÏÐÈÌÅÐ. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî V âñåõ ñâîáîäíûõ âåêòîðîâ íà ïëîñêîñòè ñ ñèñòå-
ìîé êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì â òî÷êå O. Ïîñêîëüêó êàæäûé ñâîáîäíûé âåêòîð ïîðîæäàåòñÿ
îäíèì è òîëüêî îäíèì ðàäèóñ-âåêòîðîì, ëþáîå ïîäìíîæåñòâî ñâîáîäíûõ âåêòîðîâ ìîæ-

íî îòîæäåñòâëÿòü ñ ïîäìíîæåñòâîì ðàäèóñ-âåêòîðîâ
−→
OA èëè èõ êîíöîâ � òî÷åê A.

Ìíîæåñòâî V , î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì. Ëþáàÿ ïðÿìàÿ, ïðîõî-
äÿùàÿ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì â V . Â òî æå âðåìÿ, åñëè l �
ïðÿìàÿ, íå ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, òî îíà ïîäïðîñòðàíñòâîì íå ÿâëÿåòñÿ:

ïóñòü A,B ∈ l è
−→
OC =

−→
OA+

−→
OB; ÿñíî, ÷òî C /∈ l.

Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî Rn íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ êî-

íå÷íîãî ÷èñëà ìíîæåñòâ, êàæäîå èç êîòîðûõ íå ñîâïàäàåò ñ Rn è ÿâëÿåòñÿ åãî ïîäïðîñòðàíñòâîì.

11.6 Ñóììà è ïåðåñå÷åíèå ïîäïðîñòðàíñòâ
Ïóñòü P è Q � ïîäïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V . Ïîä ñóììîé P + Q ïîíè-
ìàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ âèäà w = p + q, ãäå p ∈ P , q ∈ Q. Ïîä ïåðåñå÷åíèåì
P ∩Q ïîíèìàåòñÿ îáû÷íîå ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ.

Óòâåðæäåíèå. Ìíîæåñòâà P +Q è P ∩Q ÿâëÿþòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâàìè â V .

Äîêàçàòåëüñòâî.
(1) Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ âåêòîðîâ w1, w2 ∈ P + Q. Ïî

îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà P + Q, w1 = p1 + q1 è w2 = p1 + q2, ãäå p1, p2 ∈ P è q1, q2 ∈ Q.
Òîãäà

α1w1 + α2w2 = (α1p1 + α2p2) + (α1q1 + α2q2) ∈ P +Q,

ïîñêîëüêó âåêòîð â ïåðâîé ñêîáêå ïðèíàäëåæèò P , à âåêòîð âòîðîé ñêîáêè ïðèíàäëåæèò
Q (P è Q � ïîäïðîñòðàíñòâà, ïîýòîìó îíè ñîäåðæàò âñå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ñâîèõ
âåêòîðîâ).

(2) Àíàëîãè÷íî, ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ âåêòîðîâ w1, w2 ∈ P ∩Q:

αw1 + α2w2 ∈ P è îäíîâðåìåíííî α1w1 + α2w2 ∈ Q

⇒ αw1 + α2w2 ∈ P ∩Q. 2
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Çàìåòèì, ÷òî ëþáûå äâà ïîäïðîñòðàíñòâà èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå: êàæäîå èç
íèõ ñîäåðæèò, ïî êðàéíåé ìåðå, íóëåâîé âåêòîð.

Òåîðåìà Ãðàññìàíà. Ïóñòü W1 è W2 � êîíå÷íîìåðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî
ïðîñòðàíñòâà V . Òîãäà

dim(W1 +W2) = dimW1 + dimW2 − dim(W1 ∩W2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì áàçèñ g1, . . . , gr ïîäïðîñòðàíñòâà W1 ∩W2 è äîïîëíèì
åãî ñíà÷àëà äî áàçèñà W1

g1, . . . , gr, pr+1, . . . , pr+k, r + k = dimW1,

à çàòåì äî áàçèñà W2

g1, . . . , gr, qr+1, . . . , qr+m, r +m = dimW2.

Î÷åâèäíî,
W1 +W2 = L(g1, . . . , gr, pr+1, . . . , pr+k, qr+1, . . . , qr+m).

Ïîýòîìó îñòàåòñÿ äîêàçàòü ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü âåêòîðîâ, ïîðîæäàþùèõ äàííóþ
ëèíåéíóþ îáîëî÷êó. Ïóñòü

α1 g1 + . . .+ αr gr + βr+1 pr+1 + . . .+ βr+k pr+k + γr+1 qr+1 + . . .+ γr+m qr+m = 0.

Îòñþäà

α1 g1 + . . .+αr gr + βr+1 pr+1 + . . .+βr+k pr+k = −(γr+1 qr+1 + . . .+γr+m qr+m) ∈ W1∩W2.

Ïîñêîëüêó W1 ∩W2 = L(g1, . . . , gr), äëÿ êàêèõ-òî êîýôôèöèåíòîâ δ1, . . . , δr èìååì

δ1 g1 + . . .+ δr gr = −(γr+1 qr+1 + . . .+ γr+m qr+m).

Ýòî ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó

δ1 g1 + . . .+ δr gr + γr+1 qr+1 + . . .+ γr+m qr+m = 0

⇒ δ1 = . . . = δr = γr+1 = . . . = γr+m = 0 ⇒ α1 = . . . = αr = βr+1 = . . . = βr+m = 0. 2
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ÎÑÍÎÂÍÀß ×ÀÑÒÜ

12.1 Ðàçëîæåíèå ïî áàçèñó
Ïóñòü V � âåùåñòâåííîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n è f1, . . . , fn � íåêîòîðûé
åãî áàçèñ. Òîãäà ëþáîé âåêòîð v ∈ V èìååò îäíîçíà÷íîå ðàçëîæåíèå ïî äàííîìó áàçèñó

v = x1f1 + . . .+ xnfn.

Êîýôôèöèåíòû x1, . . . , xn íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòàìè âåêòîðà v â äàííîì áàçèñå. Ïîíÿò-
íî, ÷òî ìåæäó ýëåìåíòàìè ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V è ìíîæåñòâà ñòîëáöîâ Rn èìååòñÿ
âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå

v ↔ x =

 x1

. . .
xn

 .
Ïðè âûáîðå äðóãîãî áàçèñà g1, . . . , gn âîçíèêàåò åùå îäíî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñî-

îòâåòñòâèå ìåæäó òåìè æå ìíîæåñòâàìè:

v = y1g1 + . . .+ yngn ↔ y =

 y1

. . .
yn

 .
Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèÿ

f1 = p11g1 + . . . + pn1gn,
. . . . . . . . .
fn = p1ng1 + . . . + pnngn

(∗)

è ââåäåì n× n-ìàòðèöó P = [pij]. Èñïîëüçóÿ (∗), ëåãêî ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå

y = Px,

ïîçâîëÿþùåå ïåðåõîäèòü îò êîîðäèíàò âåêòîðà â áàçèñå {fi} ê êîîðäèíàòàì òîãî æå
âåêòîðà â áàçèñå {gi}. (Äîêàæèòå, ÷òî P îáðàòèìà � ýòî î÷åíü ëåãêî.)

Ìàòðèöó P ëîãè÷íî áûëî áû íàçûâàòü ìàòðèöåé ïåðåõîäà îò áàçèñà {fi} ê áàçèñó
{gi}. Íî îíà âñå æå íàçûâàåòñÿ îáû÷íî ìàòðèöåé ïåðåõîäà îò áàçèñà {gi} ê áàçèñó
{fi}. Âïðî÷åì, äåëî íå â íàçâàíèè � âàæíî, êîíå÷íî, ïðàâèëüíî åþ ïîëüçîâàòüñÿ ïðè
ïåðåñ÷åòå êîîðäèíàò!

85
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12.2 Èçîìîðôèçì ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ
Äâà âåùåñòâåííûõ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâà V è W íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè ñó-
ùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå Φ : V → W , ñîõðàíÿþùåå îïåðàöèè â ñëå-
äóþùåì ñìûñëå:

Φ(a+ b) = Φ(a) + Φ(b), Φ(α a) = αΦ(a) ∀ a, b ∈ V, ∀ α ∈ R.

Ñàìî îòîáðàæåíèå Φ íàçûâàåòñÿ ïðè ýòîì èçîìîðôèçìîì.
Çàìåòèì, ÷òî îïåðàöèè ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî â ëåâîé è ïðàâîé

÷àñòÿõ äàííûõ ðàâåíñòâ, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçíûå! Îïåðàöèè ñëåâà äåéñòâóþò â V , à îïå-
ðàöèè ñïðàâà � â W . Òåì íå ìåíåå, åñëè óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâà èçîìîðôíû, òî
ýòî îçíà÷àåò èõ íåðàçëè÷èìîñòü ñ òî÷êè çðåíèÿ ñâîéñòâ îïåðàöèé.

Óòâåðæäåíèå. Φ(0) = 0, Φ(−a) = −Φ(a) ∀ a ∈ V .
Äîêàçàòåëüñòâî. Φ(0) = Φ(0 + 0) = Φ(0) + Φ(0). Ïðèáàâèì ê îáåèì ÷àñòÿì âåêòîð
b = −Φ(a) (âåêòîð, ïðîòèâîïîëîæíûé ê Φ(a)):

0 = b+ Φ(0) = (b+ Φ(0)) + Φ(0) = 0 + Φ(0) = Φ(0) ⇒ Φ(0) = 0. 2

Íà ìíîæåñòâå âñåõ âåùåñòâåííûõ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ èçîìîðôèçì ïîðîæäàåò,
î÷åâèäíî, îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè. Âàæíî, ÷òî èññëåäîâàíèÿ, âûïîëíåííûå äëÿ îä-
íîãî ïðîñòðàíñòâà V , ñðàçó æå ïåðåíîñÿòñÿ íà ëþáîå èçîìîðôíîå åìó ïðîñòðàíñòâî.
Íàïðèìåð, âåêòîðû a1, . . . , an ∈ V ëèíåéíî çàâèñèìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëè-
íåéíî çàâèñèìû âåêòîðû Φ(a1), . . . ,Φ(an).

Òåîðåìà. Ëþáîå âåùåñòâåííîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî V ðàçìåðíîñòè n = dimV
èçîìîðôíî Rn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì êàêîé-íèáóäü áàçèñ a, . . . , an â ïðîñòðàíñòâå V è îïðåäåëèì
îòîáðàæåíèå Φ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Φ(v) =

 x1

. . .
xn

 ,
ãäå x1, . . . , xn � êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà v ïî äàííîìó áàçèñó:

v = x1a1 + . . . + xnan.

Ñîõðàíåíèå îïåðàöèé ïðîâåðÿåòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì. 2

Ñëåäñòâèå. Ëþáûå êîíå÷íîìåðíûå âåùåñòâåííûå ïðîñòðàíñòâà îäèíàêîâîé ðàçìåð-
íîñòè èçîìîðôíû.

12.3 Ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ
Ïóñòü Pn � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ïîðÿäêà n ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôè-
öèåíòàìè. Äîêàæåì, ÷òî Pn èçîìîðôíî Rn.

Ëþáîé ìíîãî÷ëåí p(x) ïîðÿäêà n èìååò âèä

p(x) = pn−1x
n−1 + . . .+ p1x+ p0. (∗)
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Ïîýòîìó êàæåòñÿ, ÷òî ñ îïðåäåëåíèåì èçîìîðôèçìà Φ íåò ïðîáëåì:

Φ(p(x)) =

 p0

. . .
pn−1

 .
Äåéñòâèòåëüíî, ýòî îòîáðàæåíèå ñîõðàíÿåò îïåðàöèè. Íî áóäåò ëè îíî âçàèìíî-
îäíîçíà÷íûì?

Åñëè ïîä ìíîãî÷ëåíîì ïîíèìàåòñÿ ôîðìàëüíîå âûðàæåíèå âèäà (∗) è ïðè ýòîì ðà-
âåíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî âñåõ êîýôôèöèåíòîâ ïðè îäèíàêîâûõ
ñòåïåíÿõ x, òî âçàèìíàÿ îäíîçíà÷íîñòü î÷åâèäíà.

Åñëè æå ïîä ìíîãî÷ëåíîì ïîíèìàåòñÿ ôóíêöèÿ îò x âèäà (∗), òî ðàâåíñòâî ìíîãî-
÷ëåíîâ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðàâåíñòâî ôóíêöèé. Â ýòîì ñëó÷àå òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî
êîýôôèöèåíòû â ïðåäñòàâëåíèè (∗) îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôóíêöèè p(x) îäíîçíà÷íî. Äëÿ
ýòîãî äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü îäíî÷ëåíîâ

x0, x1, . . . , xn−1

êàê ôóíêöèé îò x.
Ïðåäïîëîæèì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî äàííûå îäíî÷ëåíû ëèíåéíî çàâèñèìû. Ïîñêîëüêó

ýòî íåíóëåâûå ôóíêöèè, ñóùåñòâóåò îäíà èç íèõ, ëèíåéíî âûðàæàþùàÿñÿ ÷åðåç ïðåäû-
äóùèå:

xk = α0 + α1x+ . . .+ αk−1x
k−1.

Ïîíÿòíî, ÷òî òàêîãî áûòü íå ìîæåò, åñëè ýòè ôóíêöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ôóíêöèè
íà âñåé îñè (−∞, ∞): ïîäåëèì îáå ÷àñòè íà xk è ïåðåéäåì â îáåèõ ÷àñòÿõ ê ïðåäåëó
ïðè x→∞; ñëåâà ïîëó÷èòñÿ 1, à ñïðàâà 0.

Êàê áûòü, åñëè ýòè ôóíêöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ íà êîíå÷íîì îòðåçêå, íàïðèìåð, íà
[0, 1]? Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

p0 + p1x+ . . .+ pn−1x
n−1 = 0 ∀ x ∈ [0, 1]. (#)

Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïîñòóïèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûå ïîïàðíî
ðàçëè÷íûå ÷èñëà x1 . . . , xn ∈ [0, 1]. Ðàâåíñòâî (#) èìååò ìåñòî ïðè âñåõ x ∈ [0, 1], ïî-
ýòîìó ìû èìååì ïðàâî ðàññìîòðåòü åãî òîëüêî äëÿ âûáðàííûõ çíà÷åíèé x = x1, . . . , xn:

p0 · 1 + p1 · x1 + . . .+ pn−1 · xn−1
1 = 0,

. . .
p0 · 1 + p1 · xn + . . .+ pn−1 · xn−1

n = 0.

Ýòî îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ìàòðèöåé êîýôôèöè-
åíòîâ

A =

 1 x1 . . . xn−1
1

. . . . . . . . . . . .
1 xn . . . xn−1

n

 .
Ìàòðèöà òàêîãî âèäà íàçûâàåòñÿ òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöåé Âàíäåðìîíäà, à ìàò-
ðèöà A> � ìàòðèöåé Âàíäåðìîíäà ïîðÿäêà n äëÿ ÷èñåë x1, . . . , xn. Îáîçíà÷åíèå: A> =
V (x1, . . . , xn).

Óòâåðæäåíèå. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû Âàíäåðìîíäà V (x1, . . . , xn) â ñëó÷àå ïîïàðíî
ðàçëè÷íûõ ÷èñåë x1, . . . xn ðàâåí

detV (x1, . . . , xn) =
∏

1≤i<j≤n

(xj − xi).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèòåëü

detV (x1, . . . , xn) =


1 1 . . . 1
x1 x2 . . . xn

. . . . . . . . . . . .
xn−1

1 xn−1
2 . . . xn−1

n


íå èçìåíèòñÿ, åñëè èç i-é âû÷åñòü i−1-óþ ñòðîêó, óìíîæåííóþ íà xn. Ïðè ýòîì â ïîñëåä-
íåì ñòîëáöå i-é ýëåìåíò ñòàíåò íóëåì. Óêàçàííûå äåéñòâèÿ âûïîëíèì ïîñëåäîâàòåëüíî
äëÿ ñòðîê ñ íîìåðàìè i = n, n− 1, . . . , 2. Â ðåçóëüòàòå íàõîäèì

detV (x1, . . . , xn) = det


1 1 . . . 1 1

x1 − xn x2 − xn . . . xn−1 − xn 0
. . . . . . . . .

xn−2
1 (x1 − xn) xn−2

2 (x2 − xn) . . . xn−2
n−1(xn−1 − xn) 0

 .
Ïðèìåíèì òåîðåìó Ëàïëàñà äëÿ ðàçëîæåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ ïî ïîñëåäíåìó ñòîëáöó:

detV (x1, . . . , xn) = (−1)n+1 (x1 − xn)(x2 − xn) . . . (xn−1 − xn) detV (x1, . . . , xn−1)

= (xn − x1)(xn − x1) . . . (xn − xn−1) detV (x1, . . . , xn−1).

Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøàåòñÿ ïî èíäóêöèè. 2

Ñëåäñòâèå 1. Îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà â ñëó÷àå ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ÷èñåë îòëè÷åí
îò íóëÿ.

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè ôóíêöèÿ âèäà (∗) ðàâíà íóëþ äëÿ n ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé
x, òî

p0 = p1 = . . . = pn−1 = 0.

Îòñþäà âûòåêàåò ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü îäíî÷ëåíîâ êàê ôóíêöèé íà ëþáîì ôèê-
ñèðîâàííîì îòðåçêå.

Çàäà÷à. Äàíû ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ÷èñëà x1, . . . , xn, y1, . . . , yn è èçâåñòíî, ÷òî äëÿ êàêèõ-òî ÷èñåë
u1, . . . , un âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

n∏
k=1

(x− yk)
∑
j=1

uj

x− yj
= 0 ïðè x = x1, . . . , xn.

Äîêàçàòü, ÷òî u1 = . . . = un = 0. Âûâåñòè îòñþäà íåâûðîæäåííîñòü n × n-ìàòðèöû ñ ýëåìåíòàìè

1/(xi − yj).

12.4 Ïðÿìàÿ ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ
Â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå íàðÿäó ñ ðàçëîæåíèÿìè âåêòîðîâ ïî áàçèñó ÷àñòî ïðåäñòàâ-
ëÿþò èíòåðåñ òàêæå ðàçëîæåíèÿ âåêòîðîâ ïî íåêîòîðûì ñèñòåìàì ïîäïðîñòðàíñòâ.

Ïóñòü W1, . . . ,Wm � ïîäïðîñòðàíñòâà â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå V . Ìíîæåñòâî

W = W1 + . . .+Wm ≡ {w = w1 + . . .+ wm : w1 ∈ W1, . . . , wm ∈ Wm}

íàçûâàåòñÿ ñóììîé ïîäïðîñòðàíñòâ W1, . . . ,Wm. Êîíå÷íî, W ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñò-
âîì â V (äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñóììû äâóõ ïîäïðîñòðàíñòâ ëåãêî àäàïòèðóåòñÿ è ê ñëó-
÷àþ ñóììû m ïîäïðîñòðàíñòâ).
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Â ñëó÷àå, åñëè äëÿ ëþáîãî âåêòîðà w ∈ W1 + . . .+Wm â ðàçëîæåíèè

w = w1 + . . .+ wm, w1 ∈ W1, . . . , wm ∈ Wm,

âåêòîðû w1 ∈ W1, . . . , wm ∈ Wm îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî, ñóììà äàííûõ ïîäïðîñò-
ðàíñòâ íàçûâàåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé. Ïîäïðîñòðàíñòâà, ñóììà êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé,
íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè.

Åñëè e1, . . . , en � ëþáàÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ, òî ñóììà èõ ëè-
íåéíûõ îáîëî÷åê

W = L(e1) + . . . + L(en)

ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé. Ýòî íàáëþäåíèå îáîáùàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òåîðåìà. Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî è W1, . . . , Wm � åãî ïîäïðîñò-
ðàíñòâà. Ñóììà

W = W1 + . . .+Wn

ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáúåäèíåíèå ïðîèçâîëüíî âû-
áðàííûõ áàçèñîâ äëÿ W1, . . . , Wm äàåò áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà W .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü W ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî dimWi = ni,
è ðàññìîòðèì W1, . . . ,Wm êàê ëèíåéíûå îáîëî÷êè ñâîèõ áàçèñîâ:

W1 = L(v11, . . . , vn11), . . . Wm = L(v1m, . . . , vnmm).

Äîêàæåì, ÷òî îáúåäèíåíèå áàçèñîâ îáðàçóåò áàçèñ â V . ßñíî, ÷òî W åñòü ëèíåéíàÿ
îáîëî÷êà îáúåäèíåíèÿ áàçèñîâ:

W = L(v11, . . . , vn11, . . . , v1m, . . . , vnmm).

Ïîýòîìó îñòàåòñÿ ëèøü óáåäèòüñÿ â ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ îáúåäèíåíèÿ
áàçèñîâ. Ïóñòü w � ïðîèçâîëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ýòèõ âåêòîðîâ. Çàïèøåì w
âèäå w = w1 + . . .+wm, ãäå wi ∈ Wi, i = 1, . . . ,m. Åñëè w = 0, òî â ñèëó åäèíñòâåííîñòè
âåêòîðîâ w1 ∈ W1, . . . , wm ∈ Wm äàííîãî ðàçëîæåíèÿ ïîëó÷àåì w1 = . . . = wm = 0.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âñå êîýôôèöèåíòû â ðàçëîæåíèè w = 0 ïî îáúåäèíåííîé ñèñòåìå
v11, . . . , vn11, . . . , v1m, . . . , vnmm ðàâíû íóëþ.

Ïóñòü òåïåðü îáúåäèíåíèå áàçèñîâ ïîäïðîñòðàíñòâ W1, . . . ,Wm äàåò áàçèñ W .
Åäèíñòâåííîñòü ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà ïî áàçèñó îçíà÷àåò åäèíñòâåííîñòü âåêòîðîâ
w1 ∈ W1, . . . , wm ∈ Wm â ðàçëîæåíèè w = w1 + . . .+ wm. 2

12.5 Äîïîëíèòåëüíûå ïðîñòðàíñòâà è ïðîåêöèè
Åñëè ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî V ÿâëåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ñâîèõ ïîäïðîñòðàíñòâ

L+M = V,

òî M íàçûâàåòñÿ äîïîëíèòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì äëÿ L. Â ñèëó ñèììåòðèè ñóììû
î÷åâèäíî, ÷òî L ÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûì äëÿ M .

Â òàêèõ ñëó÷àÿõ äëÿ ëþáîãî âåêòîðà v ∈ V ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðàçëîæåíèå

v = x+ y, ãäå x ∈ L, y ∈M.
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Âåêòîð x íàçûâàåòñÿ ïðîåêöèåé âåêòîðà v íà ïîäïðîñòðàíñòâî L ïàðàëëåëüíî (âäîëü
ïîäïðîñòðàñòâà) M , à y � ïðîåêöèåé âåêòîðà v íà M ïàðàëëåëüíî L.

Óòâåðæäåíèå. Ñóììà äâóõ ïîäïðîñòðàíñòâ L+M ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà L ∩M = {0}.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñóììà ïðÿìàÿ è x ∈ L ∩M . Òîãäà ìû èìååì äâà ðàçëîæå-
íèÿ x = x + 0 è x = 0 + x, â êîòîðûõ ïåðâûé âåêòîð èç L, à âòîðîé èç M . Â ñèëó
åäèíñòâåííîñòè êîìïîíåíò ðàçëîæåíèÿ, x = 0.

Ïóñòü òåïåðü L∩M = {0}, è ïóñòü x1 + y1 = x2 + y2, x1, x2 ∈ L, y1, y2 ∈M . Îòñþäà
x1 − x2 = −(y1 − y2) ∈ L ∩M ⇒ x1 − x2 = −(y1 − y2) = 0 ⇒ x1 = x2, y1 = y2. 2

ÏÐÈÌÅÐ. Â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå V âñåõ ñâîáîäíûõ âåêòîðîâ (ðàäèóñ-âåêòîðîâ)
ðàññìîòðèì ïëîñêîñòü L è ïðÿìóþ M , ïðîõîäÿùèå ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. Åñëè ïðÿ-
ìàÿ ëåæèò â ïëîñêîñòè, òî ñóììà L+M ðàâíà L è íå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé. Âî âñåõ äðóãèõ
ñëó÷àÿõ èìååì ïðÿìóþ ñóììó V = L + M è ìîæåì ðàññìàòðèâàòü ïðîåêöèè ðàäèóñ-

âåêòîðà
−→
OA (òî÷êè A) íà äàííóþ ïëîñêîñòü ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé è íà ïðÿìóþ ïàðàë-

ëåëüíî ïëîñêîñòè.

12.6 Âû÷èñëåíèå ïîäïðîñòðàíñòâà
Ïîä âû÷èñëåíèåì êîíå÷íîìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà W â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå V
îáû÷íî ïîíèìàåòñÿ ïîñòðîåíèå êàêîãî-ëèáî åãî áàçèñà � ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìû
âåêòîðîâ w1, . . . , wk òàêîé, ÷òî W = L(w1, . . . , wk), k = dimW .

ÏÐÈÌÅÐ. Ïóñòü ïîäïðîñòðàíñòâàW1,W2 ⊂ R5 îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• W1 � ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû{
x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 0,

x4 + x5 = 0;

• W2 � ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû
x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 0,

2x3 + x4 + 2x5 = 0,
x5 = 0.

Òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü ïîäïðîñòðàíñòâà W1, W2, W1 +W2 è W1

⋂
W2.

Îáîçíà÷èì ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ äàííûõ ñèñòåì ÷åðåç A è B. Òîãäà

A =

[
1 1 1 1 1
0 0 0 1 1

]
, B =

 1 1 1 1 1
0 0 2 1 2
0 0 0 0 1

 ; W1 = kerA, W2 = kerB.

Ìàòðèöû A è B èìåþò âåðõíþþ ñòóïåí÷àòóþ ôîðìó ñ ÷èñëîì ñòóïåíåíåé 2 è 3, ñîîò-
âåòñòââåííî. Ïîýòîìó

rankA = 2, rankB = 3 ⇒ dimW1 = 5− 2 = 3, dimW2 = 5− 3 = 2.

(Ðàçìåðíîñòè îïðåäåëÿþòñÿ òåîðåìîé î ñòðîåíèè ìíîæåñòâà ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñ-
òåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.)
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Äàëåå, â ìàòðèöå A áàçèñíûìè ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, ñòîëáöû ñ íîìåðàìè 1, 4. Ïî-
ýòîìó â êà÷åñòâå áàçèñíûõ ìîæíî âûáðàòü íåèçâåñòíûå x1, x4; îñòàëüíûå íåèçâåñòíûå
x2, x3, x5 áóäóò ñâîáîäíûìè:

x2 = 1, x3 = 0, x5 = 0 ⇒ x1 = −1, x4 = 0;
x2 = 0, x3 = 1, x5 = 0 ⇒ x1 = −1, x4 = 0;
x2 = 0, x3 = 0, x5 = 1 ⇒ x1 = 0, x4 = −1.

Òàêèì îáðàçîì,

W1 = L(p1, p2, p3), ãäå p1 =


−1

1
0
0
0

 , p2 =


−1

0
1
0
0

 , p3 =


0
0
0

−1
1

 .
Â ìàòðèöå B áàçèñíûìè ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, ñòîëáöû ñ íîìåðàìè 1, 3, 5. Íåèçâåñò-

íûå x1, x3, x5 � áàçèñíûå, à íåèçâåñòíûå x2, x4 � ñâîáîäíûå:

x2 = 1, x4 = 0 ⇒ x1 = −1, x3 = 0, x5 = 0;
x2 = 0, x4 = 1 ⇒ x1 = −1/2, x3 = −1/2, x5 = 0.

Òàêèì îáðàçîì,

W2 = L(q1, q2), ãäå q1 =


−1

1
0
0
0

 , q3 =


−1/2

0
−1/2

1
0

 .
Äàëåå, W1 +W2 = L(p1, p2, p3, q1, q2) = imC, ãäå

C = [p1, p2, p3, q1, q2] =


−1 −1 0 −1 −1/2

1 0 0 1 0
0 1 0 0 −1/2
0 0 −1 0 1
0 0 1 0 0

 .
Ïðîñòîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî rankC = 4, à áàçèñíûìè ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð,
ñòîëáöû ñ íîìåðàìè 1, 2, 3, 5. Ïîýòîìó âåêòîðû p1, p2, p3, q2 ëèíåéíî íåçàâèñèìû è

W1 +W2 = L(p1, p2, p3, q2), dim(W1 +W2) = 4.

Íàêîíåö, â ñèëó òåîðåìû Ãðàññìàíà, dimW1

⋂
W2 = 3 + 2− 4 = 1. Â äàííîì ñëó÷àå

ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî p1 = q1 ⇒ p1 ∈ W1

⋂
W2. Ñëåäîâàòåëüíî,

W1

⋂
W2 = L(p1).

Êîíå÷íî, äëÿ ïîèñêà ïåðåñå÷åíèÿ â äàííîì ñëó÷àå ìîæíî òàêæå çàìåòèòü, ÷òî âåêòîð
x ïðèíàäëåæèò W1

⋂
W2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Ax = 0 è Bx = 0. Òàêèì îáðàçîì,

W1

⋂
W2 = kerA

⋂
kerB =

{
x :

[
A
B

]
x =

[
0
0

]}
.
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Â îáùåì ñëó÷àå âû÷èñëåíèå ïåðåñå÷åíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâ

W = L(a1, . . . , ak)
⋂

L(b1, . . . , bm)

ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

x1a1 + . . .+ xkak + y1b1 + . . .+ ymbm = 0 (∗)

ñ íåèçâåñòíûìè x1, . . . , xk, y1, . . . , ym. Èç ðàâåíñòâà (∗) ÿñíî, ÷òî

v = x1a1 + . . .+ xkak = −(y1b1 + . . .+ ymbm) ∈ W.

Ïóñòü r = rank[a1, . . . , ak, b1, . . . , bm]. Òîãäà ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ äëÿ (∗)
ñîñòîèò èç k +m− r âåêòîðîâ âèäà s11

. . .
sk 1

. . .

 , . . . ,

 s1 k+m−r

. . .
sk k+m−r

. . .

 ,
ãäå êîìïîíåíòû s1j, . . . , skj ñîîòâåòñòâóþò íåèçâåñòíûì x1, . . . , xk. Ïîñëå òîãî, êàê ôóí-
äàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ïîñòðîåíà, ïîëó÷àåì

W = L(v1, . . . , vk+m−r), vj = s1j a1 + . . . + skj ak, j = 1, . . . , k +m− r.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

dimL(a1, . . . , ak) = k, L(b1, . . . , bm) = m.

Òîãäà â ñèëó òåîðåìû Ãðàññìàíà dimW = k +m− r, ïîýòîìó âåêòîðû v1, . . . , vk+m−r

áóäóò ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
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ÎÑÍÎÂÍÀß ×ÀÑÒÜ

13.1 Ëèíåéíûå ìíîãîîáðàçèÿ
Ïóñòü W � ïîäïðîñòðàíñòâî â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå V è x � íåêîòîðûé âåêòîð èç
V . Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ âèäà

M = {v = x+ w : w ∈ W}

íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì ìíîãîáðàçèåì â V . Îáîçíà÷åíèå: M = x+W .

Ïîäïðîñòðàíñòâî W íàçûâàåòñÿ íàïðàâëÿþùèì ïðîñòðàíñòâîì äëÿM è îïðåäåëÿ-
åòñÿ ïî ìíîæåñòâó M îäíîçíà÷íî. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü

M = x1 +W1 = x2 +W2.

Îòñþäà x1 − x2 ∈ W1

⋂
W2. Ïóñòü y ∈ W1. Òîãäà y + (x1 − x2) ∈ W2 ⇒ y ∈ W2.

Àíàëîãè÷íî, åñëè y ∈ W2, òî y + (x2 − x1) ∈ W1 ⇒ y ∈ W1. 2

Äëÿ M = x + W âåêòîð x íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì ñäâèãà. Â êà÷åñòâå âåêòîðà ñäâèãà
ìîæíî âçÿòü ëþáîé âåêòîð èç M :

M = x+W = y +W ∀ y ∈M.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü y = x + w0 äëÿ êàêîãî-òî w0 ∈ W . Òîãäà, åñëè z = x + w ïðè
íåêîòîðîì w ∈ W , òî z = y + (x − y) + w = y + (−w0 + w). Çíà÷èò, x + W ⊂ y + W .
Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. 2

Åñëè W � êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, òî åãî ðàçìåðíîñòü íàçûâàåòñÿ òàêæå ðàç-
ìåðíîñòüþ ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M = x+W .

ÏÐÈÌÅÐ 1. Ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû Ax = b ñ m× n-ìàòðèöåé ðàíãà r ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíîå ìíîãîáðàçèå v +W , ãäå v � ÷àñòíîå ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû
è W = kerA.

ÏÐÈÌÅÐ 2. Ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè èëè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå � ýòî ëèíåéíîå
ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè 1. Ïëîñêîñòü â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå � ýòî ëèíåéíîå
ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè 2.

Ïðè èçó÷åíèè ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé ýëåìåíòû âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà îáû÷íî
íàçûâàþò òî÷êàìè. Ïî àíàëîãèè ñ ãåîìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì, ìîæíî äóìàòü î
âåêòîðàõ êàê î ðàäèóñ-âåêòîðàõ, îòëîæåííûõ îò îáùåé íà÷àëüíîé òî÷êè, îòîæäåñòâëÿ-
åìîé ñ íóëåâûì âåêòîðîì.

93
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13.2 Àôôèííûå ìíîæåñòâà
Ïóñòü x 6= y � äâå òî÷êè â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå V . Ìíîæåñòâî òî÷åê âèäà

l = {z = x+ t(y − x), t ∈ R}

íàçûâàåòñÿ ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè x è y. Ìíîæåñòâî M ⊂ V íàçûâàåòñÿ
àôôèííûì ìíîæåñòâîì, åñëè âìåñòå ñ ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè x 6= y îíî ñîäåðæèò âñå
òî÷êè ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íèõ ïðÿìîé.

Óòâåðæäåíèå. Ëèíåéíûå ìíîãîîáðàçèÿ è òîëüêî îíè ÿâëÿþòñÿ àôôèííûìè ìíî-
æåñòâàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M = x0 + L � ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå ñ íàïðàâëÿþùèì
ïðîñòðàíñòâîì L è ñäâèãà x0. Ïóñòü x = x0 + u, u ∈ L è y = x0 + v, v ∈ L. Òîãäà
v − u ∈ L è ïîýòîìó x+ t(y − x) = x0 + t(v − u) ∈ L äëÿ ëþáûõ t.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî M � àôôèííîå ìíîæåñòâî. Çàôèêñèðóåì òî÷êó x0 ∈ M
è ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

L = {z ∈ V : z = x− x0, x ∈M}.

Äîêàæåì, ÷òî L � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Âî-ïåðâûõ, åñëè z ∈ L, òî

αz = (x0 + α(x− x0))− x0 ∈ L.

Âî-âòîðûõ, åñëè z1 = x1−x0 ∈ L è z2 = x2−x0 ∈ L, òî z1 +z2 = 2z, ãäå z =
x1 + x2

2
− x0.

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî

x1 + x2

2
= x1 +

x2 − x1

2
∈M ⇒ z ∈ L ⇒ 2z ∈ L ⇒ z1 + z2 ∈ L. 2

Ëþáîå ìíîæåñòâî òî÷åê S ñîäåðæèòñÿ, êîíå÷íî, â íåêîòîðîì àôôèííîì ìíîæåñòâå
(íàïðèìåð, â V ). Ïóñòü M � ïåðåñå÷åíèå âñåõ òàêèõ àôôèííûõ ìíîæåñòâ. ßñíî, ÷òî
M áóäåò òîæå àôôèííûì ìíîæåñòâîì, ïðè÷åì íàèìåíüøèì àôôèííûì ìíîæåñòâîì,
ñîäåðæàùèì S. Îíî íàçûâàåòñÿ àôôèííîé îáîëî÷êîé ìíîæåñòâà S.

13.3 Ãèïåðïëîñêîñòè
Ïóñòü V � âåùåñòâåííîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n. Ëþáîå ëèíåéíîå ìíî-
ãîîáðàçèå M = v0 + L ⊂ V ðàçìåðíîñòè n− 1 íàçûâàåòñÿ ãèïåðïëîñêîñòüþ.

Ïîñêîëüêó V èçîìîðôíî Rn, äàâàéòå ñ÷èòàòü, ÷òî V = Rn, è ðàññìîòðèì óðàâíåíèå
îòíîñèòåëüíî âåùåñòâåííûõ íåèçâåñòíûõ x1, . . . , xn

c1x1 + . . .+ cnxn = b. (∗)

ãäå õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë ci îòëè÷íî îò íóëÿ.

Óòâåðæäåíèå 1. Ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ èç Rn ñ êîîðäèíàòàìè x1, . . . , xn, óäîâ-
ëåòâîðÿþùèìè óðàâíåíèþ (∗), åñòü ãèïåðïëîñêîñòü. Êðîìå òîãî, ëþáàÿ ãèïåðïëîñ-
êîñòü ìîæåò áûòü çàäàíà êàê ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåêîòîðîãî óðàâíåíèÿ âèäà (∗).
Äîêàçàòåëüñòâî. Óðàâíåíèå (∗) � ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðà-
è÷åñêèõ óðàâíåíèé, ñîñòîÿùåé èõ îäíîãî óðàâíåíèÿ. Ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ èìååò
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ðàçìåðû 1× n, è, ïîñêîëüêó íå âñå ci ðàâíû íóëþ, åå ðàíã ðàâåí 1. Î÷åâèäíî, ñèñòåìà
ñîâìåñòíà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç v1, . . . , vn−1 âåêòîðû ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé,
è ïóñòü v0 � ïðîèçâîëüíîå ÷àñòíîå ðåøåíèå. Òîãäà ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû (∗)
èìååò âèä v0 + L(v1, . . . , vn−1) è ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ ãèïåðïëîñêîñòüþ.

ÏóñòüM = v0+L(v1, . . . , vn−1) � ïðîèçâîëüíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü. Îáðàçóåì n×(n−1)-
ìàòðèöó B = [v1, . . . , vn−1] è ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

B>

 c1. . .
cn

 = 0.

Ðàíã ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ ðàâåí n− 1 ⇒ ñèñòåìà èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå
c = [c1, . . . , cn]>. Î÷åâèäíî,

M = {x = v0 +Bz, z ∈ Rn−1}.

Óìíîæèâ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà x = v0 +Bz ñëåâà íà ìàòðèöó-ñòðîêó c>, íàõîäèì

c>x = x>v0 + (c>B)z = c>v0 ⇒ c1x1 + . . .+ cnxn = b, b = c>v0.

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî v0 åñòü ÷àñòíîå ðåøåíèå ïîëó÷åííîé ñèñòåìû, à ñòîëáöû ìàòðè-
öû B îáðàçóþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîäíîé
ñèñòåìû. 2

Óòâåðæäåíèå 2. Ëþáîå ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè k ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíè-
åì n− k ãèïåðïëîñêîñòåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äàííîå ìíîãîîáðàçèå èìååò âèäM = v0 +L(v1, . . . , vk). Òîãäà
x ∈M åñòü âåêòîð âèäà x = v0 +Bz, ãäå B = [v1, . . . , vk], z ∈ Rk. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

B>y = 0.

Ïîñêîëüêó rankB = k, ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé ñîäåðæèò n − k âåêòîðîâ.
Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç a1, . . . , an−1. Äàëåå,

a>i x = a>i v0 + (a>i B)z = a>i v0.

Ñëåäîâàòåëüíî, x ïðèíàäëåæèò ïåðåñå÷åíèþ ãèïåðïëîñêîñòåé

a>i x = bi, bi = a>i v0, 1 ≤ i ≤ n− k.

Â òî æå âðåìÿ, ïåðåñå÷åíèå ýòèõ ãèïåðïëîñêîñòåé åñòü ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå òîé æå
ðàçìåðíîñòè. 2

Çàìåòèì, ÷òî ñèñòåìû ãèïåðïëîñêîñòåé, äàþùèå â ïåðåñå÷åíèè M , ìîæíî âûáðàòü
ìíîãèìè ñïîñîáàìè. Èç äîêàçàòåëüñòâà âèäíî, ÷òî èõ ñòîëüêî, ñêîëüêî èìååòñÿ ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ ñèñòåì ðåøåíèé óðàâíåíèÿ B>y = 0.

13.4 Ïîëóïðîñòðàíñòâà
Ëþáàÿ ãèïåðïëîñêîñòü π : c1x1 + . . . + cnxn = b (c>x = b) âûäåëÿåò â Rn äâà ïîäìíî-
æåñòâà:

π− = {x : c>x ≤ b}, π+ = {x : c>x ≥ b}, π− ∩ π+ = π.
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Ýòè ïîäìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ (�îòðèöàòåëüíûì� è �ïîëîæèòåëüíûì�) ïîëóïðîñò-
ðàíñòâàìè. Â ñëó÷àå ïëîñêîñòè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå îíè óæå èçó÷àëèñü â
ðàçäåëå 7.12.

Óòâåðæäåíèå. Òî÷êè x, y /∈ π ïðèíàäëåæàò ðàçíûì ïîëóïðîñòðàíñòâàì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà x+ t(y − x) ∈ π ïðè íåêîòîðîì 0 < t < 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè x ∈ π− è y ∈ π+. Òîãäà óðàâíåíèå

c>(x+ t(y − x)) = b

èìååò ðåøåíèå

t =
b− c>x

c>(y − x)
=

b− c>x

(b− c>x)− (b− c>y)
,

ïðè÷åì ñ î÷åâèäíîñòüþ 0 < t < 1. Åñëè æå x, y ∈ π− (π+), òî ïðè ëþáîì 0 ≤ t ≤ 1
íàõîäèì x+ t(y − c) ∈ π− (π+). 2

13.5 Âûïóêëûå ìíîæåñòâà
Ïóñòü V � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî è x, y ∈ V . Ìíîæåñòâî òî÷åê âèäà x + t(y − x) =
(1− t)x + ty, 0 ≤ t ≤ 1, íàçûâàåòñÿ îòðåçêîì, ñîåäèíÿþùèì x è y. Ìíîæåñòâî M ⊂ V
íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè âìåñòå ñ ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè îíî ñîäåðæèò âñå òî÷êè
ñîåäèíÿþùåãî èõ îòðåçêà. Òî÷êè, ïîëó÷àåìûå ïðè 0 < t < 1, íàçûâàþòñÿ âíóòðåííèìè
òî÷êàìè îòðåçêà.

Ëþáûå ïîëóïðîñòðàíñòâà â Rn � âûïóêëûå ìíîæåñòâà. Òî æå âåðíî è äëÿ ëþáîãî ïå-
ðåñå÷åíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîëóïðîñòðàíñòâ. Ýòî ñëåäñòâèå áîëåå îáùåãî è î÷åâèäíîãî
ôàêòà: ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà âûïóêëûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì
ìíîæåñòâîì.

Â îïðåäåëåííîì ñìûñëå äâîéñòâåííûé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ
òàêîé. Ïóñòü v1, . . . , vk ∈ V . Òîãäà âåêòîð

v = t1v1 + . . .+ tkvk, ti ≥ 0, t1 + . . .+ tk = 1,

íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ v1, . . . , vk. Ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ âû-
ïóêëûõ êîìáèíàöèé çàäàííûõ âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ èõ âûïóêëîé îáîëî÷êîé.

Óòâåðæäåíèå 1. Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ìíîæåñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x = α1v1 + . . .+αkvk è y = β1v1 + . . . βkvk. Òîãäà ïðè 0 ≤ t ≤ 1
ïîëó÷àåì

(1− t)x+ ty =
k∑

i=1

((1− t)αi + tβi)vi.

Åñëè
∑
αi =

∑
βi = 1 è αi, βi ≥ 0, òî, î÷åâèäíî,

k∑
i=1

((1− t)αi + tβi) = 1, (1− t)αi + tβi ≥ 0 2

Íàïðèìåð, â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå âûïóêëàÿ îáîëî÷êà òðåõ òî÷åê, íå ëåæàùèõ
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íà îäíîé ïðÿìîé, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè â ýòèõ òî÷êàõ. Âûïóê-
ëàÿ îáîëî÷êà ÷åòûðåõ òî÷åê, íå ëåæàùèõ â îäíîé ïëîñêîñòè, åñòü òåòðàýäð.

Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü M � âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Òîãäà âìåñòå ñ ëþáîé ñèñòåìîé
òî÷åê M ñîäåðæèò öåëèêîì è èõ âûïóêëóþ îáîëî÷êó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè t1 > 0, òî
k∑

i=1

tivi = t1v1 + (1− t1)

(
k∑

i=2

ti
1− t1

vi

)
,

k∑
i=2

ti
1− t1

= 1.

Äàëåå ïðîâîäèì èíäóêöèþ ïî ÷èñëó òî÷åê k. 2

Ëþáîå (â òîì ÷èñëå è áåñêîíå÷íîå) ìíîæåñòâî òî÷åê S ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì
âûïóêëîì ìíîæåñòâå (äîñòàòî÷íî ó÷åñòü, ÷òî ëþáîå àôôèííîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ
âûïóêëûì). Ïåðåñå÷åíèå âñåõ òàêèõ ìíîæåñòâ áóäåò íàèìåíüøèì âûïóêëûì ìíîæåñò-
âîì, ñîäåðæàùèì S. Îíî íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé îáîëî÷êîé ìíîæåñòâà S. Ëåãêî âèäåòü,
÷òî åñëè S � êîíå÷íàÿ ñèñòåìà òî÷åê, òî åå âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ñîâïàäàåò ñ âûïóêëîé
îáîëî÷êîé ìíîæåñòâà S.

13.6 Àôôèííàÿ íåçàâèñèìîñòü
Òî÷êè v0, v1, . . . , vk â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàþòñÿ àôôèííî íåçàâèñèìûìè, åñëè
âåêòîðû v1−v0, . . . , vk−v0 ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ðàâíîñèëüíîå �ñèììåòðè÷íîå� îïðåäå-
ëåíèå: âåêòîðû v0, . . . , vk àôôèííî íåçàâèñèìû, åñëè èç ðàâåíñòâ α0v0 + . . .+ αkvk = 0,
α0+. . .+αk = 0 âûòåêàåò, ÷òî α0 = . . . = αk = 0. Â ñàìîì äåëå, èç ýòèõ ðàâåíñòâ íàõîäèì
α1(v1 − v0) + . . . + αk(vk − v0) = 0, ïðè ýòîì íåîáõîäèìîñòü óñëîâèé α1 = . . . = αk = 0
ðàâíîñèëüíà ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ v1 − v0, . . . , vk − v0.

Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîé àôôèííî íåçàâèñèìîé ñèñòåìå ñ ÷èñëîì âåêòîðîâ k + 1 ìîæíî

âûáðàòü ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ïîäñèñòåìó ñ ÷èñëîì âåêòîðîâ k.

Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà àôôèííî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ v0, v1, . . . , vk íàçûâàåòñÿ ñèì-
ïëåêñîì ðàçìåðíîñòè k. Òî÷êè v0, . . . , vk íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè ñèìïëåêñà. Ñîãëàñíî
îïðåäåëåíèþ, ðàçìåðíîñòü ñèìïëåêñà íå çàâèñèò îò ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà V . Ðàç-
ìåðíîñòüþ ïðîèçâîëüíîãî âûïóêëîãî ìíîæåñòâà íàçûâàþò ìàêñèìàëüíóþ ðàçìåðíîñòü
ïðèíàäëåæàùèõ åìó ñèìïëåêñîâ.

Ñðåäè òî÷åê â âûïóêëîì ìíîæåñòâå M îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò åãî óãëîâûå
òî÷êè � òàê íàçûâàþòñÿ òî÷êè èçM , íå ÿâëÿþùèåñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé íè äëÿ îäíîãî
îòðåçêà, ëåæàùåãî âM . Íàïðèìåð, êðóã íà ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ìíîæåñòâîì,
à åãî óãëîâûå òî÷êè � ýòî òî÷êè ãðàíè÷íîé îêðóæíîñòè.

Óòâåðæäåíèå. Óãëîâûìè òî÷êàìè ñèìïëåêñà ÿâëÿþòñÿ åãî âåðøèíû è òîëüêî îíè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü v0, . . . , vk � âåðøèíû çàäàííîãî ñèìïëåêñàM . Äîêàæåì, ÷òî
vj ÿâëÿåòñÿ óãëîâîé òî÷êîé. Îò ïðîòèâíîãî: ïóñòü vj = tx + (1 − t)y ïðè 0 < t < 1 è
x 6= y:

x =
k∑

i=0

αivi, y =
k∑

i=0

βivi,

k∑
i=0

αi =
k∑

i=0

βi = 1, αi, βi ≥ 0.

Îòñþäà∑
i = 1
i 6= j

(tαi + (1− t)βi)(vi − vj) = 0 ⇒ tαi + (1− t)βi = 0 ⇒ αi = βi = 0.
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Èòàê, x = y, à ìû èñõîäèëè èç òîãî, ÷òî x 6= y.
Ïóñòü òåïåðü x ∈M � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ñèìïëåêñà, îòëè÷íàÿ îò åãî âåðøèí. Ýòî

çíà÷èò, ÷òî

x =
k∑

i=0

tivi

è 0 < tj < 1 õîòÿ áû äëÿ îäíîãî j. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ïðåäïîëîæèì, ÷òî
0 < t0 < 1. Òîãäà

x = t0v0 + (1− t0)w, ãäå w =
k∑

i=1

(ti/(1− t0))vi ∈M. 2

Â äåéñòâèòåëüíîñòè äëÿ øèðîêîãî êëàññà âûïóêëûõ ìíîæåñòâ èìååò ìåñòî ýëåãàíò-
íûé è ãëóáîêèé ôàêò, ê äîêàçàòåëüñòâó êîòîðîãî ìû ïîêà íå ãîòîâû: ëþáàÿ òî÷êà â íèõ
ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé êîìáèíàöèåé êîíå÷íîãî ÷èñëà óãëîâûõ òî÷åê. 1

ÄÎÏÎËÍÈÒÅËÜÍÀß ×ÀÑÒÜ

13.7 Ëèíåéíûå íåðàâåíñòâà è ìèíèìèçàöèÿ
Áîëüøîå ÷èñëî ïðèêëàäíûõ çàäà÷ (ñîñòàâëåíèå ðàñïèñàíèé, óïðàâëåíèå ïðîèçâîäñòâîì,
îïòèìèçàöèÿ äèåòû, ïîðòôåëÿ èíâåñòèöèé è ò. ï.) ñâÿçàíî ñ ìèíèìèçàöèåé (ìàêñèìè-
çàöèåé) âåùåñòâåííîé ôóíêöèè f(x) îò x = [x1, . . . , xn]> ∈ Rn âèäà

f(x) = c>x = c1x1 + . . .+ cnxn, ci ∈ R, c = [c1, . . . , cn]> 6= 0,

íà ìíîæåñòâå òî÷åê M , çàäàííîì ëèíåéíûìè íåðàâåíñòâàìè

a11 x1 + . . .+ a1nxn ≤ b1,
. . .

am1x1 + . . .+ amnxn ≤ bm.

ßñíî, ÷òî M åñòü ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîëóïðîñòðàíñòâ. Ïðåäïîëîæèì äî-
ïîëíèòåëüíî, ÷òî êîîðäèíàòû òî÷åê èç M îãðàíè÷åíû. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ M íàçûâàþò
âûïóêëûì ìíîãîãðàííèêîì. Èíòóèòèâíî ïîíÿòíî, ÷òî ìîæíî ãîâîðèòü î ãðàíÿõ � äå-
òàëè âàæíû, íî ýòî ïðåäìåò îòäåëüíîãî êóðñà.

Óðàâíåíèå f(x) = b ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì b îïðåäåëÿåò ãèïåðïëîñêîñòü. Î÷å-
âèäíî, f(x + tc) > f(x) ïðè t > 0. Áîëåå òîãî, f(x + td) > f(x) ïðè t > 0, åñëè c>d > 0
(äîêàæèòå!). Îòñþäà ìîæíî âûâåñòè, ÷òî ìèíèìóì f(x) äîëæåí äîñòèãàòüñÿ â óãëî-
âûõ òî÷êàõ ìíîæåñòâà M (âîçìîæíî, íå òîëüêî â íèõ). Ïðîñòàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ èäåÿ
ïîèñêà ìèíèìóìà çàêëþ÷àåòñÿ â ïåðåáîðå âñåõ óãëîâûõ òî÷åê. Êîíå÷íî, åãî ìîæíî îð-
ãàíèçîâàòü òàê, ÷òîáû ñëåäóþùàÿ óãëîâàÿ òî÷êà ëåæàëà â òîé æå ãðàíè è óìåíüøàëà
çíà÷åíèå f(x). Ôîðìàëèçàöèÿ äàííîé èäåè ïðèâåëà â ñâîå âðåìÿ ê òàê íàçûâàåìîìó
ñèìïëåêñ-ìåòîäó. Äî ñèõ ïîð ýòî îäèí èç îñíîâíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ ëèíåé-
íûìè îãðàíè÷åíèÿìè è ëèíåéíîé öåëåâîé ôóíêöèåé f(x) � òàêèå çàäà÷è îòíîñÿòñÿ ê
çàäà÷àì ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Äðóãîé ýôôåêòèâíûé êëàññ ìåòîäîâ èñïîëüçó-
åò âíóòðåííèå òî÷êè ìíîæåñòâà M è ïîëó÷èë îáùåå íàçâàíèå ìåòîäîâ âíóòðåííåé
òî÷êè. Êîíå÷íî, âåñü ýòîò êðóã âîïðîñîâ ñîñòàâëÿåò îòäåëüíóþ è îáøèðíóþ îáëàñòü ñ
ðàçâèòûì ìàòåìàòè÷åñêèì àïïàðàòîì è ìíîãî÷èñëåííûìè ïðèëîæåíèÿìè.

1Äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû âûïóêëîå ìíîæåñòâî áûëî îãðàíè÷åííûì è çàìêíóòûì � ñòðîãèå
îïðåäåëåíèÿ áóäóò â ëåêöèÿõ âòîðîãî ñåìåñòðà.
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ÎÑÍÎÂÍÀß ×ÀÑÒÜ

14.1 Êîìïëåêñíûå ÷èñëà
Êàê èçâåñòíî, êâàäðàòíîå óðàâíåíèå ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ìîæåò íå èìåòü
âåùåñòâåííûõ ðåøåíèé. Ôîðìàëüíî ïîëîæåíèå ëåãêî ïîïðàâèòü, ââåäÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ
íåñóùåñòâóþùèõ ðåøåíèé íåêèå �àáñòðàêòíûå ÷èñëà�. Íî îäíèõ îáîçíà÷åíèé, êîíå÷íî,
ìàëî. Âàæíî îïðåäåëèòü îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ äëÿ íîâûõ ÷èñåë òàêèì îá-
ðàçîì, ÷òîáû îñòàëèñü â ñèëå ïðèâû÷íûå ñâîéñòâà ýòèõ îïåðàöèé íàä âåùåñòâåííûìè
÷èñëàìè.

Â êà÷åñòâå �àáñòðàêòíûõ ÷èñåë� ðàññìîòðèì 2× 2-ìàòðèöû ñïåöèàëüíîãî âèäà

z = z(a, b) =

[
a −b
b a

]
, a, b ∈ R. (∗)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç C ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ìàòðèö. Îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ
�àáñòðàêòíûõ ÷èñåë� îïðåäåëèì êàê ñîîòâåòñòâóþùèå îïåðàöèè íàä ìàòðèöàìè. Ýëå-
ìåíòàðíî ïðîâåðÿþòñÿ, ÷òî îíè îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

(1) Åñëè u, v ∈ C, òî u+ v ∈ C è uv ∈ C.
(2) Ëþáàÿ íåíóëåâàÿ ìàòðèöà z = z(a, b) ∈ C îáðàòèìà, à ñîîòâåòñòâóþùàÿ

îáðàòíàÿ ìàòðèöà èìååò âèä

z−1 =

[
c −d
d c

]
, c =

a√
a2 + b2

, d =
−b√
a2 + b2

.

(3) Ìíîæåñòâî C îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñëîæåíèÿ ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé
ãðóïïîé.

(4) Ìíîæåñòâî C\{0} îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ àáå-
ëåâîé ãðóïïîé.

(5) Èìååò ìåñòî äèñòðèáóòèâíîñòü: z(u+ v) = zu+ zv ∀ u, v, z ∈ C.

Åñëè â óòâåðæäåíèÿõ (3)-(5) çàìåíèòü C íà R, òî ïîëó÷àòñÿ îñíîâíûå ñâîéñòâà îïå-
ðàöèé íàä âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè. Ïîýòîìó ýëåìåíòû ìíîæåñòâà C ëîãè÷íî ðàññìàò-
ðèâàòü êàê ÷èñëà. Ýòî è áóäóò òàê íàçûâàåìûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà.

Âåùåñòâåííûå ÷èñëà a è b íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî âåùåñòâåííîé è ìíèìîé
÷àñòüþ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = z(a, b) Ðàññìîòðèì äâå îñîáûå ìàòðèöû âèäà (∗):

e =

[
1 0
0 1

]
, i =

[
0 −1
1 0

]
.

99
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
z = z(a, b) = ae + bi, a, b ∈ R. (∗∗)

Ìàòðèöà e âûïîëíÿåò ðîëü åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè óìíîæåíèÿ.
Ìàòðèöó âèäà ae åñòåñòâåííî îòîæäåñòâèòü ñ âåùåñòâåííûì ÷èñëîì a. Òîãäà e = 1 · e
îòîæäåñòâèòñÿ ñ ÷èñëîì 1, à ñîîòíîøåíèå (∗∗) ïðèìåò âèä

z = a+ bi,

è ïðè ýòîì, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü,

i2 = −1 (−1 îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ìàòðèöåé −e).

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî óðàâíåíèå z2 = −1 èìååò íà ìíîæåñòâå C â òî÷íîñòè äâà
ðåøåíèÿ z = ±i. Îòñþäà ìîæíî âûâåñòè, ÷òî ëþáîå êâàäðàòíîå óðàâíåíèå ñ âåùåñò-
âåííûìè êîýôôèöèåíòàìè èìååò äâà (èíîãäà ñîâïàäàþùèõ) ðåøåíèÿ èç C. Ìû ñêîðî
óâèäèì, ÷òî òî æå âåðíî è äëÿ êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè.

Êîíå÷íî, êîìïëåêñíûå ÷èñëà ìîæíî áûëî áû ââåñòè áåç èñïîëüçîâàíèÿ ìàòðèö �
ñêàçàâ, ÷òî ýòî ïàðû (a, b) âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, äëÿ êîòîðûõ îïåðàöèè îïðåäåëÿþòñÿ
ïðàâèëàìè

(a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d), (a, b)(c, d) = (ac− db, ad+ bc).

Ïðèäåòñÿ èçìåíèòü ëèøü íåêîòîðûå äåòàëè äîêàçàòåëüñòâà ñâîéñòâ (3)-(5).

Íàø èíòåðåñ ê èñïîëüçîâàíèþ ìàòðèö âèäà (∗) îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî îíè ïîçâîëè-
ëè íàì ïîëó÷èòü èñêîìûå �àáñòðàêòíûå ÷èñëà� êàê óæå çíàêîìûå îáúåêòû ñ õîðîøî
èçó÷åííûìè ñâîéñòâàìè.

14.2 Êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü
Ðàññìîòðèì ïëîñêîñòü ñ äåêàðòîâîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò. Ïóñòü (a, b) � òî÷êà (ðàäèóñ-
âåêòîð) ñ êîîðäèíàòàìè a, b. Î÷åâèäíî, (a, b) ↔ z = a + bi åñòü âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òî÷êàìè (ðàäèóñ-âåêòîðàìè) ïëîñêîñòè è êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè.
Ïëîñêîñòü, òî÷êè (ðàäèóñ-âåêòîðû) êîòîðîé èñïîëüçóþòñÿ äëÿ èçîáðàæåíèÿ êîìïëåêñ-
íûõ ÷èñåë, íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòüþ.

Ðàññìîòðèì êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = a+ ai. Äëèíà îòâå÷àþùåãî åìó ðàäèóñ-âåêòîðà,
ðàâíàÿ

√
a2 + b2, íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z è îáîçíà÷àåòñÿ |z|. Óãîë φ

ìåæäó ðàäèóñ-âåêòîðîì äëÿ z 6= 0 è ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì ïåðâîé îñè (îñè àáñ-
öèññ), íàçûâàåòñÿ àðãóìåíòîì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z. Îáîçíà÷åíèå: φ = arg z. Êîíå÷íî,
àðãóìåíò îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî ñëàãàåìîãî, êðàòíîãî 2π.

×èñëó z = 0 ìîæíî ïðèïèñàòü ëþáîå çíà÷åíèå àðãóìåíòà.
Î÷åâèäíî,

z = |z| (cosφ + i sinφ), φ = arg z.

Òàêàÿ ôîðìà ïðåäñòàâëåíèÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà íàçûâàåòñÿ åãî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé
ôîðìîé.

Çàìåòèì, ÷òî ñóììå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñîîòâåòñòâóåò ñóììà ñîîòâåòñòâóþùèõ
ðàäèóñ-âåêòîðîâ. Îòñþäà ïîëó÷àåì î÷åíü ïîëåçíîå íåðàâåíñòâî (íåðàâåíñòâî òðåóãîëü-
íèêà):

|u+ v| ≤ |u|+ |v| ∀ u, v ∈ C.
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Ïðè óìíîæåíèè z íà êîìïëåêñíîå ÷èñëî

w = |w| (cosψ + i sinψ), ψ = argw,

ïîëó÷àåòñÿ

zw = |z| |w| (cosφ + i sinψ) (cosψ + i sinψ)

= |z| |w| ((cosφ cosψ − sinφ sinψ) + i (cosφ sinψ + sinφ cosψ))

= |z| |w| (cos(φ+ ψ) + i sin(φ+ ψ)).

Òàêèì îáðàçîì, ïðè óìíîæåíèè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ìîäóëè ïåðåìíîæàþòñÿ, à àðãó-
ìåíòû ñêëàäûâàþòñÿ.

Êîìïëåêñíîå ÷èñëî a− bi íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì ê z = a + bi. Îáîçíà÷åíèå: z̄ =
a−bi. Íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ðàäèóñ-âåêòîð äëÿ z̄ ïîëó÷àåòñÿ èç ðàäèóñ-âåêòîðà äëÿ
z ñèììåòðè÷íûì îòðàæåíèåì îòíîñèòåëüíî ïåðâîé îñè. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî z̄ z = |z|2.

14.3 Ïðåîáðàçîâàíèÿ ïëîñêîñòè
Ñ ïîìîùüþ êîìïëåêíûõ ÷èñåë ìîæíî çàäàâàòü âçèìíî-îäíîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ ïëîñ-
êîñòè íà ñåáÿ. Íàïðèìåð, ôèêñèðóåì w ∈ C è ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå z → z + w.
Ýòî ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ (ñäâèã) òî÷åê íà âåêòîð, çàäàííûé êîìïëåêñíûì ÷èñëîì w.

Äàëåå, ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå z → wz â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî |w| = 1. Â ñèëó òîãî,
÷òî |w| = 1, íàõîäèì |wz| = |z|. Ïðè ýòîì ðàäèóñ-âåêòîð äëÿ wz ïîëó÷àåòñÿ ïîâîðîòîì
ðàäèóñ-âåêòîðà äëÿ z íà óãîë φ = argw. Òàêèì îáðàçîì, óìíîæåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë
íà ôèêñèðîâàííîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî w ñ ìîäóëåì 1 çàäàåò ïîâîðîò íà óãîë, ðàâíûé
àðãóìåíòó ÷èñëà w.

Óìíîæåíèå íà âåùåñòâåííîå ÷èñëî ρ > 0 çàäàåò ãîìîòåòèþ � êàæäûé ðàäèóñ-
âåêòîð óìíîæàåòñÿ íà ρ (ðàñòÿãèâàåòñÿ â ρ ðàç).

Ïîñêîëüêó â ñëó÷àå w 6= 0 ìîæíî çàïèñàòü w = |w| w̃, ãäå w̃ = w/|w| è, ñëåäî-
âàòåëüíî, |w̃| = 1, óìíîæåíèå íà ïðîèçâîëüíîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî w 6= 0 ñâîäèòñÿ ê
êîìïîçèöèè (ïîñëåäîâàòåëüíîìó âûïîëíåíèþ) äâóõ îòîáðàæåíèé: ïîâîðîòà è ãîìîòå-
òèè.

Ïðåîáðàçîâàíèå âèäà z → z̄ òàêæå ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì. Ýòî ñèììåòðè÷-
íîå îòðàæåíèå îòíîñèòåëüíî ïåðâîé îñè. Íî îíî óæå íå ïðåäñòàâèìî â âèäå êîìïîçèöèè
ïîâîðîòîâ, ãîìîòåòèé è ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ. Ñêàçàííîå îçíà÷àåò, ÷òî íè äëÿ êàêèõ
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë a, b íåëüçÿ ïîëó÷èòü ðàâåíñòâî z̄ = a + bz, âåðíîå äëÿ âñåõ z ∈ C.
Äîêàæèòå!

Óòâåðæäåíèå. Ìíîæåñòâî T îòîáðàæåíèé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè âèäà

Φ(z) = a+ bz èëè Φ̄(z) = a+ bz̄, ãäå a, b ∈ C, |b| = 1,

îáðàçóåò ãðóïïó îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè îòîáðàæåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé ΦΨ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì ïðàâèëîì:
(ΦΨ)(z) = Φ(Ψ(z)). Ïóñòü Φ(z) = a+ bz è Ψ(z) = c+ dz ïðèíàäëåæàò T . Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî |b| = |d| = 1. Òîãäà

Φ(Ψ(z)) = a+ b(c+ dz) = (c+ bc) + (bd)z.

Ïîñêîëüêó |bd| = |b||d| = 1, äàííîå îòîáðàæåíèå òàêæå ïðèíàäëåæèò T . Ðîëü åäè-
íè÷íîãî ýëåìåíòà âûïîëíÿåò òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå z → z, êîòîðîå, î÷åâèäíî,
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ïðèíàäëåæèò T . Äàëåå, åñëè w = a+bz, òî z = a−b̄w. Ïîñêîëüêó |−b̄| = 1, îòîáðàæåíèå,
îáðàòíîå ê Φ, òàêæå ïðèíàäëåæèò T .

Òåïåðü çàìåíèì Φ íà Φ̄ èëè Ψ íà Ψ̄. Êîìïîçèöèÿ òàêèõ îòîáðàæåíèé è îáðàòíûå ê
íèì òàêæå ïðèíàäëåæàò T � äëÿ ïðîâåðêè íóæíû âûêëàäêè, àíàëîãè÷íûå ïðåäûäó-
ùèì. 2

Âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ïëîñêîñòè z → Φ(z) íàçûâàåòñÿ äâèæåíèåì,
åñëè îíî ñîõðàíÿåò ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè: |Φ(z1)−Φ(z2)| = |z1− z2| ∀ z1, z2 ∈ C.

Èç íàøèõ ïðåäûäóùèõ îáñóæäåíèé ïîíÿòíî, ÷òî ëþáîå îòîáðàæåíèå èç T ÿâëÿåòñÿ
êîìïîçèöèåé ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ, ïîâîðîòîâ è ñèììåòðè÷íûõ îòðàæåíèé. Êàæäîå
èç äàííûõ îòîáðàæåíèé ñïåöèàëüíîãî âèäà ÿâëÿåòñÿ äâèæåíèåì. Ïîýòîìó ëþáîå îòî-
áðàæåíèå èç T åñòü äâèæåíèå. Âåðíî è îáðàòíîå � ýòî âåñüìà ïðèìå÷àòåëüíûé ôàêò,
äàþùèé ïîëíîå îïèñàíèå âñåõ ìûñëèìûõ äâèæåíèé (è òðåáóþùèé áîëåå îáñòîÿòåëüíîãî
äîêàçàòåëüñòâà, íà êîòîðîì ìû íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ).

Ïðèìåð áîëåå ñëîæíîãî îòîáðàæåíèÿ: z → 1/z. Îíî íå îïðåäåëåíî ïðè z = 0, íî
ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì íà ìíîæåñòâå C\{0}. ×àñòî ê êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè
äîáàâëÿåòñÿ àáñòðàêòíàÿ áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà ∞, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîÿâëÿåòñÿ
ðàñøèðåííàÿ êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü C = C

⋃
{∞}. Òîãäà îòîáðàæåíèå z → 1/z ìîæíî

ïðåâðàòèòü âî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå íà C, ïðèíÿâ ñîãëàøåíèå î òîì, ÷òî 0
ïåðåõîäèò â∞, à∞ ïåðåõîäèò â 0. Îòîáðàæåíèå z → 1/z ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòíûé
ñëó÷àé òàê íàçûâàåìûõ äðîáíî-ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé âèäà

z → Φ(z) =
a+ bz

c+ dz
,

ãäå a, b, c, d � ôèêñèðîâàííûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà, ïðè÷åì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Φ(z) íå
ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííîé êîíñòàíòîé: ad− bc 6= 0.

Åñëè d = 0, òî äðîáíî-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ñâîäèòñÿ ê ðàññìîòðåííîìó âûøå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
d 6= 0. Òîãäà Φ(z) íå îïðåäåëåíî ïðè z = −c/d. Åñëè óñëîâèòüñÿ, ÷òî Φ(−c/d) = ∞ è Φ(∞) = −c/d,
òî Φ áóäåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì íà ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Äðîáíî-

ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ îáëàäàþò ðÿäîì çàìå÷àòåëüíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ (íàïðèìåð, îíè ïå-

ðåâîäÿò îêðóæíîñòè è ïðÿìûå â îêðóæíîñòè èëè ïðÿìûå) è èãðàþò âàæíóþ ðîëü â òåîðèè ôóíêöèé

êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî.

14.4 Êîðíè èç åäèíèöû
Êîìïëåêñíîå ÷èñëî z íàçûâàåòñÿ êîðíåì èç åäèíèöû ñòåïåíè n, åñëè zn = 1.

Ôîðìóëà Ìóàâðà. Åñëè z = |z| (cosφ + i sinφ), òî

zn = |z|n (cos(nφ) + i sin(nφ)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ó÷åñòü, ÷òî ïðè óìíîæåíèè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ìîäóëè
ïåðåìíîæàþòñÿ, à àðãóìåíòû ñêëàäûâàþòñÿ. 2

Ñëåäñòâèå. Ñóùåñòâóåò ðîâíî n ðàçëè÷íûõ êîðíåé èç åäèíèöû ñòåïåíè n. Ýòî êîì-
ïëåêñíûå ÷èñëà âèäà

zk = cos

(
2π k

n

)
+ i sin

(
2π k

n

)
, k = 0, 1, . . . , n− 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü z = |z| (cosφ + i sinφ) åñòü êîðåíü èç åäèíèöû ñòåïåíè n.
Òîãäà, ñîãëàñíî ôîðìóëå Ìóàâðà, |z| = 1 è cos(nφ) = 1 (⇒ sin(nφ) = 0). Îòñþäà

φ =
2π k

n
, k = 0, ±1, ±2, . . . .

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ëþáîì öåëîì k êîìïëåêñíîå ÷èñëî âèäà

zk = cos

(
2π k

n

)
+ i sin

(
2π k

n

)
ÿâëÿåòñÿ êîðíåì èç åäèíèöû ñòåïåíè n. Â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè ñèíóñà è êîñèíóñà î÷å-
âèäíî, ÷òî zk = zl, åñëè

l = k + mn, m = 0, ±1, ±2, . . . .

Åñëè æå 0 ≤ k, l ≤ n− 1, òî ðàâåíñòâî zk = zl îçíà÷àåò, ÷òî

cos

(
2π k

n

)
= cos

(
2π l

n

)
⇒ k = l èëè k = n− l.

Êðîìå ýòîãî, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî

sin

(
2π k

n

)
= sin

(
2π l

n

)
.

Ïðè k = n− l ïîëó÷àåì

sin

(
2π k

n

)
= − sin

(
2π k

n

)
⇒ n ÷åòíî è k = n/2 ⇒ k = l.

Èòàê, â ëþáîì ñëó÷àå èç ðàâåíñòâà zk = zl ïðè 0 ≤ k, l ≤ n−1 ñëåäóåò, ÷òî k = l. Òàêèì
îáðàçîì, ñðåäè ÷èñåë z0, . . . , zn−1 íåò îäèíàêîâûõ. 2

Çàìå÷àíèå. Êîðíè èç åäèíèöû ñòåïåíè n ðàñïîëàãàþòñÿ íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè
|z| = 1 â âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà.

14.5 Ãðóïïà êîðíåé èç åäèíèöû ñòåïåíè n

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå Kn äëÿ ìíîæåñòâà êîðíåé èç åäèíèöû ñòåïåíè n. Ìû òîëüêî ÷òî
äîêàçàëè, ÷òî Kn ñîäåðæèò ðîâíî n êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Ìíîæåñòâî Kn ÿâëÿåòñÿ, êàê ëåãêî âèäåòü, ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè óìíîæå-
íèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Áîëåå òîãî, Kn ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé. Â ñàìîì äåëå,
zk = zk

1 .

Êîðåíü zm íàçûâàåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì èç åäèíèöû ñòåïåíè n, åñëè åãî ñòåïåíè
äàþò âñå ìíîæåñòâî Kn.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî zm � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü. Òîãäà ðàâåíñòâî zp
m = 1 â ñëó÷àå

0 < p ≤ n âëå÷åò çà ñîáîé ðàâåíñòâî p = n (åñëè zp
1 = 1, òî ñòåïåíè ÷èñëà z1 íå ìîãóò

ïîðîäèòü áîëåå, ÷åì p ÷èñåë).

Óòâåðæäåíèå 1. Êîðåíü èç åäèíèöû zm ∈ Kn ïðè m ≥ 1 ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì òîã-
äà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷èñëà m è n âçàèìíî ïðîñòû (íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü
ýòèõ ÷èñåë ðàâåí 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî zm ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì, íî ÷èñëà
m è n âñå æå èìåþò íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü d > 1: n = dp è m = dq ïðè öåëûõ
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p, q, d > 1. Òîãäà zp
m = zmp

1 = zd qp
1 = zdn

1 = 1 ïðè 0 < p < n ⇒ ñòåïåíè ÷èñëà zm íå
ìîãóò ïîðîäèòü áîëåå, ÷åì p < n ÷èñåë ⇒ êîðåíü zm íå ìîæåò áûòü ïåðâîîáðàçíûì.

Ïóñòü òåïåðü m è n âçàèìíî ïðîñòû. Äîêàæåì, ÷òî zm ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì
êîðíåì. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî åñëè zk

m = zl
m ïðè 0 ≤ k, l ≤ n − 1, òî

k = l. Â ñàìîì äåëå, m(k − l) äîëæíî íàöåëî äåëèòüñÿ íà n. Ïîñêîëüêó m è n âçàèìíî
ïðîñòû, k − l äîëæíî äåëèòüñÿ íà n ⇒ k = l. 2

Óòâåðæäåíèå 2. Ñóììà âñåõ êîðíåé èç åäèíèöû ñòåïåíè n ðàâíà íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó zk = zk
1 , òðåáóåòñÿ íàéòè ñóììó ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé

ïðîãðåññèè:
n−1∑
k=0

zk =
n−1∑
k=0

zk
1 =

zn
1 − 1

z1 − 1
= 0. 2

14.6 Ìàòðèöû ñ êîìïëåêñíûìè ýëåìåíòàìè
Ìíîæåñòâî ìàòðèö ðàçìåðîâ m × n ñ êîìïëåêñíûìè ýëåìåíòàìè îáîçíà÷àåòñÿ Cm×n.
Åñëè A = [aij] ∈ Cm×n, òî ìàòðèöà òåõ æå ðàçìåðîâ ñ çàìåíîé ýëåìåíòîâ íà êîìïëåêñíî
ñîïðÿæåííûå ê íèì ÷àñòî îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Ā = [āij].

Ìàòðèöà Ā> íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííîé ê A ìàòðèöåé. Îáîçíà÷åíèå: A∗ = Ā>.
Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ñîïðÿæåííûõ ìàòðèö:

• (AB)∗ = B∗A∗;

• detA∗ = detA;

• ìàòðèöà A îáðàòèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáðàòèìà ñîïðÿæåííàÿ ìàòðèöà
A∗, ïðè ýòîì (A∗)−1 = (A−1)∗.

14.7 Êâàäðàòíûå óðàâíåíèÿ
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå êâàäðàòíîå óðàâíåíèå z2 + az + b = 0 ñ êîìïëåêñíûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè a, b. Ïîñëå âûïîëíåíèÿ òðàäèöèîííûõ ïðåîáðàçîâàíèé

z2 + az + b =

(
z2 + 2

a

2
z +

(a
2

)2
)

+

(
b−

(a
2

)2
)

=
(
z +

a

2

)2

+

(
b− a2

4

)
ïîëó÷àåì ðàâíîñèëüíîå óðàâíåíèå(

z +
a

2

)2

= D, D ≡ a2

4
− b.

Åñëè D = 0, òî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå èìååò âèä

z =
a

2
.

Åñëè D âåùåñòâåííîå è D > 0, òî ïîëó÷àåì ïàðó âåùåñòâåííûõ ðåøåíèé

z± = −a
2
±
√
D,
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à ïðè D < 0 ïîëó÷àåì ïàðó êîìïëåêñíûõ ðåøåíèé

z± = −a
2
± i

√
|D|.

ÄÎÏÎËÍÈÒÅËÜÍÀß ×ÀÑÒÜ

14.8 Êóáè÷åñêèå óðàâíåíèÿ
Ïðîèçâîëüíîå êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå

z3 + a2z
2 + a1z + a0 = 0

ñ ïîìîùüþ çàìåíû z = x− a2/3 ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

x3 + px+ q = 0. (∗)

Áóäåì èñêàòü x â âèäå x = u+ v. Òîãäà

u3 + 3u2 + 3uv2 + v3 + p(u+ v) + q = (u3 + v3 + q) + (3uv + p)(u+ v) = 0.

Î÷åâèäíî, x = u+ v áóäåò ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (∗), åñëè{
u3 + v3 = −q,
uv = −p/3. ⇒

{
u3 + v3 = −q,
u3v3 = −p3/27.

Äâà êîìïëåêñíûõ ÷èñëà u3 è v3 ñ çàäàííîé ñóììîé è çàäàííûì ïðîèçâåäåíèåì íàõîäÿòñÿ
êàê êîðíè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ

w2 + qw − p3

27
= 0 ⇒

w1 = u3 = −q/2 +
√
q2/4 + p3/27,

w2 = v3 = −q/2−
√
q2/4 + p3/27.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà Êàðäàíî: 1

x =
3

√
−q/2 +

√
q2/4 + p3/27 +

3

√
−q/2−

√
q2/4 + p3/27.

Ïðè ïðèìåíåíèè ôîðìóëû Êàðäàíî ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî äëÿ êàæäîãî èç êóáè-
÷åñêèõ êîðíåé ñóùåñòâóþò òðè êîìïëåêñíûõ çíà÷åíèÿ, êîòîðûå íåëüçÿ âûáèðàòü íåçà-
âèñèìî: èõ ïðîèçâåäåíèå uv äîëæíî áûòü ðàâíî −p/3. Äàæå â ñëó÷àå âåùåñòâåííûõ
êîðíåé ôîðìóëà Êàðäàíî, êàê ïðàâèëî, äàåò èõ ïðåäñòàâëåíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì êîì-
ïëåêñíûõ çíà÷åíèé êóáè÷åñêèõ êîðíåé.

1Ýòî òîò ñàìûé Êàðäàíî, êîòîðûé èçâåñòåí àâòîìîáèëèñòàì êàê èçîáðåòàòåëü ñïîñîáà ïåðåäà÷è
âðàùåíèÿ ñ îäíîãî âàëà íà äðóãîé. Äàííàÿ ôîðìóëà îïóáëèêîâàíà èì â 16-ì âåêå, íî èçâåñòíî, ÷òî îíà
áûëà îòêðûòà äðóãèìè èòàëüÿíñêèìè ìàòåìàòèêàìè. Ó÷åíèêè Êàðäàíî íàøëè òàêæå ñïîñîá ðåøåíèÿ
óðàâíåíèé 4-é ñòåïåíè.
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14.9 Óðàâíåíèÿ ÷åòâåðòîé ñòåïåíè
Îáùåå óðàâíåíèå ÷åòâåðòîé ñòåïåíè

z4 + a3z
3 + a2z

2 + a1z + a0 = 0

ñ ïîìîùüþ çàìåíû z = x− a3/4 ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

x4 + px2 + qx+ r = 0. (∗)

Äàííîå óðàâíåíèå ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê êóáè÷åñêîìó. Íàèáîëåå ïðîñòîé ñïîñîá äëÿ
ýòîãî áûë ïðåäëîæåí èòàëüÿíñêèì ìàòåìàòèêîì Ôåððàðè. Èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû
ïðåäñòàâèòü ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (∗) êàê ðàçíîñòü äâóõ êâàäðàòîâ:

x4 + px2 + qx+ r = (x2 + y/2)2 − ((y − p)x2 − qx+ (y2/4− r)).

Êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí ax2 + bx+ c ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì äâó÷ëåíà αx+ β â òîì è òîëüêî
òîì ñëó÷àå, êîãäà åãî äèñêðèìèíàíò ðàâåí íóëþ. Ïîýòîìó ïîòðåáóåì, ÷òîáû y áûë
ðåøåíèåì êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

q2 − 4(y − p)(y2/4− r) = 0.

Òîãäà äëÿ íåêîòîðûõ α, β

x4 + px2 + qx+ r = (x2 + y/2)2 − (αx+ β)2 = (x2 + y/2 + αx+ β)(x2 + y/2− αx− β).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíèå ðåøåíèé äëÿ (∗) ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ îäíîãî êóáè÷åñêîãî è
íåñêîëüêèõ êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé.

Â íà÷àëå 19-ãî âåêà Ðóôôèíè è Àáåëü íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà äîêàçàëè, ÷òî
äëÿ îáùåãî àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ n-é ñòåïåíè ïðè n ≥ 5 ôîðìóëû, âûðàæàþùåé
êîðíè ÷åðåç ðàäèêàëû, íå ñóùåñòâóåò. Â 1830 ã. Ýâàðèñò Ãàëóà ñîçäàë òåîðèþ, ïîçâîëÿ-
þùóþ âûÿñíèòü ðàçðåøèìîñòü èëè íåðàçðåøèìîñòü â ðàäèêàëàõ ëþáîãî êîíêðåòíîãî
óðàâíåíèÿ n-é ñòåïåíè (ñì. äîïîëíèòåëüíóþ ÷àñòü Ëåêöèè 18).
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ÎÑÍÎÂÍÀß ×ÀÑÒÜ

15.1 Êîëüöà è ïîëÿ
Â ïðîöåññå ðàçâèòèÿ ìàòåìàòèêè ïîñòîÿííî íàõîäèëèñü ïðè÷èíû äëÿ òîãî, ÷òîáû ââî-
äèòü áîëåå îáùèå ïîíÿòèÿ ÷èñëà. Îáùåèçâåñòíà, ïî êðàéíåé ìåðå, òàêàÿ öåïî÷êà ðàñ-
øèðåíèé (íà ïðîøëîé ëåêöèè ìû êàê ðàç çàâåðøèëè ïîñòðîåíèå åå ïîñëåäíåãî çâåíà):

N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R ⊂ C,

N = {1, 2, . . . } � íàòóðàëüíûå ÷èñëà; 1

Z = {0, ±1, ±2, . . . } � öåëûå ÷èñëà,

Q = {p/q, p ∈ Z, q ∈ N} � ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà,

R � âåùåñòâåííûå ÷èñëà,

C � êîìïëåêñíûå ÷èñëà.

Ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë Z ïîñëóæèëî ïðîòîòèïîì äëÿ ââåäåíèÿ ïîíÿòèÿ êîëüöà, à ìíî-
æåñòâà Q, R, C � äëÿ ïîíÿòèÿ ïîëÿ.

Ïóñòü íà íåïóñòîì ìíîæåñòâå K äåéñòâóþò äâå àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè: ñëîæåíèå
(îáîçíà÷àåìîå çíàêîì +) è óìíîæåíèå (îáîçíà÷àåìîå òî÷êîé èëè �ïóñòûì ìåñòîì�), è
ïóñòü ýòè îïåðàöèè îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

• ìíîæåñòâî K îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé;

• âûïîëíÿþòñÿ çàêîíû äèñòðèáóòèâíîñòè:

a(b+ c) = ab+ ac, (b+ c)a = ba+ ca ∀ a, b, c ∈ K;

• îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ àññîöèàòèâíà.

Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ìíîæåñòâî K íàçûâàåòñÿ (àññîöèàòèâíûì) êîëüöîì. (Â íåêîòîðûõ
êíèãàõ ïî àëãåáðå â îïðåäåëåíèå êîëüöà àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ íå âêëþ÷àåòñÿ.)

Åäèíè÷íûé ýëåìåíò îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñëîæåíèÿ â êîëüöå íàçûâàåòñÿ íóëåâûì
è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì 0. Ýëåìåíò, îáðàòíûé îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ ê ýëåìåíòó a,
íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûì ê a è îáîçíà÷àåòñÿ −a.
Óòâåðæäåíèå 1. 0 · a = a · 0 = 0 ∀ a ∈ K.

1Ïî ñëîâàì Êðîíåêåðà, �Áîã ñîçäàë íàòóðàëüíûå ÷èñëà, âñå îñòàëüíîå ïðèäóìàë ÷åëîâåê�.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü b = −(0 · a) (ýëåìåíò, ïðîòèâîïîëîæíûé ê 0 · a). Â ñèëó
äèñòðèáóòèâíîñòè, 0 · a = (0 + 0) · a = (0 · a) + (0 · a). Ïðèáàâèì b ê îáåèì ÷àñòÿì:
0 = b+ (0 · a) = (b+ 0 · a) + (0 · a) = 0 + (0 · a) = 0 · a. 2

Åñëè óìíîæåíèå êîììóòàòèâíî, òî K íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíûì êîëüöîì. Åñëè
ñóùåñòâóåò åäèíè÷íûé ýëåìåíò îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè óìíîæåíèÿ, òî êîëüöî íàçûâà-
åòñÿ êîëüöîì ñ åäèíèöåé.

Ïóñòü P � êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé, äëÿ êîòîðîãî ìíîæåñòâî P\{0} îòíî-
ñèòåëüíî îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ìíîæåñòâî
P íàçûâàåòñÿ ïîëåì.

Ãðóïïà P\{0} ïî óìíîæåíèþ íàçûâàåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïîé ïîëÿ P .

Åäèíè÷íûé ýëåìåíò êîëüöà ñ åäèíèöåé èëè ïîëÿ îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè óìíîæåíèÿ
îáîçíà÷àåòñÿ îáû÷íî ñèìâîëîì 1.

Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè K � êîëüöî ñ åäèíèöåé, òî (−1) · a = a · (−1) = −a ∀ a ∈ K.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó äèñòðèáóòèâíîñòè è óòâåðæäåíèÿ 1, 0 = (1 + (−1) · a =
1 · a+ (−1) · a = a+ (−1) · a. 2

Çàäà÷à. Ïóñòü a è b � ýëåìåíòû êîëüöà ñ åäèíèöåé e. Äîêàæèòå, ÷òî èç îáðàòèìîñòè ýëåìåíòà

e− ab â äàííîì êîëüöå âûòåêàåò îáðàòèìîñòü ýëåìåíòà e− ba.

15.2 Äåëèòåëè íóëÿ
Â íåêîòîðûõ êîëüöàõ ñóùåñòâóþò íåíóëåâûå ýëåìåíòû a, b òàêèå, ÷òî ab = 0. Òàêèå
ýëåìåíòû a, b íàçûâàþòñÿ äåëèòåëÿìè íóëÿ.

Óòâåðæäåíèå 3. Â ïîëå íå ìîæåò áûòü äåëèòåëåé íóëÿ: ab = 0 ⇒ a = 0 èëè b = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ab = 0. Åñëè a = 0, òî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî a 6= 0. Òîãäà äëÿ a ñóùåñòâóåò îáðàòíûé ýëåìåíò a−1 (a−1a = aa−1 = 1). Â ñèëó
óòâåðæäåíèÿ 1 è àññîöèàòèâíîñòè óìíîæåíèÿ, 0 = a−1 ·0 = a−1(ab) = (a−1a) b = 1 ·b = b.
2

ÏÐÈÌÅÐÛ:

(1) K � ìíîæåñòâî ÷åòíûõ öåëûõ ÷èñåë. Îïåðàöèè � ñëîæåíèå è óìíîæåíèå öåëûõ
÷èñåë. Ýòî êîììóòàòèâíîå êîëüöî áåç åäèíèöû. Êîëüöî íå èìååò äåëèòåëåé íóëÿ.

(2) K = Rn×n (ìíîæåñòâî âñåõ n × n-ìàòðèö). Îïåðàöèè � ñëîæåíèå è óìíîæåíèå
ìàòðèö. Ýòî íåêîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé. Êîëüöî èìååò äåëèòåëè íóëÿ.
Íàïðèìåð, â ñëó÷àå n = 2 íàõîäèì[

1 1
1 1

] [
1 1

−1 −1

]
= 0.

(3) K � ìíîæåñòâî âñåõ ÷èñåë âèäà a + b
√

2, ãäå a, b ∈ Q. Îïåðàöèè � ñëîæåíèå è
óìíîæåíèå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. ßñíî, ÷òî ñóììà ÷èñåë òàêîãî âèäà è èõ ïðîèçâå-
äåíèÿ áóäóò ÷èñëàìè òàêîãî æå âèäà. Ïîýòîìó î÷åâèäíî, ÷òî K � êîììóòàòèâíîå
êîëüöî ñ åäèíèöåé 1 = 1 + 0 ·

√
2.

Â äàííîì ñëó÷àå K ÿâëÿåòñÿ ïîëåì: ìíîæåñòâî K\{0} îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè
óìíîæåíèÿ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé (ñì. ïðèìåð àáåëåâîé ãðóïïû èç
Ëåêöèè 2).
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15.3 Êîëüöî âû÷åòîâ
Íàïîìíèì, ÷òî âû÷åòû � ýòî ñïåöèàëüíûå ïîäìíîæåñòâà öåëûõ ÷èñåë (ñì. ïðèìåð
êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè èç Ëåêöèè 6).

Çàôèêñèðóåì öåëîå ÷èñëî p > 1. Äëÿ ëþáîãî a ∈ Z îáîçíà÷èì ÷åðåç Z(a) ìíîæåñòâî
âñåõ öåëûõ ÷èñåë, èìåþùèõ ïðè äåëåíèè íà p òàêîé æå îñòàòîê, êàê è ÷èñëî a (ñðàâíè-
ìûõ ñ a ïî ìîäóëþ p). Ìíîæåñòâà Z(a) è íàçûâàþòñÿ âû÷åòàìè ïî ìîäóëþ p.

Ìíîæåñòâî âñåõ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p îáîçíà÷àåòñÿ Zp. Âñåãî èìååòñÿ ðîâíî p ðàç-
ëè÷íûõ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p:

Zp = {Z(0), Z(1), . . . , Z(p− 1)}.

Îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ âû÷åòîâ:

Z(a) + Z(b) = Z(a+ b), Z(a)Z(b) = Z(ab).

Äàííûå îïðåäåëåíèÿ êîððåêòíû â ñèëó ñëåäóþùåãî ýëåìåíòàðíîãî íàáëþäåíèÿ:

Z(c+ d) = Z(a+ b), Z(cd) = Z(ab) ∀ c ∈ Z(a), ∀ d ∈ Z(b).

Ñòîëü æå ýëåìåíòàðíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ
ìíîæåñòâî âû÷åòîâ Zp ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíûì êîëüöîì ñ åäèíèöåé.

Òåîðåìà. Â ñëó÷àå ïðîñòîãî p è òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå êîëüöî âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p
ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ÷èñëîì ⇒ p = ab ïðè 1 < a, b < p
⇒ Z(a) Z(b) = Z(ab) = Z(p) = Z(0) = 0. Çíà÷èò, Zp èìååò äåëèòåëè íóëÿ, è ñîãëàñíî
óòâåðæäåíèþ 3, Zp íå ìîæåò áûòü ïîëåì ïðè ñîñòàâíîì p.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî p � ïðîñòîå ÷èñëî. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî âû÷åòà Z(a)
ïðè 1 ≤ a ≤ p − 1 ñóùåñòâóåò âû÷åò Z(b) òàêîé, ÷òî Z(a)Z(b) = Z(1) = 1. Äëÿ ýòîãî
ðàññìîòðèì ÷èñëà âèäà ka è èõ îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà p:

1 · a = pq1 + r1, 2 · a = pq2 + r2, . . . , (p− 1) · a = pqp−1 + rp−1, (1)

q1, r1, . . . , qp−1, rp−1 ∈ Z, 0 ≤ r1, . . . , rp−1 ≤ p− 1.

Íè îäèí èç îñòàòêîâ r1, . . . , rp−1 íå ðàâåí íóëþ, èíà÷å a äåëèëîñü áû íà p. Êðîìå òîãî,
ñðåäè íèõ íåò ñîâïàäàþùèõ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî rk = rm. Òîãäà (k −m)a = p(q k − qm).
Ïîñêîëüêó a è p âçàèìíî ïðîñòûå, k −m äåëèòñÿ íà p.

Îäíàêî, ïðè k,m = 1, 2, . . . , p− 1 î÷åâèäíî, ÷òî |k−m| < p ⇒ k−m = 0. Òàêèì
îáðàçîì,

{r1, r2, . . . , rp−1} = {1, 2, . . . , p− 1}. (2)

Çíà÷èò, ïðè íåêîòîðîì k íåïðåìåííî rk = 1 ⇒ Z(a) Z(rk) = Z(1) = 1. 2

Çàìå÷àíèå. Â ïðîâåäåííûõ ðàññóæäåíèÿõ ôàêòè÷åñêè ñîäåðæèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî
�ìàëîé� òåîðåìû Ôåðìà: åñëè p � ïðîñòîå ÷èñëî è a âçàèìíî ïðîñòî ñ p, òî ÷èñëî
ap−1−1 äåëèòñÿ íà p. Â ñàìîì äåëå, ïåðåìíîæàÿ ðàâåíñòâà (1) è ó÷èòûâàÿ (2), ïîëó÷àåì,
÷òî (p− 1)! (ap−1− 1) äåëèòñÿ íà p. Ïîñêîëüêó (p− 1)! è p âçàèìíî ïðîñòû, íà p îáÿçàíî
äåëèòüñÿ ÷èñëî ap−1 − 1.

Êàê âèäèì, êîëüöà Zp äàþò ïðèìåðû êîíå÷íûõ êîëåö, à ïðè ïðîñòîì p � òàêæå
ïðèìåðû êîíå÷íûõ ïîëåé (òî åñòü, êîëåö è ïîëåé ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ).

Êîíå÷íûå ïîëÿ èãðàþò âàæíóþ ðîëü â ïðèêëàäíûõ âîïðîñàõ ìàòåìàòèêè � íàïðè-
ìåð, â òåîðèè êîäèðîâàíèÿ, îáíàðóæåíèÿ è èñïðàâëåíèÿ îøèáîê ïðè ïåðåäà÷å èíôîð-
ìàöèè ïî ðàçëè÷íûì êàíàëàì ñâÿçè.
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15.4 Âëîæåíèÿ è èçîìîðôèçìû
Ïóñòü M � íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî â K. Åñëè K � êîëüöî, òî M íàçûâàåòñÿ åãî ïîä-
êîëüöîì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé, äåéñòâóþùèõ â K. Åñëè
K � ïîëå, òî M íàçûâàåòñÿ åãî ïîäïîëåì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ ïîëåì îòíîñèòåëüíî òåõ
æå îïåðàöèé, êîòîîðûå äåéñòâóþò â K. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ãîâîðÿò, ÷òî M âëîæåíî â K,
èëè K ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì êîëüöà (ïîëÿ) M .

Â ðàçëè÷íûõ ïîñòðîåíèÿõ ìîãóò âîçíèêàòü êîëüöà èëè ïîëÿ, íåðàçëè÷èìûå ñ òî÷êè
çðåíèÿ ñâîéñòâ äåéñòâóþùèõ â íèõ îïåðàöèé. Îäèíàêîâîñòü ñâîéñòâ îïåðàöèé â L è M
îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ Φ : L→M , ñîõðàíÿþùåãî
îïåðàöèè:

Φ(a+ b) = Φ(a) + Φ)b), Φ(ab) = Φ(a) Φ(b) ∀ a, b ∈ L.

Òàêîå îòîáðàæåíèå Φ íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì, à L è M � èçîìîðôíûìè.

Îáû÷íî K íàçûâàþò ðàñøèðåíèåì êîëüöà (ïîëÿ) L è â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà L èçî-
ìîðôíî íåêîòîðîìó åãî ïîäêîëüöó (ïîäïîëþ) M .

Ïóñòü 1� åäèíè÷íûé ýëåìåíò ïîëÿ P . Ðàññìîòðèì ñóììû, ñîñòîÿùèå èç p ñëàãàåìûõ
âèäà

p · 1 = 1 + . . .+ 1.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü åñòü îïðåäåëåíèå âûðàæåíèÿ p · 1 (p íå ÿâëÿåòñÿ ýëå-
ìåíòîì íàøåãî ïîëÿ è, ñòàëî áûòü, ðå÷ü íå èäåò îá óìíîæåíèè äâóõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ).
Ìèíèìàëüíîå p òàêîå, ÷òî p · 1 = 0, íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé ïîëÿ P .

Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè ïîëå èìååò õàðàêòåðèñòèêó p ≥ 1, òî ÷èñëî p ïðîñòîå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî p = mk. Òîãäà 0 = (mk) · 1 =
(m · 1)(k · 1). Ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê â ïîëå íå áûâàåò äåëèòåëåé íóëÿ. 2

Óòâåðæäåíèå 2. Ëþáîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p ≥ 1 ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê
ðàñøèðåíèå ïîëÿ âû÷åòîâ Zp.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p èìååòñÿ, ïî êðàéíåé ìåðå, p ðàçëè÷íûõ ýëå-
ìåíòîâ âèäà k · 1, k = 1, . . . , p. Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñîñòàâëåííîå èç íèõ ìíîæåñòâî
ÿâëÿåòñÿ ïîäïîëåì. Èçîìîðôèçì äàííîãî ïîäïîëÿ ñ Zp óñòàíàâëèâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì
Φ(k · 1) = Z(k). 2

Ñëåäñòâèå. Ëþáîå êîíå÷íîå ïîëå ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ðàñøèðåíèå íåêîòî-
ðîãî ïîëÿ âû÷åòîâ.

Çàäà÷à 1. Ïóñòü P � ÷èñëîâîå ïîëå è ïðè ýòîì R ⊂ P ⊂ C. Äîêàæèòå, ÷òî P = R ëèáî P = C.

Çàäà÷à 2. Íàéäèòå âñå ïîëÿ, âëîæåííûå â ïîëå Q.

15.5 ×èñëî ýëåìåíòîâ â êîíå÷íîì ïîëå
Óòâåðæäåíèå 3. Â êîíå÷íîì ïîëå ÷èñëî ýëåìåíòîâ îáÿçàòåëüíî èìååò âèä n = pm,
ãäå p � ïðîñòîå, m � íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè p � õàðàêòåðèñòèêà êîíå÷íîãî ïîëÿ F , òî, ñîãëàñíî óòâåðæ-
äåíèþ 2, F ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì ïîëÿ âû÷åòîâ ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ p: Zp ⊂ F .
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Ïî àíàëîãèè ñ íàøèìè èññëåäîâàíèÿìè â ñëó÷àå âåùåñòâåííîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñò-
âà, ýëåìåíòû a1, . . . , am ∈ F íàçîâåì ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè íàä Zp, åñëè èç ðà-
âåíñòâà α1a1 + . . . + αmam = 0 ñ êîýôôèöèåíòàìè α1, . . . , αm ∈ Zp âûòåêàåò, ÷òî
α1 = . . . = αm = 0. Ïóñòü m � ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ, ëèíåéíî
íåçàâèñèìûõ íàä Zp. Òîãäà ëþáîé ýëåìåíò v ∈ F èìååò âèä

v = α1a1 + . . . + αmam, α1, . . . , αm ∈ Zp.

Äëÿ êàæäîãî èç êîýôôèöèåíòîâ αi âîçìîæíî p ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ⇒ n = pm. 2

Êîíå÷íûå ïîëÿ ïðèíÿòî íàçûâàòü òàêæå ïîëÿìè Ãàëóà. Ìû äîêàçàëè, ÷òî äëÿ ñó-
ùåñòâîâàíèÿ ïîëÿ Ãàëóà íåîáõîäèìî, ÷òîáû åãî ÷èñëî ýëåìåíòîâ èìåëî âèä n = pm. Íî
ñóùåñòâóþò ëè ïîëÿ Ãàëóà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n òàêîãî âèäà? Îòâåò ïîëîæèòåëüíûé,
íî íà êîíñòðóèðîâàíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëåé ìû îñòàíàâëèâàòüñÿ íå áóäåì.

Çàäà÷à. Äîêàæèòå ñóùåñòâîâàíèå ïîëÿ èç ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ.

ÄÎÏÎËÍÈÒÅËÜÍÀß ×ÀÑÒÜ

15.6 Ïîëå ÷àñòíûõ
Òåîðåìà. Ëþáîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî áåç äåëèòåëåé íóëÿ ìîæåò áûòü âëîæåíî â ïîëå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü K � êîììóòàòèâíîå êîëüöî áåç äåëèòåëåé íóëÿ. ×òîáû ðàñøèðèòü åãî äî
ïîëÿ, ðàññìîòðèì ôîðìàëüíûå ÷àñòíûå âèäà a

b , ãäå a, b ∈ K è b 6= 0. Íàçîâåì ôîðìàëüíûå ÷àñòíûå a
b

è c
d ðàâíûìè, åñëè ad = bc. Äàííîå îòíîøåíèå ðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, ðåôëåêñèâíûì (a

b = a
b ) è

ñèììåòðè÷íûì. Íî îíî òàêæå òðàíçèòèâíî. Â ñàìîì äåëå,

a

b
=
c

d
⇔ ad = bc,

c

d
=
p

q
⇔ cq = dp.

Îòñþäà (aq − bp)(cd) = 0 è, â ñèëó îòñóòñòâèÿ äåëèòåëåé íóëÿ, aq − bp = 0 ⇒

aq = bp ⇔ a

b
=
p

q
.

Ñëåäîâàòåëüíî, îòíîøåíèå ðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ íà ìíîæåñòâå âñåâîçìîæíûõ ôîðìàëüíûõ ÷àñòíûõ îò-
íîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïîýòîìó âñå ìíîæåñòâî ôîðìàëüíûõ ÷àñòíûõ ðàçáèâàåòñÿ íà íåïåðåñåêà-
þùèåñÿ êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ïóñòü K
(

a
b

)
îáîçíà÷àåò êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, ïîðîæäàåìûé ôîðìàëüíûì ÷àñòíûì a

b . Êàê ìû
óæå çíàåì, êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ëþáûì ñâîèì ïðåäñòàâèòåëåì: åñëè c

d ∈
K
(

a
b

)
, òî K

(
c
d

)
= K

(
a
b

)
; ïîýòîìó òðàäèöèîííî îí îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ëþáûì ñâîèì ïðåäñòàâèòåëåì.

Îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ôîðìàëüíûõ ÷àñòíûõ îïðåäåëèì ïî
àíàëîãèè ñ çàäàíèåì îïåðàöèé äëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë:

K
(a
b

)
+K

( c
d

)
= K

(
ad+ bc

bd

)
, K

(a
b

)K(
c

d

)
= K

(ac
bd

)
.

Ïðîâåðêà òîãî, ÷òî ðåçóëüòàòû ýòèõ îïåðàöèé íå çàâèñÿò îò âûáîðà ïðåäñòàâèòåëåé â êëàññàõ ýêâèâà-
ëåíòíîñòè K

(
a
b

)
è K

(
c
d

)
, îñóùåñòâëÿåòñÿ âïîëíå ðóòèííûì îáðàçîì.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâî ôîðìàëüíûõ ÷àñòíûõ åñòü êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé 1 =
K
(

a
a

)
. Ïðè ýòîì 0 = K

(
0
a

)
. Ëþáîé íåíóëåâîé ýëåìåíò èìååò âèä K

(
a
b

)
, ãäå a 6= 0. Î÷åâèäíî, ýëåìåíò

K
(

b
a

)
áóäåò ê íåìó îáðàòíûì.

Èòàê, ìíîæåñòâî êëàññîâ K
(

a
b

)
åñòü ïîëå. Ïî÷åìó îíî ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ ðàñøèðåíèåì êîëüöà K?

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå a ↔ K
(

ac
c

)
è çàìåòèì, ÷òî îíî ñîõðàíÿåò

îïåðàöèè:

a+ b ↔ K
(ac
c

)
+K

(
bc

c

)
, ab ↔ K

(ac
c

)
K

(
bc

c

)
.
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Îñòàåòñÿ äîãîâîðèòüñÿ îá îòîæäåñòâëåíèè ýëåìåíòà a ∈ K ñ êëàññîì ýêâèâàëåíòíîñòè K
(

ac
c

)
(êîíå÷íî,

íå çàâèñÿùèì îò âûáîðà c 6= 0). 2

Ïîñòðîåííîå ïîëå ôîðìàëüíûõ ÷àñòíûõ ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ïîëåì, ñîäåðæàùèì K � â òîì
ñìûñëå, ÷òî ëþáîå ïîëå, ñîäåðæàùåå K, äîëæíî ñîäåðæàòü è äàííîå ïîëå ÷àñòíûõ (ýòî î÷åâèäíî �
âìåñòå ñ ëþáûìè äâóìÿ ýëåìåíòàìè ïîëå ñîäåðæèò òàêæå èõ ÷àñòíîå).

15.7 Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà ïîëÿ âû÷åòîâ
Òåîðåìà. Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà ïîëÿ âû÷åòîâ ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïÿ ïîëÿ Zp; îáîçíà÷èì åå ýëåìåíòû ÷åðåç
g1 = Z(1), . . . , gp−1 = Z(p − 1). Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ýòè ýëåìåíòû ñóòü ñòåïåíè êàêîãî-òî îäíîãî
èç íèõ.

Äëÿ ëþáîãî g ∈ G ðàññìîòðèì ñòåïåíè gk ïðè öåëûõ k ≥ 1. Îáÿçàòåëüíî íàéäåòñÿ k òàêîå, ÷òî g k =
1. Íàèìåíüøåå k ñ òàêèì ñâîéñòâîì íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì ýëåìåíòà g. Ïóñòü d(g) � ïîðÿäîê ýëåìåíòà
g. Çàìåòèì, ÷òî âñå öåëûå ñòåïåíè ýëåìåíòà g îáðàçóþò â G ïîäãðóïïó c ÷èñëîì ýëåìåíòîâ, ðàâíûì
d(g). Â ñèëó òåîðåìû Ëàãðàíæà (ñì. äîïîëíèòåëüíóþ ÷àñòü Ëåêöèè 2), d(g) ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà
p− 1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Dn ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n, à ÷åðåç φ(n) �
îáùåå êîëè÷åñòâî âçàèìíî ïðîñòûõ ñ n öåëûõ ÷èñåë â ïðîìåæóòêå îò 1 äî n. Â òåîðèè ÷èñåë ôóíêöèÿ
φ(n) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ýéëåðà. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà Ãàóññà:∑

d∈Dn

φ(d) = n. (∗)

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü d ∈ Dn èM(d) � ìíîæåñòâî ÷èñåë âèäà k(n/d), ãäå k ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî âçàèì-
íî ïðîñòûõ ñ d ÷èñåë â ïðîìåæóòêå îò 1 äî d. Ïðè d1 6= d2 ìíîæåñòâà M(d1) è M(d2) íå ïåðåñåêàþòñÿ.
Åñëè áû îíè èìåëè îáùèé ýëåìåíò k1(n/d1) = k2(n/d2), ãäå k1 âçàèìíî ïðîñòî ñ d1, à k2 âçàèìíî ïðîñòî
ñ d2, òî ýòî îçíà÷àëî áû, ÷òî k1d2 = k2d1. Îòñþäà áû âûòåêàëî, ÷òî d2 äåëèòñÿ íà d1 è îäíîâðåìåííî
d1 äåëèòñÿ íà d2 ⇒ d1 = d2. ×èñëî ýëåìåíòîâ â M(d) ðàâíî φ(d). Â òî æå âðåìÿ, ëþáîå ÷èñëî èç
ïðîìåæóòêà îò 1 äî n ïîïàäàåò â êàêîå-òî èç ìíîæåñòâ M(d) � ôîðìóëà Ãàóññà äîêàçàíà.

Äàëåå, ïóñòü ψ(d) îáîçíà÷àåò êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ãðóïïû G, èìåþùèõ ïîðÿäîê d. Åñëè g ∈ G
èìååò ïîðÿäîê d, òî êàæäûé èç ýëåìåíòîâ gk, ãäå k � âçàèìíî ïðîñòîå ñ d ÷èñëî èç ïðîìåæóòêà îò 1
äî d, òàêæå èìååò ïîðÿäîê d. Â ñàìîì äåëå, èç ðàâåíñòâà (gk)m = gkm = g 0 ïðè 1 ≤ m ≤ d ñëåäóåò, ÷òî
km äåëèòñÿ íà d, è çíà÷èò, åñëè k è d âçàèìíî ïðîñòû, òî m äåëèòñÿ íà d ⇒ m = d. Îòñþäà

ψ(d) ≥ φ(d) ∀ d ∈ Dp−1. (#)

Òåïåðü ïðèìåì âî âíèìàíèå î÷åâèäíîå ðàâåíñòâî (êàæäûé ýëåìåíò ãðóïïû G èìååò êàêîé-òî ïî-
ðÿäîê d, ÿâëÿþùèéñÿ äåëèòåëåì ïîðÿäêà ãðóïïû G, ðàâíîãî p− 1)∑

d∈Dp−1

ψ(d) = p− 1

è âû÷òåì èç íåãî ðàâåíñòâî (∗) ïðè n = p− 1:∑
d∈Dp−1

(ψ(d)− φ(d)) = 0.

Â ñèëó (#), èìååì ðàâíóþ íóëþ ñóììó íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë, ïîýòîìó êàæäîå èç íèõ ðàâíî íóëþ
⇒

ψ(d) = φ(d) ∀ d ∈ Dp−1.

Â ÷àñòíîñòè, ψ(p− 1) = φ(p− 1) ⇒ â ãðóïïå G ÷èñëî ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà p− 1 ðàâíî φ(p− 1) ≥ 1. 2
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ÎÑÍÎÂÍÀß ×ÀÑÒÜ

16.1 Ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì
Ïóñòü P � ïðîèçâîëüíîå ïîëå, ýëåìåíòû êîòîðîãî íàçûâàþòñÿ ÷èñëàìè, è V � íåïóñòîå
ìíîæåñòâî, ýëåìåíòû êîòîðîãî íàçûâàþòñÿ âåêòîðàìè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà V îïðåäåëåíû äâå îïåðàöèè: ñëîæåíèå âåêòîðîâ è óìíîæåíèå
âåêòîðîâ íà ÷èñëà (ýëåìåíòû èç ïîëÿ P ), è ïóñòü ýòè îïåðàöèè óäîâëåòâîðÿþò òåì æå
òðåáîâàíèÿì (àêñèîìàì), êîòîðûå áûëè ñôîðìóëèðîâàíû ïðè îïðåäåëåíèè âåùåñòâåí-
íîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà � ñ òåì òîëüêî îòëè÷èåì, ÷òî âñþäó ïîä ÷èñëîì ïîäðàçó-
ìåâàåòñÿ ýëåìåíò èç ïîëÿ P . Â òàêèõ ñëó÷àÿõ V íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì
íàä ïîëåì P , èëè âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä ïîëåì P .

Ïîíÿòèÿ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè è íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà
íàä ïîëåì P ââîäÿòñÿ òàê æå, êàê è â ñëó÷àå âåùåñòâåííîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà.
Òî÷íî òàê æå ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ ëèíåéíîé îáîëî÷êè, áàçèñà, ðàçìåðíîñòè, ïîäïðîñò-
ðàíñòâà (ñóììû ïîäïðîñòðàíñòâ, ïåðåñå÷åíèÿ è ò. ä.). Ñîõðàíÿþòñÿ âñå ôàêòû, ïîëó-
÷åííûå ðàíåå ïðè èññëåäîâàíèè ýòèõ ïîíÿòèé.

Çàìåòèì, ÷òî èíîãäà îäíî è òî æå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ V ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ðàçíûìè ïîëÿìè. Ñîîòâåòñòâóþùèå ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà
äîëæíû ñ÷èòàòüñÿ ðàçíûìè.

ÏÐÈÌÅÐÛ:

(1) V � ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë (â ðîëè âåêòîðîâ), P = R � ïîëå âåùåñòâåí-
íûõ ÷èñåë. Ñëîæåíèå âåêòîðîâ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñëîæåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.
Îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ âåêòîðîâ íà ÷èñëà èç ïîëÿ R òàê æå îïðåäåëÿåòñÿ êàê óìíî-
æåíèå äâóõ ÷èñåë � êîìïëåêñíîãî è âåùåñòâåííîãî. Ýòî êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå
ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì R. Êàê ëåãêî âèäåòü, dimV = 2.

(2) V � ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, P = Q � ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Ñëî-
æåíèå âåêòîðîâ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñëîæåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Îïåðàöèÿ óìíî-
æåíèÿ âåêòîðîâ íà ÷èñëà èç ïîëÿ Q òàê æå îïðåäåëÿåòñÿ êàê óìíîæåíèå äâóõ
÷èñåë � êîìïëåêñíîãî è ðàöèîíàëüíîãî. Äàííîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ
áåñêîíå÷íîìåðíûì. 1

(3) V � ìíîæåñòâîm×n ìàòðèö ñ ýëåìåíòàìè èç ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ P . Îáîçíà÷åíèå:
V = Pm×n.

1Ïîïðîáóéòå äîêàçàòü, ÷òî èìåþòñÿ, ïî êðàéíåé ìåðå, òðè ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðà: 1, 2
√

2, 3
√

2.
Äîêàçàòåëüñòâî áåñêîíå÷íîìåðíîñòè ìîæíî èçâëå÷ü èç íåðàçëîæèìîñòè íàä Q êðóãîâûõ ìíîãî÷ëåíîâ
ïðîñòîãî ïîðÿäêà (ñì. äîïîëíèòåëüíóþ ÷àñòü ê äàííîé ëåêöèè).

113
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Ñëîæåíèå âåêòîðîâ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà ìàòðèö: [aij] + [bij] = [aij + bij]. Óì-
íîæåíèå âåêòîðà íà ÷èñëî α ∈ P îïðåäåëÿåòñÿ êàê óìíîæåíèå ìàòðèöû íà ÷èñëî:
α[aij] = [α aij].

Â äàííîì ñëó÷àå V � êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì P ;
dimV = mn.

16.2 Ìíîãî÷ëåíû íàä ïîëåì
Ìíîãî÷ëåíû îò x íàä ïîëåì P � ýòî ôîðìàëüíûå âûðàæåíèÿ âèäà

p(x) = a0 + a1x+ . . .+ anx
n, a0, a1, . . . , an ∈ P. (∗)

Â äàííîì ñëó÷àå x âñåãî ëèøü ñèìâîë. Åñëè an 6= 0, òî ãîâîðÿò, ÷òî p(x) � ìíîãî-
÷ëåí ñòåïåíè n. Îáîçíà÷åíèå: deg p(x) = n. Ìíîãî÷ëåíû íóëåâîé ñòåïåíè íàçûâàþòñÿ
êîíñòàíòàìè è îáû÷íî îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ ýëåìåíòàìè ïîëÿ P . Ìíîãî÷ëåí, âñå êîýô-
ôèöèåíòû êîòîðîãî ðàâíû 0, íàçûâàåòñÿ íóëåâûì. Äëÿ íóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíü
íå îïðåäåëåíà.

Êîíå÷íî, ìîæíî áûëî áû, êàê è â ñëó÷àå âåùåñòâåííûõ êîýôôèöèåíòîâ, ðàññìàò-
ðèâàòü p(x) êàê ôóíêöèþ îò x ∈ P . Ìû íå äåëàåì ýòî ïî ñëåäóþùåé ïðè÷èíå. Ïóñòü,
íàïðèìåð, P = Z2 = {0, 1}. Òîãäà x = x2 ∀ x ∈ Z2. Êàê âèäèì, ìíîãî÷ëåíû ñ ðàç-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè ìîãóò îêàçàòüñÿ ðàâíûìè êàê ôóíêöèè, à íàì âñå æå êàæåòñÿ
ïîëåçíûì èìåòü òàêîå îïðåäåëåíèå, ïðè êîòîðîì îíè áóäóò ðàçëè÷íûìè.

Èòàê, â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ P ìû ðàññìàòðèâàåì ìíîãî÷ëåíû èìåííî êàê
ôîðìàëüíûå âûðàæåíèÿ îò êàêîé-òî áóêâû. Ïðè èñïîëüçîâàíèè áóêâû x ìíîæåñòâî
âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ëþáûõ ñòåïåíåé îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç P [x].

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí p(x) âèäà (∗) èìååò êîýôôèöèåíò ai

ïðè ñòåïåíè xi äëÿ âñåõ i îò 0 äî n è êîýôôèöèåíò 0 ïðè ëþáîé ñòåïåíè xi, ãäå i ≥
n+1. Ìíîãî÷ëåíû îò x íàä ïîëåì P íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè îíè èìåþò îäèíàêîâûå
êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ áóêâû x.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîãî÷ëåíû x è x2 íàä ïîëåì Z2 ñ÷èòàþòñÿ ðàçëè÷íûìè (õîòÿ è
ñîâïàäàþò êàê ôóíêöèè îò x ∈ Z2).

Ðàññìîòðèì äâà ìíîãî÷ëåíà èç ìíîæåñòâà P [x]:

p(x) = a0 + a1x+ . . .+ anpx
np , ai = 0 ïðè i ≥ np + 1,

q(x) = b0 + b1x+ . . .+ bnqx
nq , bi = 0 ïðè i ≥ nq + 1.

Ñóììîé ìíîãî÷ëåíîâ íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåí p(x) + q(x) = s0 + s1x + . . . , â êîòîðîì
êîýôôèöèåíò ïðè xi ðàâåí

si = ai + bi, i ≥ 0.

Ïðîèçâåäåíèåì ìíîãî÷ëåíîâ íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåí p(x) q(x) = t0 + t1x+ . . . , â êîòîðîì
êîýôôèöèåíò ïðè xi ðàâåí

ti =
i∑

k+l=i

akbl, i ≥ 0.

Èìåííî òàêîé ìíîãî÷ëåí ïîëó÷èòñÿ, åñëè ïðèâû÷íûì ñïîñîáîì ðàñêðûòü ñêîáêè è ïðè-
âåñòè ïîäîáíûå ÷ëåíû â âûðàæåíèè

(a0 + a1x+ . . .+ anpx
np)(b0 + b1x+ . . .+ bnqx

nq) =
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(a0b0) + (a1b0 + a0b1)x + (a2b0 + a1b1 + a0b2)x
2 + . . . + (anpbnq)x

np+nq .

Âàæíîå (õîòÿ è î÷åâèäíîå) íàáëþäåíèå:

deg(p(x) q(x)) = deg p(x) + deg q(x). (#)

16.3 Êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ
Óòâåðæäåíèå. Ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ P [x] îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è
óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíûì êîëüöîì ñ åäèíèöåé. Äåëèòåëåé
íóëÿ â P [x] íåò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó î÷åâèäíîñòè òîãî, ÷òî ñëîæåíèå ïðåâðàùàåò P [x] â àáåëåâó
ãðóïïó, ïåðåéäåì ñðàçó ê èçó÷åíèþ ñâîéñòâ îïåðàöèè óìíîæåíèÿ. Íàðÿäó ñ p(x) è q(x),
ðàññìîòðèì åùå îäèí ìíîãî÷ëåí

r(x) = c0 + c1x+ . . .+ cnrx
nr , ci = 0 ïðè i ≥ nr + 1.

Ïóñòü (p(x)q(x))r(x) = u0 + u1x+ . . . ; p(x)(q(x)r(x)) = v0 + v1x+ . . . . Òîãäà, ñîãëàñíî
îïðåäåëåíèþ îïåðàöèè óìíîæåíèÿ,

ui =
∑

j+m=i

(∑
k+l=j

akbl

)
cm =

∑
k+l+m=i

akblcm =
∑

k+j=i

ak

( ∑
l+m=j

blcm

)
= vi.

Òàêèì îáðàçîì, óìíîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ àññîöèàòèâíî. Äèñòðèáóòèâíîñòü ïðîâåðÿåò-
ñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì. Êîììóòàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ òàêæå î÷åâèäíà. Ðîëü åäèíèöû
âûïîëíÿåò ìíîãî÷ëåí 1. Îòñóòñòâèå äåëèòåëåé íóëÿ âûòåêàåò èç ñâîéñòâà (#). 2

Çàìåòèì, ÷òî P [x] ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è êàê ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì P
(ñëîæåíèå âåêòîðîâ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñëîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ, óìíîæåíèå âåêòîðîâ íà
ýëåìåíòû ïîëÿ P � êàê óìíîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ íà íóëåâîé ìíîãî÷ëåí è ìíîãî÷ëåíû
íóëåâîé ñòåïåíè, îòîæäåñòâëÿåìûå ñ ýëåìåíòàìè ïîëÿ P ).

Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî P [x] áåñêîíå÷íîìåðíî (ïðè îïðåäåëåíèè ìíîãî÷ëåíà êàê
ôîðìàëüíîé ñóììû îäíî÷ëåíîâ ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ëþáîé ñèñòåìû îäíî÷ëåíîâ
ñ ðàçíûìè ñòåïåíÿìè î÷åâèäíà). Ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ Pn[x] ñòåïåíè n èëè íèæå
ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì ðàçìåðíîñòè n+ 1.

16.4 Äåëåíèå ñ îñòàòêîì
Óòâåðæäåíèå. Äëÿ ëþáîé ïàðû ìíîãî÷ëåíîâ f(x), g(x) ∈ P [x] â ñëó÷àå g(x) 6= 0 ñó-
ùåñòâóþò è åäèíñòâåííû ìíîãî÷ëåíû q(x), r(x) ∈ P [x] òàêèå, ÷òî

f(x) = g(x)q(x) + r(x), deg r(x) < deg g(x) ëèáî r(x) = 0. (∗)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(x) = anx
n + . . . + a0, g(x) = bmx

m + . . . + b0, ïðè÷åì
bm 6= 0. Åñëè deg f(x) < deg g(x), òî ñóùåñòâîâàíèå äîêàçàíî: q(x) = 0 è r(x) = f(x).
Åñëè deg f(x) ≥ deg g(x), òî ïîëîæèì

f1(x) = f(x)−
(
an

bm
xn−m

)
g(x) ⇒ deg f1(x) < deg f(x) ëèáî f1(x) = 0.
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Âîñïîëüçóåìñÿ èíäóêöèåé ïî ñòåïåíè f(x). Åñëè óæå íàéäåíî ïðåäñòàâëåíèå

f1(x) = g(x)q1(x) + r1(x), deg r1(x) < deg g(x) ëèáî r1(x) = 0,

òî (∗) ïîëó÷àåòñÿ ïðè âûáîðå

q(x) =

(
an

bm
xn−m

)
+ q1(x), r(x) = r1(x).

Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü èìååòñÿ åùå îäíà ïàðà ìíîãî÷ëåíîâ q̃(x) è r̃(x),
óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèþ (∗). Òîãäà

g(x)(q(x)− q̃(x)) = r(x)− r̃(x).

Åñëè q(x)− q̃(x) 6= 0, òî ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà â ëåâîé ÷àñòè íå ìåíüøå ñòåïåíè g(x) ⇒
deg(r(x) − r̃(x)) ≥ deg g(x). Ýòî íåâîçìîæíî, ïîòîìó ÷òî ïðè âû÷èòàíèè ìíîãî÷ëåíîâ
ñòåïåíü ðåçóëüòàòà íå âûøå ñòåïåíè êàæäîãî èç íèõ ⇒ q(x) = q̃(x) ⇒ r(x) = r̃(x).
2

Ìíîãî÷ëåí r(x) èç ðàâåíñòâà (∗) íàçûâàåòñÿ îñòàòêîì, à q(x) � íåïîëíûì ÷àñòíûì
ïðè äåëåíèè ìíîãî÷ëåíà f(x) íà g(x) 6= 0. Åñëè r(x) = 0, òî ãîâîðÿò, ÷òî f(x) äåëèòñÿ
íà g(x), èëè g(x) ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ìíîãî÷ëåíà f(x).

16.5 Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü
Ïóñòü ìíîãî÷ëåí d(x) ∈ P [x] ÿâëÿåòñÿ îáùèì äåëèòåëåì ìíîãî÷ëåíîâ f(x) è g(x) èç
P [x]. Îí íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì, åñëè ëþáîé îáùèé äåëèòåëü ýòèõ
ìíîãî÷ëåíîâ ÿâëÿåòñÿ òàêæå è åãî äåëèòåëåì. Îáîçíà÷åíèå: d(x) = (f(x), g(x)). Ìíîãî-
÷ëåíû íàçûâàþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè íàä ïîëåì P , åñëè èõ íàèáîëüøèé îáùèé äåëè-
òåëü èìååò íóëåâóþ ñòåïåíü.

Èç îïðåäåëåíèÿ ÿñíî, ÷òî íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâ îïðåäåëåí îä-
íîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî íåíóëåâîãî ìíîæèòåëÿ (ìíîãî÷ëåíà íóëåâîé ñòåïåíè), ïðèíàä-
ëåæàùåãî ïîëþ P . Â ñëó÷àå âçàèìíî ïðîñòûõ ìíîãî÷ëåíîâ f(x) è g(x) âñåãäà ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî (f(x), g(x)) = 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî deg f(x) ≥ deg g(x). Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâ
f(x) è g(x) ìîæíî íàéòè ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Åâêëèäà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé öå-
ïî÷êó äåëåíèé ñ îñòàòêîì ñëåäóþùåãî âèäà:

f(x) = g(x)q1(x) + r1(x), deg r1(x) < deg g(x),
g(x) = r1(x)q2(x) + r2(x), deg r2(x) < deg r1(x),
r1(x) = r2(x)q3(x) + r3(x), deg r3(x) < deg r2(x),
. . . . . . . . .

rk−2(x) = rk−1(x)qk(x) + rk(x), deg rk(x) < deg rk−1(x),
rk−1(x) = rk(x)qk+1(x).

Ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì äåëåíèè ñ îñòàòêîì ñòåïåíü îñòàòêà ïîíèæàåòñÿ íà êàæäîì øàãå.
Â äàííîé öåïî÷êå rk(x) � ïîñëåäíèé íåíóëåâîé îñòàòîê.

Óòâåðæäåíèå. rk(x) = (f(x), g(x)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîñìàòðèâàÿ äàííûå ðàâåíñòâà ñíèçó ââåðõ, ëåãêî óáåäèòüñÿ â
òîì, ÷òî rk(x) ÿâëÿåòñÿ îáùèì äåëèòåëåì ìíîãî÷ëåíîâ f(x) è g(x). Ïóñòü d̃(x) � ëþáîé
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îáùèé äåëèòåëü äëÿ f(x) è g(x). Ïðîñìàòðèâàÿ òå æå ðàâåíñòâà ñâåðõó âíèç, ïîëó÷àåì,
÷òî d̃(x) ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì äëÿ rk(x). Ñëåäîâàòåëüíî, rk(x) = (f(x), g(x)). 2

Òåîðåìà î íàèáîëüøåì îáùåì äåëèòåëå. Äëÿ ëþáûõ ìíîãî÷ëåíîâ f(x), g(x) ∈ P [x]
ñóùåñòâóþò ìíîãî÷ëåíû φ(x), ψ(x) ∈ P [x] òàêèå, ÷òî

f(x)φ(x) + g(x)ψ(x) = d(x), d(x) = (f(x), g(x)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñêîìûå ìíîãî÷ëåíû êîíñòðóêòèâíî ïîëó÷àþòñÿ íà îñíîâå àëãî-
ðèòìà Åâêëèäà. Åñëè óæå ïîëó÷åíû ðàâåíñòâà

ri−2(x) = f(x)φi−2(x) + g(x)ψi−2(x), ri−1(x) = f(x)φi−1(x) + g(x)ψi−1(x),

òî èç íèõ íåòðóäíî âûâåñòè, ÷òî ri(x) = f(x)φi(x) + g(x)ψi(x), ãäå

φi(x) = φi−2(x)− ψi−1(x) qi(x), ψi(x) = ψi−2(x)− ψi−1(x) qi(x).

Òðåáóåìîå ðàâåíñòâî ïîëó÷àåòñÿ ïðè i = k. 2

Ñëåäñòâèå. Äëÿ âçàèìíî ïðîñòûõ ìíîãî÷ëåíîâ f(x), g(x) ∈ P [x] ñóùåñòâóþò ìíîãî-
÷ëåíû φ(x), ψ(x) ∈ P [x] òàêèå, ÷òî f(x)φ(x) + g(x)ψ(x) = 1.

Çàìå÷àíèå. Ëþáîé ìíîãî÷ëåí âèäà f(x)φ(x)+ g(x)ψ(x) äåëèòñÿ íà d(x) = (f(x), g(x))
(ïîýòîìó, â ÷àñòíîñòè, åãî ñòåïåíü íå ìåíüøå ñòåïåíè d(x)).

16.6 Çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíà è êîðíè
Ïóñòü f(x) = a0+a1x+. . .+anx

n ∈ P [x] è θ ∈ P . Îïðåäåëèì f(θ) åñòåñòâåííûì îáðàçîì:
f(θ) = a0+a1θ+ . . .+anθ

n. ßñíî, ÷òî f(θ) ∈ P . Îíî è íàçûâàåòñÿ çíà÷åíèåì ìíîãî÷ëåíà
f(x) ïðè x = θ. Ýëåìåíò θ íàçûâàåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f(x), åñëè f(θ) = 0.

Òåîðåìà Áåçó. Åñëè f(x) ∈ P [x] è f(θ) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî θ ∈ P , òî f(x) äåëèòñÿ
íà x− θ. 2

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïîëíèâ äåëåíèå ñ îñòàòêîì, íàõîäèì f(x) = (x − θ)q(x) + r(x),
ãäå r(x) = 0 ëèáî deg r(x) = 0. Åñëè r(x) = 0, òî âñå äîêàçàíî. Ñëó÷àé deg r(x) = 0
âåäåò ê ïðîòèâîðå÷èþ: 0 = f(θ) = (θ − θ) q(θ) + r(θ) = r(θ) ⇒ r(x) = 0. Â òî æå
âðåìÿ, ñîãëàñíî íàøèì îïðåäåëåíèÿì, ìíîãî÷ëåí íóëåâîé ñòåïåíè íå ìîæåò áûòü ðàâåí
íóëåâîìó ìíîãî÷ëåíó. 2

Íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ P [x] íàçûâàåòñÿ ðàçëîæèìûì íàä P , åñëè ñóùåñòâóþò
ìíîãî÷ëåíû íåíóëåâîé ñòåïåíè p(x), q(x) ∈ P [x] òàêèå, ÷òî f(x) = p(x)q(x). Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå ìíîãî÷ëåí f(x) íàçûâàåòñÿ íåðàçëîæèìûì, èëè íåïðèâîäèìûì íàä P .

Èç òåîðåìû Áåçó âûòåêàåò, ÷òî íåðàçëîæèìûé íàä P ìíîãî÷ëåí íå ìîæåò èìåòü
êîðíåé èç P , à ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n íàä P íå ìîæåò èìåòü áîëåå n
êîðíåé.

16.7 Ïðèñîåäèíåíèå êîðíÿ
Íåðåäêî ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü ìíîãî÷ëåíû íàä ïîëåì P , íå èìåþùèå êîðíåé èç
P . Òàêèå ìíîãî÷ëåíû ìîãóò, òåì íå ìåíåå, èìåòü êîðåíü â êàêîì-ëèáî ðàñøèðåíèè F

2Äàííîå ïðåäëîæåíèå îáû÷íî ïðèâîäèòñÿ â êà÷åñòâå ãëàâíîãî ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû Áåçó � óòâåðæ-
äåíèÿ î òîì, ÷òî r(θ) = f(θ) äëÿ îñòàòêà r(x) îò äåëåíèÿ f(x) íà x− θ.
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ïîëÿ P . Ýëåìåíò θ ∈ F íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì íàä ïîëåì P , åñëè îí ÿâëÿåòñÿ êîð-
íåì ìíîãî÷ëåíà íàä P . Ìíîãî÷ëåí íàä P ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè ñ êîðíåì θ íàçûâàåòñÿ
ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì äëÿ θ íàä ïîëåì P .

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òàêèå ðàñøèðåíèÿ ïîëÿ P , êîòîðûå âëîæåíû â F . Ïóñòü
θ ∈ F . Ïîëå íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì θ-ðàñøèðåíèåì ïîëÿ P , åñëè îíî ñîäåðæèò θ è
âëîæåíî â ëþáîå ïîëå, ñîäåðæàùåå P è θ. Îáîçíà÷åíèå: P (θ).

Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå, åñëè θ1, . . . , θk ∈ F , òî ÷åðåç P (θ1, . . . , θk) îáîçíà÷àåòñÿ ìèíè-
ìàëüíîå ïîëå, ñîäåðæàùåå P è ýëåìåíòû θ1, . . . , θk. Ìèíèìàëüíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî äàííîå
ïîëå âëîæåíî â ëþáîå ïîëå, ñîäåðæàùåå P è θ1, . . . , θk.

Åñëè θ /∈ P , òî ãîâîðÿò, ÷òî ïîëå P (θ) ïîëó÷åíî èç P ïðèñîåäèíåíèåì ýëåìåíòà θ.
Ðàñøèðåíèå òàêîãî òèïà íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì àëãåáðàè÷åñêèì, åñëè θ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì
íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà èç P [x].

Òåîðåìà î ïðèñîåäèíåíèè êîðíÿ. Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí äëÿ θ îïðåäåëÿåòñÿ
îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî íåíóëåâîãî ìíîæèòåëÿ. Åñëè n � åãî ñòåïåíü, òî ìèíè-
ìàëüíîå θ-ðàñøèðåíèå ïîëÿ P èìååò âèä

P (θ) = {s ∈ F : s = a0 + a1θ + . . .+ an−1θ
n−1, a0, a1, . . . , an−1 ∈ P}. (∗)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(x) è g(x) � äâà ìèíèìàëüíûõ ìíîãî÷ëåíà äëÿ
θ (îáà ñòåïåíè n). Òîãäà èõ íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü d(x) ∈ P [x] èìååò âèä

d(x) = f(x)φ(x) + g(x)ψ(x), ãäå φ(x), ψ(x) ∈ P [x].

Îòñþäà d(θ) = 0. Ïîýòîìó deg d(x) = n ⇒ êàæäûé èç ìíîãî÷ëåíîâ f(x) è g(x)
îòëè÷àåòñÿ îò d(x) ëèøü íåíóëåâûì ìíîæèòåëåì.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç M ìíîæåñòâî, îïðåäåëåííîå ïðàâîé ÷àñòüþ (∗). Î÷åâèäíî, ÷òî
M ⊂ P (θ). Ïîýòîìó îñòàåòñÿ òîëüêî äîêàçàòü, ÷òî M � ïîäïîëå.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí p(x) íàä ïîëåì P è çàìåòèì, ÷òî p(θ) ∈ M . Äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà ðàçäåëèì p(x) ñ îñòàòêîì íà ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí f(x):

p(x) = f(x)q(x) + r(x) ⇒ p(θ) = r(θ).

ßñíî, ÷òî r(θ) åñòü ñóììà ýëåìåíòîâ 1, θ, . . . , θn−1 ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿ P .
Ïîýòîìó r(θ) ∈M .

Ïðîèçâåäåíèå äâóõ ýëåìåíòîâ èç M ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, çíà÷åíèåì íåêîòîðîãî ìíî-
ãî÷ëåíà p(x) ∈ P [x] ïðè x = θ. Ïîýòîìó îíî ïðèíàäëåæèò M . Äàëåå, ëþáîé ýëåìåíò
èç M èìååò âèä p(θ), ãäå ìíîãî÷ëåí p(x) ∈ P [x] èìååò ñòåïåíü íå âûøå n − 1. Ìíî-
ãî÷ëåí f(x), î÷åâèäíî, íåðàçëîæèì, ïîýòîìó ìíîãî÷ëåíû p(x) è f(x) âçàèìíî ïðîñ-
òû. Ïî ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû î íàèáîëüøåì îáùåì äåëèòåëå, ñóùåñòâóþò ìíîãî÷ëåíû
φ(x), ψ(x) ∈ P [x] òàêèå, ÷òî

f(x)φ(x) + p(x)ψ(x) = 1 ⇒ p(θ)ψ(θ) = 1. 2
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Çàäà÷à. Ïîëå P � ìèíèìàëüíîå ÷èñëîâîå ïîëå, ñîäåðæàùåå ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q è 5
√

2.
Äîêàæèòå, ÷òî ïîëå P åñòü ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì Q è íàéäèòå åãî ðàçìåðíîñòü.

ÄÎÏÎËÍÈÒÅËÜÍÀß ×ÀÑÒÜ

16.8 Ïîñòðîåíèÿ öèðêóëåì è ëèíåéêîé
Íàøè èññëåäîâàíèÿ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè, ïîëåé è ìíîãî÷ëåíîâ óæå ñåé÷àñ ïîçâîëÿþò
ðàçîáðàòüñÿ ñ ìíîãèìè íå î÷åíü ïðîñòûìè âîïðîñàìè. Äàâàéòå ïîñìîòðèì, êàê îíè
ïðèìåíÿþòñÿ ê àíàëèçó ïîñòðîåíèé, âûïîëíÿåìûõ ñ ïîìîùüþ ëèøü öèðêóëÿ è ëèíåéêè.
Âîò çíàìåíèòûå ïðèìåðû òàêèõ çàäà÷:

• ïîñòðîèòü ðåáðî êóáà, îáúåì êîòîðîãî â äâà ðàçà áîëüøå îáúåìà çàäàííîãî êóáà
(çàäà÷à îá óäâîåíèè êóáà);

• ïîñòðîèòü ïðàâèëüíûé n-óãîëüíèê, âïèñàííûé â çàäàííóþ îêðóæíîñòü.

Âîïðîñ î òîì, ÷òî ìîæíî è ÷òî íåëüçÿ ïîñòðîèòü ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè, îêà-
çàëñÿ òðóäíûì è íå ïîääàâàëñÿ ðåøåíèþ íà ïðîòÿæåíèè ìíîãèõ âåêîâ.

Èñïîëüçóÿ ìåòîä êîîðäèíàò, ìû ìîæåì ñâåñòè âîïðîñ î ãåîìåòðè÷åñêèõ ïîñòðîåíè-
ÿõ ê íàõîæäåíèþ íåêîòîðîé ñïåöèàëüíîé öåïî÷êè ðàñøèðåíèé ïîëåé, íà÷èíàþùåéñÿ ñ
ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Âñå ïîëÿ âëîæåíû, êîíå÷íî, â ïîëå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ðåáðî çàäàííîãî êóáà è ðàäèóñ çà-
äàííîé îêðóæíîñòè ðàâíû 1. Îïèðàÿñü íà òåîðåìó Ôàëåñà, ìû ìîæåì ïîñòðîèòü ñ
ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè ëþáîé îòðåçîê ðàöèîíàëüíîé äëèíû.

Ïóñòü àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç m øàãîâ. Íà
íà÷àëüíîì (íóëåâîì) øàãå ìû èìååì ëþáûå òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè èç ïîëÿ Q0 = Q.
Äàëåå ïðåäïîëîæèì, ÷òî ê íà÷àëó i-ãî øàãà ìû èìååì ëþáûå òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè
èç íåêîòîðîãî ïîëÿ Qi−1. Òîãäà íà i-ì øàãå âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç òðåõ äîïóñòèìûõ
ïîñòðîåíèé:

(a) ïåðåñå÷åíèå äâóõ ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êè ñ êîîðäèíàìè èç Qi−1;

(b) ïåðåñå÷åíèå ïðÿìîé è îêðóæíîñòè � â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç
ïàðó òî÷åê ñ êîîðäèíàòàìè èç Qi−1, öåíòð îêðóæíîñòè åñòü òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè
èç Qi−1, à åå ðàäèóñ � ÷èñëî èç Qi−1;

(c) ïåðåñå÷åíèå äâóõ îêðóæíîñòåé � ñ òåì æå ïðåäïîëîæåíèåì îòíîñèòåëüíî öåíòðà
è ðàäèóñà.

Íå î÷åíü òðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî êàæäîå èç äîïóñòèìûõ ïîñòðîåíèé äàåò òî÷êè,
êîîðäèíàòû êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò ïîëþ Qi−1 ëèáî íåêîòîðîìó åãî ðàñøèðåíèþ

Qi = Qi−1(θi), ãäå θi /∈ Qi−1, íî Di ≡ θ2
i ∈ Qi−1.

Ïåðåíóìåðóåì ïîäðÿä òîëüêî òå ïîëÿ, êîòîðûå íå ñîâïàäàþò ñ ïðåäûäóùèì ïîëåì.
Ïîñëå ýòîãî ïîëó÷àåì öåïî÷êó èç k ≤ m ðàñøèðåíèé âèäà

Q = Q0 ⊂ Q1 ⊂ . . .Qk−1 ⊂ Qk, (1)
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Qi = Qi−1(θi), θi /∈ Qi−1, Di = θ2
i ∈ Qi, i = 1, . . . , k. (2)

Òåïåðü ìû â ñîñòîÿíèè äîêàçàòü, íàïðèìåð, ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà. Çàäà÷à îá óäâîåíèè êóáà íåðàçðåøèìà ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå öåëü ïîñòðîåíèé � îòðåçîê äëèíû 21/3. Åñëè ïî-
ñòðîåíèå âîçìîæíî, òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ öåïî÷êà ðàñøèðåíèé, â êîòîðîé 21/3 ∈ Qk, íî
21/3 /∈ Qk−1. Ñëåäîâàòåëüíî,

21/3 = a+ bθk, a, b ∈ Qk−1, b 6= 0.

Âîçâîäÿ â êóá, íàõîäèì

2 = a3 + 3a2θk + 3ab2Dk + b3Dk θk ⇒ 2− a3 − 3ab2Dk = (3a2 + b2Dk)b θk.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî b 6= 0 è 3a2 + b2Dk > 0, ïîëó÷àåì

θk =
2− a3 − 3ab2Dk

(3a2 + b2Dk)b
∈ Qk−1,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò íàøèì ïðåäïîëîæåíèÿì. 2

Èññëåäîâàíèå âîïðîñà î ïîñòðîåíèè ïðàâèëüíûõ n-óãîëüíèêîâ ìåíåå ýëåìåíòàðíî.
Òåì íå ìåíåå, ìû íàõîäèìñÿ áóêâàëüíî â äâóõ øàãàõ, íàïðèìåð, îò äîêàçàòåëüñòâà
íåâîçìîæíîñòè ïîñòðîåíèÿ ïðàâèëüíîãî 7-óãîëüíèêà. Îäèí èç ýòèõ øàãîâ ñâÿçàí ñ èçó-
÷åíèåì ðàñøèðåíèé ïîëåé êàê ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ è âêëþ÷àåò ëåãêî äîêàçûâàåìóþ
òåîðåìó î ðàçìåðíîñòÿõ ýòèõ ïðîñòðàíñòâ. Äðóãîé øàã ýêâèâàëåíòåí äîêàçàòåëüñòâó
íåðàçëîæèìîñòè íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ìíîãî÷ëåíà f(x) = 1 + x + . . . + xn−1

ïðè ïðîñòîì n.

16.9 Êîíå÷íûå ðàñøèðåíèÿ ïîëåé
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîëå P âëîæåíî â ïîëå F . Òîãäà ýëåìåíòû èç F ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü êàê âåêòîðû. Ñóììîé âåêòîðîâ ìîæíî íàçâàòü èõ ñóììó êàê ýëåìåíòîâ ïîëÿ
F . Óìíîæåíèå âåêòîðîâ (ýëåìåíòîâ F ) íà ÷èñëà (ýëåìåíòû P ) ìîæíî îïðåäåëèòü åñ-
òåñòâåííûì îáðàçîì êàê óìíîæåíèå äâóõ ýëåìåíòîâ: îäèí (âåêòîð) èç ïîëÿ F , äðóãîé
(÷èñëî) � èç ïîëÿ P . Âñå àêñèîìû ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, âû-
ïîëíåíû. Ïîýòîìó F ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì P .

Ïîëå F íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì ðàñøèðåíèåì ïîëÿ P , åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîìåð-
íûì êàê ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì P . Ðàçìåðíîñòü äàííîãî ëèíåéíîãî ïðîñò-
ðàíñòâà íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ ðàñøèðåíèÿ è îáîçíà÷àåòñÿ (F : P ).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîëå P âëîæåíî â ïîëå F , à F âëîæåíî â ïîëå H: P ⊂ F ⊂ H.
Òîãäà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùèå òðè ðàñøèðåíèÿ:

P ⊂ F, F ⊂ H, P ⊂ H. (∗)

Òåîðåìà. Èç êîíå÷íîñòè ïåðâûõ äâóõ ðàñøèðåíèé âèäà (∗) âûòåêàåò êîíå÷íîñòü
òðåòüåãî ðàñøèðåíèÿ, à èç êîíå÷íîñòè òðåòüåãî � êîíå÷íîñòü ïåðâûõ äâóõ ðàñøè-
ðåíèé. Ïðè ýòîì ñòåïåíè ðàñøèðåíèé ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

(H : P ) = (H : F ) (F : P ).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì êîíå÷íîñòü ðàñøèðåíèé P ⊂ F è F ⊂ H. Ïóñòü
a1, . . . , am � ýëåìåíòû ïîëÿ F , îáðàçóþùèå áàçèñ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà F íàä ïî-
ëåì P . Àíàëîãè÷íî, ïóñòü b1, . . . , bn � ýëåìåíòû ïîëÿ H, îáðàçóþùèå áàçèñ ëèíåéíîãî
ïðîñòðàíñòâà H íàä ïîëåì F . Î÷åâèäíî, ëþáîé ýëåìåíò h ∈ H ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå

h =
n∑

j=1

(
m∑

i=1

sijai

)
bj =

m∑
i=1

n∑
j=1

sij(aibj), sij ∈ P.

Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé ýëåìåíò h ∈ H ïðåäñòàâèì â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè mn
ýëåìåíòîâ ïîëÿ H ⇒ ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî H íàä ïîëåì P êîíå÷íîìåðíî è åãî
ðàçìåðíîñòü íå âûøå mn.

Îñòàåòñÿ äîêàçàòü ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü ýëåìåíòîâ (âåêòîðîâ)

aibj, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n.

Ïóñòü h = 0. Òîãäà, ïîñêîëüêó b1, . . . , bn åñòü áàçèñ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà H íàä
ïîëåì F , íàõîäèì

m∑
i=1

sijai = 0, 1 ≤ j ≤ m.

Ïîñêîëüêó ýëåìåíòû (âåêòîðû) a1, . . . , am îáðàçóþò áàçèñ â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå
F íàä ïîëåì P , îòñþäà ïîëó÷àåì sij = 0 äëÿ âñåõ i, j. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçìåðíîñòü
ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà H íàä ïîëåì P â òî÷íîñòè ðàâíà mn.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàñøèðåíèå P ⊂ H êîíå÷íî. Â äàííîì ñëó÷àå êîíå÷-
íîñòü ðàñøèðåíèÿ P ⊂ F î÷åâèäíà. Åñëè áû èìåëîñü n ýëåìåíòîâ (âåêòîðîâ) ëèíåéíîãî
ïðîñòðàíñòâà H íàä ïîëåì F , òî, ïîâòîðÿÿ ïðåäûäóùåå ðàññóæäåíèå, ìû áû óñòàíîâè-
ëè ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü âåêòîðîâ aibj � êàê ýëåìåíòîâ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà H
íàä ïîëåì P . Çíà÷èò, mn ≤ (H : P ), òî åñòü, ðàñøèðåíèå F ⊂ H êîíå÷íî. 2

Ñëåäñòâèå. Ñòåïåíü ðàñøèðåíèÿ Q ⊂ Qk, ïîëó÷àåìîãî â öåïî÷êå ðàñøèðåíèé (1), (2),
ðàâíà 2k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå î ìèíèìàëüíîì θ-ðàñøèðåíèè, êàæäîå èç ðàñøè-
ðåíèé Qi−1 ⊂ Qi â öåïî÷êå (1), (2) èìååò ñòåïåíü 2. 2

16.10 Êðóãîâûå ìíîãî÷ëåíû ïðîñòîé ñòåïåíè
Ðå÷ü èäåò î ìíîãî÷ëåíàõ f(x) = 1 + x+ . . .+ xn−1 = xn−1

x−1
ïðè ïðîñòîì n.

Òåîðåìà. Ìíîãî÷ëåí f(x) ïðè ïðîñòîì n íåðàçëîæèì íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðàçëîæèìîñòü f(x) íàä Q ðàâíîñèëüíà
âîçìîæíîñòè åãî ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå f(x) = g(x)h(x), ãäå íåíóëåâûå ìíîãî÷ëåíû g(x)
è h(x) èìåþò öåëî÷èñëåííûå êîýôôèöèåíòû. 3

3Âîîáùå ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí ñ öåëî÷èñëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ðàçëîæèì íàä Q òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ðàçëîæèì â ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ öåëî÷èñëåííûìè êîýôôèöèåí-
òàìè. Ýòî ìîæíî âûâåñòè èç ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà Ãàóññà. Äëÿ ëþáûõ öåëî÷èñëåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ f(x) = a0 + . . .+amx
m è g(x) = b0 + . . .+bnx

n

íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü C âñåõ êîýôôèöèåíòîâ ïðîèçâåäåíèÿ f(x)g(x) = c0 + . . . + cm+nx
m+n

ðàâåí ïðîèçâäåíèþ íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ A âñåõ êîýôôèöèåíòîâ f(x) è íàèáîëüøåãî îáùåãî
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Çàìåíèâ êàæäûé èç êîýôôèöèåíòîâ íà ïîðîæäàåìûé èì âû÷åò ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ
n, ïîëó÷èì ìíîãî÷ëåíû fn(x), gn(x), hn(x) íàä ïîëåì Zn è ðàâåíñòâî fn(x) = gn(x)hn(x).
Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå äëÿ áèíîìà Íüþòîíà, íåñëîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî
ìíîãî÷ëåíîâ íàä Zn: xn − 1 = (x− 1)n. Ïîýòîìó â ïîëå Zn ñïðàâåäëèâû ðàçëîæåíèÿ

fn(x) = (x− 1)n−1, gn(x) = (x− 1)m1 , hn(x) = (x− 1)m2 , m1 +m2 = n− 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäîå èç öåëûõ ÷èñåë g(1) è h(1) äåëèòñÿ íà n ⇒ f(1) = g(1)h(1)
äåëèòñÿ íà n2. Íî ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê f(1) = n. 2

Åùå îäèí (ïîæàëóé, äàæå áîëåå ïðîñòîé) ïîäõîä: äîêàçàòü íåðàçëîæèìîñòü ìíîãî÷ëåíà f(x+ 1).

Ïðèçíàê Ýéçåíøòåéíà. Ïóòü äàí ìíîãî÷ëåí F (x) = a0 + . . . + anx
n ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè,

â êîòîðîì a0, . . . , an−1 äåëÿòñÿ íà íåêîòðîå ïðîñòîå ÷èñëî p > 1 è ïðè ýòîì a0 íå äåëèòñÿ íà p2.
Åñëè an íå äåëèòñÿ íà p, òî F (x) íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ìñíîãî÷ëåíîâ ñ öåëûìè
êîýôôèöèåíòàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì F (x) = (b0 + . . . + bkx
k)(c0 + . . . + cmx

m). Òîãäà b0c0 = a0 äåëèòñÿ íà p,
íî íå íà p2. Ïîýòîìó îäíî è òîëüêî îäíî èç ÷èñåë b0, c0 äåëèòñÿ íà p. Ïóñòü ýòî áóäåò c0. Ñðåäè
êîýôôèöèåíòîâ c0, . . . , cm äîëæåí áûòü íå äåëÿùèéñÿ íà p (èíà÷å an äåëèòñÿ íà p). Ïóñòü ci � ïåðâûé
òàêîé êîýôôèöèåíò. Òîãäà ai = b0ci + (b1ci−1 + . . . bic0) íå äåëèòñÿ íà p (÷èñëî â ñêîáêàõ äåëèòñÿ íà p,
à ïðîèçâåäåíèå b0ci íå äåëèòñÿ íà p). Îòñþäà i = n ≤ m ⇒ m = n. 2

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî â ñëó÷àå f(x) = 1 +x+ . . .+xn−1 ïðè ïðîñòîì n ìíîãî÷ëåí F (x) = f(x+ 1)
èìååò ñòàðøèé êîýôôèöèåíò 1, à âñå îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû äåëÿòñÿ íà n.

16.11 Ïðàâèëüíûå n-óãîëüíèêè
Òåïåðü ìû ãîòîâû ê òîìó, ÷òîáû äîêàçàòü, íàïðèìåð, ÷òî ïðàâèëüíûé 7-óãîëüíèê ñ
ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè ïîñòðîèòü íåëüçÿ. Áîëåå òîãî, äëÿ âîçìîæíîñòè ïîñòðî-
åíèÿ ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà ìû âûâåäåì íåêîòîðîå íåîáõîäèìîå óñëîâèå. (Îíî æå
ÿâëÿåòñÿ è äîñòàòî÷íûì, íî ìû äîêàæåì òîëüêî íåîáõîäèìîñòü.)

Áóäåì èñõîäèòü èç òîãî, ÷òî âåðøèíû âïèñàííîãî â åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü ïðà-
âèëüíîãî n-óãîëüíèêà ðàñïîëàãàþòñÿ íà êîðíÿõ èç åäèíèöû ñòåïåíè n. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî n � ïðîñòîå ÷èñëî. Ïóñòü ñóùåñòâóåò öåïî÷êà âèäà (1), (2), â êîòîðîé ïîëå Qk ñî-
äåðæèò êîîðäèíàòû âñåõ êîðíåé èç åäèíèöû ñòåïåíè n. ßñíî, ÷òî ìèíèìàëüíàÿ öåïî÷êà
äîëæíà ïðèâîäèòü ê ðàâåíñòâó

Qk = Q(θ), θ = ε+ ε−1 = 2 cos

(
2π

n

)
, ε = cos

(
2π

n

)
+ i cos

(
2π

n

)
.

Äàëåå, ðàññìîòðèì ðàñøèðåíèå Q(θ) ⊂ Q(θ)(ε) = Q(ε). Ïîñêîëüêó ε ÿâëÿåòñÿ êîðíåì
êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ

x2 − θx+ 1 = 0

ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿ Q(θ), ñòåïåíü ðàñøèðåíèÿ Qk ⊂ Q(ε) ðàâíà 2. Êàê ìû óæå
çíàåì, ñòåïåíü ðàñøèðåíèÿ Q ⊂ Qk ðàâíà 2k. Ïîýòîìó ñòåïåíü ðàñøèðåíèÿ Q ⊂ Q(ε)

äåëèòåëÿ B âñåõ êîýôôèöèåíòîâ g(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî C äåëèòñÿ íà AB. Ïîýòîìó, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî A = B = 1. Ïóñòü C äåëèòñÿ íà ïðîñòîå ÷èñëî p > 1. Õîòÿ áû îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ a0, . . . , am

è õîòÿ áû îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ b0, . . . , bn íå äåëèòñÿ íà p. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ar è bs ïåðâûå èç
êîýôôèöèåíòîâ, íå äåëÿùèåñÿ íà p. Òîãäà cr+s = arbs + (ar−1bs+1 + . . . + ar+1bs−1 + . . .). ×èñëî â
ñêîáêàõ äåëèòñÿ íà p. Ïîýòîìó cr+s íå ìîæåò äåëèòüñÿ íà p. 2
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ðàâíà
(Q(ε) : Q) = (Q(ε) : Qk) (Qk : Q) = 2k+1.

Â òî æå âðåìÿ, â ñëó÷àå ïðîñòîãî n ðàñøèðåíèå Q ⊂ Q(ε) èìååò ñòåïåíü n − 1
(ðàâíóþ ñòåïåíè ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà äëÿ ε íàä ïîëåì Q). Òàêèì îáðàçîì, ìû
äîêàçàëè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà. Äëÿ âîçìîæíîñòè ïîñòðîåíèÿ ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà â ñëó÷àå ïðîñòîãî n
íåîáõîäèìî, ÷òîáû n èìåëî âèä n = 2L + 1.

Èç íàøåãî ðàññóæäåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî L = k+1. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ÷èñëî n = 2L +1
ïðîñòîå, òî L äîëæíî èìåòü âèä L = 2m (åñëè L = MN ïðè íå÷åòíîì M , òî ÷èñëî
(2N)M − 1 äåëèòñÿ íà 2N − 1 è ïîýòîìó íå ìîæåò áûòü ïðîñòûì).

Ñëåäñòâèå. Ïîñòðîåíèå ïðàâèëüíîãî 7-óãîëüíèêà ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè
íåâîçìîæíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. 7 6= 2L + 1. 2

Òåîðåìà. Äëÿ âîçìîæíîñòè ïîñòðîåíèÿ ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà íåîáõîäèìî, ÷òîáû
ëþáîé íå÷åòíûé ïðîñòîé ñîìíîæèòåëü ÷èñëà n èìåë âèä 2L + 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî åñëè n-óãîëüíèê ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ öèð-
êóëÿ è ëèíåéêè, òî ñòðîèòñÿ òàêæå ëþáîé ïðàâèëüíûé ìíîãîóãîëüíèê ñ ÷èñëîì ñòîðîí,
ðàâíûì ëþáîìó äåëèòåëþ ÷èñëà n. Ñëó÷àé ïðîñòûõ íå÷åòíûõ äåëèòåëåé ñâîäèòñÿ ê
ïðèìåíåíèþ äîêàçàííîé âûøå ëåììû. 2

Èññëåäîâàíèå âîïðîñà î ïîñòðîåíèè ïðàâèëüíûõ n-óãîëüíèêîâ � îäíî èç ñàìûõ
ðàííèõ äîñòèæåíèé Ãàóññà. Îí äîêàçàë äîñòàòî÷íîñòü ïîëó÷åííîãî âûøå óñëîâèÿ. Â
÷àñòíîñòè, Ãàóññ îïèñàë êîíêðåòíûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïðàâèëüíîãî 17-óãîëüíèêà
(çàìåòèì, ÷òî 17 = 24 + 1) � òåïåðü ìû ïîíèìàåì, ÷òî äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî íàéòè
êîíêðåòíóþ öåïî÷êó ðàñøèðåíèé âèäà (1), (2). Ãàóññ ïèñàë òàêæå î òîì, ÷òî äàííîå
óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì. 4

16.12 Ýíäîìîðôèçìû è àâòîìîðôèçìû
Ðàññìîòðèì åùå îäíî äîêàçàòåëüñòâî íåðàçëîæèìîñòè ìíîãî÷ëåíà

f(x) = 1 + x+ . . .+ xn−1

íàä Q ïðè ïðîñòîì n. Îíî ÿâëÿåòñÿ áîëåå äëèííûì, íî ïðèîòêðûâàåò ñâÿçè ñ íåêîòîðûìè î÷åíü ïëî-
äîòâîðíûìè èäåÿìè è ïîíÿòèÿìè àëãåáðû (â ÷àñòíîñòè, ñ àâòîìîðôèçìàìè ïîëåé � èõ äåòàëüíîå
èçó÷åíèå ñîñòàâëÿåò ïðåäìåò òåîðèè Ãàëóà è âûõîäèò çà ðàìêè íàøåãî êóðñà).

Ïóñòü F � ïîëå è Φ : F → F � îòîáðàæåíèå, ñîõðàíÿþùåå îïåðàöèè:

Φ(a+ b) = Φ(a) + Φ(b), Φ(ab) = Φ(a) Φ(b) ∀ a, b ∈ F.

Âçàèìíàÿ îäíîçíà÷íîñòü íå ïðåäïîëàãàåòñÿ. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ Φ íàçûâàåòñÿ ýíäîìîðôèçìîì ïîëÿ F . 5

Åñëè F ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì ïîëÿ P , òî îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ýíäîìîðôèçìû, îñòàâëÿþùèå

4Îäíàêî, ñïåöèàëèñòû ïî èñòîðèè âîïðîñà ãîâîðÿò, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìîñòè â ðóêîïèñÿõ
Ãàóññà íå áûëî îáíàðóæåíî.

5Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå, êîãäà Φ(F ) ïðèíàäëåæèò äðóãîìó ïîëþ, îòîáðàæåíèå Φ ñî ñâîéñòâîì ñî-
õðàíåíèÿ îïåðàöèé íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì.
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íà ìåñòå ýëåìåíòû ïîëÿ P � îíè íàçûâàþòñÿ ýíäîìîðôèçìàìè F íàä P . Ïóñòü E(F, P ) îáîçíà÷àåò
ìíîæåñòâî âñåõ ýíäîìîðôèçìîâ ïîëÿ F íàä ïîëåì P .

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü f(x) � ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì P è θ ∈ F � åãî êîðåíü: f(θ) = 0.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî ýíäîìîðôèçìà Φ ∈ E(F, P ) ýëåìåíò Φ(θ) ÿâëÿåòñÿ êîðíåì òîãî æå ìíîãî÷ëåíà:
f(Φ(θ)) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(x) = a0 + ax + . . . + anx
n, ãäå ai ∈ P . Òîãäà 0 = Φ(0) = Φ(f(θ)) =

a0 + a1Φ(θ) + . . .+ an(Φ(θ))n = f(Φ(θ)). 2

Èçó÷èì ïîäðîáíåå ýíäîìîðôèçìû äëÿ ïîëÿ, ïîëó÷àåìîãî èç ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q ïðèñî-
åäèíåíèåì âñåõ êîðíåé èç åäèíèöû ñòåïåíè n (äîñòàòî÷íî ïðèñîåäèíèòü ëèøü îäèí êîðåíü � òàêîé,
ñòåïåíè êîòîðîãî ïîðîæäàþò âñå ìíîæåñòâî êîðíåé):

P = Q, F = Q(ε), ε = cos
(

2π
n

)
+ i cos

(
2π
n

)
.

Óòâåðæäåíèå 2. Ìíîæåñòâî E(Q(ε),Q) ñîñòîèò ðîâíî èç n ýíäîìîðôèçìîâ Φi, îäíîçíà÷íî îïðåäå-
ëÿåìûõ îáðàçîì ýëåìåíòà ε: Φi(ε) = εi, i = 1, . . . , n− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Φ ∈ E(Q(ε),Q). Òîãäà, â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 1, Φ(ε) = εi äëÿ íåêîòîðîãî i îò
0 äî n− 1.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî i ñóùåñòâóåò ýíäîìîðôèçì Φi ∈ E(Q(ε),Q) òàêîé, ÷òî Φi(ε) = εi.
Ïóñòü f(x) � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí äëÿ ε íàä ïîëåì Q. Çàìåòèì, ÷òî ε åñòü êîðåíü óðàâíåíèÿ

xn − 1
x− 1

= 1 + x+ . . .+ xn−1 = 0 ⇒ m ≡ deg f(x) ≤ n− 1.

Â ñèëó òåîðåìû î ïðèñîåäèíåíèè êîðíÿ, ëþáîé ýëåìåíò z ∈ Q(ε) îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèì â âèäå

z =
m∑

k=0

ak ε
k, ak ∈ Q ∀ k.

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå Φi : Q(ε) → Q(ε) ôîðìóëîé

Φi(
m∑

k=0

ak ε
k) =

m∑
k=0

akε
ik.

Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ ýíäîìîðôèçìîì ïîëÿ Q(ε) è îñòàâëÿåò íà ìåñòå ÷èñëà èç Q. 2

Óòâåðæäåíèå 3. Â ñëó÷àå ïðîñòîãî n ëþáîé èç ýíäîìîðôèçìîâ Φi óòâåðæäåíèÿ 2 ïðè 1 ≤ i ≤ n− 1
çàäàåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà {ε, ε2, . . . , εn−1} íà ñåáÿ, ïðè÷åì êàæäîå
òàêîå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì:

εi1 → εi2 → . . .→ εin−2 → εin−1 → εi1 ,

ãäå i1, . . . , in−1 � íåêîòîðàÿ ïåðåñòàíîâêà íîìåðîâ 1, 2, . . . , n− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû çíàåì, ÷òî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà ïîëÿ âû÷åòîâ ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ
ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé (ñì. äîïîëíèòåëüíóþ ÷àñòü Ëåêöèè 14). Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò m â ïðîìåæóòêå
îò 2 äî n− 1 òàêîå, ÷òî îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà n ÷èñåë m, m2, m3, . . . , mn−1 îáðàçóþò ïåðåñòàíîâêó
÷èñåë {1, 2, 3, . . . , n− 1}. Ðàññìîòðèì ýíäîìîðôèçì Φ ∈ E(Q(ε),Q) òàêîé, ÷òî Φ(ε) = εm. Î÷åâèäíî,
îí äåéñòâóåò òàêèì îáðàçîì:

ε→ εm → εm2
→ εm3

→ . . . εmn−2
→ εmn−1

= ε.

Ýíäîìîðôèçìû Φ, Φ2, . . . , Φn−1 ÿâëÿþòñÿ, î÷åâèäíî, ðàçëè÷íûìè è íè îäèí èç íèõ íå ñîâïàäàåò ñ
Φ0 ⇒ {Φ, Φ2, . . . , Φn−1} = {Φ1, . . . , Φn−1}. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ïðè ëþáîì k îòîáðàæåíèå Φk

ðåàëèçóåò öèêëè÷åñêóþ ïîäñòàíîâêó íà ìíîæåñòâå êîðíåé {ε, ε2, . . . , εn−1}. 2

Óòâåðæäåíèå 4. Ïðè ïðîñòîì n ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí äëÿ ε íàä ïîëåì Q ðàâåí f(x) = 1 + x +
. . .+ xn−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ â íåðàçëîæèìîñòè ìíîãî÷ëåíà f(x) íàä ïîëåì Q. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî f(x) = u(x)v(x), ãäå u(x), v(x) ∈ Q[x]. Âûáåðåì ëþáîå k îò 1 äî n − 1 è ðàññìîòðèì
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ýíäîìîðôèçì Φ = Φk. Ïóñòü ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà u(x) ðàâíà m. Òîãäà îí èìååò m ðàçëè÷íûõ êîðíåé
z1, . . . , zm ⊂ {ε, ε2, . . . , εn−1} (ñëåäñòâèå èç òåîðåìû Áåçó). Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1, âñå ÷èñëà
z1, Φ(z1), Φ2(z1), . . . , Φn−2(z1) ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè u(x). Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 3 ýòè ÷èñëà ïîïàðíî
ðàçëè÷íû ⇒ m = n− 1. 2

Ýíäîìîðôèçìû ïîëÿ, ÿâëÿþùèåñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íûìè îòîáðàæåíèÿìè, íàçûâàþòñÿ àâòîìîð-
ôèçìàìè.

Óòâåðæäåíèå 5. Ïðè ïðîñòîì n ýíäîìîðôèçìû Φ1, . . . , Φn−1 óòâåðæäåíèÿ 2 ÿâëÿþòñÿ àâòîìîð-
ôèçìàìè ïîëÿ Q(ε), îñòàâëÿþùèìè íà ìåñòå ýëåìåíòû ïîëÿ Q, è èñ÷åðïûâàþò âñå ìíîæåñòâî
àâòîìîðôèçìîâ òàêîãî òèïà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàííûå îòîáðàæåíèÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íû â ñèëó òåîðåìû î ïðèñîåäèíåíèè êîðíÿ.
Â òî æå âðåìÿ, ëþáîé àâòîìîðôèçì Φ, îñòàâëÿþùèé íà ìåñòå ýëåìåíòû èç Q, ïåðåâîäèò ε â εi äëÿ
êàêîãî-òî i îò 1 äî n − 1 (ïðè àâòîìîðôèçìå ε íå ìîæåò ïåðåéòè â 1) ⇒ Φ ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç
ýíäîìîðôèçìîâ Φi. 2

16.13 Àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà
Êîìïëåêñíîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà íàä ïîëåì ðà-
öèîíàëüíûõ ÷èñåë. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíî íàçûâàåòñÿ òðàíñöåíäåíòíûì. Èçó÷åííûå íàìè ñâîéñòâà
êîíå÷íûõ ðàñøèðåíèé ïîëåé äåëàþò ïî÷òè î÷åâèäíûì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà. Ìíîæåñòâî âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α è β ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè êàêèõ-òî ìíîãî÷ëåíîâ íàä Q. Ðàññìîòðèì ïîëå
Q(α), ïîëó÷åííîå ïðèñîåäèíåíèåì ê Q ýëåìåíòà α, è ïîëå Q(α)(β), ïîëó÷åííîå èç Q(α) ïðèñîåäèíåíèåì
ýëåìåíòà β � êîðíÿ ìíîãî÷ëåíà èç êîëüöà Q(α)[x] (ÿñíî, ÷òî Q[x] ⊂ Q(a)[x]). Òîãäà ðàñøèðåíèå Q ⊂
Q(α)(β) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ðàñøèðåíèåì. Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò γ êîíå÷íîãî ðàñøèðåíèÿ ïîëÿ
Q ÿâëÿåòñÿ êîðíåì íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà íàä Q, èíà÷å ýëåìåíòû 1, γ, γ2, . . . , γn áûëè áû ëèíåéíî
íåçàâèñèìû íàä Q ïðè ëþáîì n. 2
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Ëåêöèÿ 17

ÎÑÍÎÂÍÀß ×ÀÑÒÜ

17.1 Êîìïëåêñíûå ìíîãî÷ëåíû
Çàìå÷àòåëüíî, ÷òî â íàèáîëåå èíòåðåñíûõ ñëó÷àÿõ � à èìåííî, äëÿ êîìïëåêñíûõ ìíî-
ãî÷ëåíîâ (ìíîãî÷ëåíîâ ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè) � ìîæíî ïîëó÷èòü òî÷íîå
óòâåðæäåíèå î ñóùåñòâîâàíèè êîðíåé: ëþáîé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n > 1 èìååò êîðåíü,
ÿâëÿþùèéñÿ êîìïëåêñíûì ÷èñëîì. Äàííîå óòâåðæäåíèå òðàäèöèîííî íàçûâàåòñÿ îñ-
íîâíîé òåîðåìîé àëãåáðû.

Îíî çàíèìàåò äåéñòâèòåëüíî îñîáîå ìåñòî â ðÿäå ðàçäåëîâ ìàòåìàòèêè � ìíîãèå èç
íèõ èìåþò äëÿ íåå ñâîè ñîáñòâåííûå äîêàçàòåëüñòâà. Âñå èçâåñòíûå äîêàçàòåëüñòâà â
òîé èëè èíîé ìåðå èñïîëüçóþò ïîíÿòèå íåïðåðûâíîñòè. Ìû èçëîæèì äîêàçàòåëüñòâî,
îñíîâàííîå íà ìåòîäå Äàëàìáåðà 1 è òðåáóþùåå îò íàñ íàèìåíüøåé ïîäãîòîâèòåëüíîé
ðàáîòû.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìíîãî÷ëåí f(z) ∈ C[z] êàê ôóíêöèþ îò z ∈ C. Ïðè ýòîì ðà-
âåíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ êàê ôóíêöèé âëå÷åò çà ñîáîé òàêæå èõ ðàâåíñòâî êàê ôîðìàëüíûõ
âûðàæåíèé îò ñòåïåíåé áóêâû z. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ìîæíî ïðàêòè÷åñêè ïîâòîðèòü
ðàññóæäåíèå, ïðîâåäåííîå â ñëó÷àå âåùåñòâåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ. À ìîæíî ýòî ñäåëàòü
è òàê: èç òåîðåìû Áåçó ÿñíî, ÷òî ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n íå ìîæåò èìåòü áîëåå, ÷åì n
êîðíåé; åñëè f(z) = g(z) äëÿ âñåõ z, òî ìíîãî÷ëåí f(z) − g(z) èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî
êîðíåé, ïîýòîìó îí îáÿçàí áûòü íóëåâûì ìíîãî÷ëåíîì.

17.2 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë
Ïóñòü çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë zk, k = 1, 2, . . . . Îíà íàçûâà-
åòñÿ ñõîäÿùåéñÿ ê òî÷êå z0, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò íîìåð N = N(ε) òàêîé,
÷òî äëÿ âñåõ k ≥ N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |zk − z0| ≤ ε. (Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, ïî-
íÿòèå ñõîäèìîñòè äëÿ êîìïëåêíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñâîäèòñÿ ê ñõîäèìîñòè ê íóëþ
âåùåñòâåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè |zk − z|.) Îáîçíà÷åíèå: lim

k→∞
zk = z0 èëè zk → z0.

Òåîðåìà Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè zk òî-
÷åê ïðÿìîóãîëüíèêà Π = [A,B] × [C,D] ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü zki

, ñõî-
äÿùàÿñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå z0 ∈ Π.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì zk = xk + i yk, xk, yk ∈ R. Î÷åâèäíî, xk ∈ [A,B] è
yk ∈ [C,D]. Â ñèëó òåîðåìû Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà äëÿ âåùåñòâåííûõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé íà îòðåçêå, ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü xki

, ñõîäÿùàÿñÿ ê âåùåñò-

1Çàìåòèì, ÷òî Äàëàìáåð íå ìîã äàòü ïîëíîãî äîêàçàòåëüñòâà � â åãî âðåìÿ íå áûëî ñòðîãîãî ïîíÿòèÿ
íåïðåðûâíîé ôóíêöèè.

127
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âåííîìó ÷èñëó x0 ∈ [A,B]. Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê
zki

= xki
+ i yki

. Ïîñêîëüêó yki
∈ [C,D], ïî òîé æå ïðè÷èíå íàéäåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ykij
, ñõîäÿùàÿñÿ ê âåùåñòâåííîìó ÷èñëó y0 ∈ [C,D]. Ïðè ýòîì xkij

→ x0 (êàê
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè). Ïóñòü z0 = x0 + i y0. Òîãäà

|zkij
− z0| ≤ |xkij

− x0|+ |ykij
− y0| → 0. 2

17.3 Íåïðåðûâíûå ôóíêöèè íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Φ(z), îïðåäåëåííóþ ïðè âñåõ z ∈ C è ïðèíèìàþùóþ âåùåñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ. Ôóíêöèÿ Φ(z) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå z0, åñëè äëÿ äëÿ ëþáîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè zk, ñõîäÿùåéñÿ ê z0, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé Φ(zk) ñõîäèòñÿ ê
Φ(z0).

Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà. Ïóñòü ôóíêöèÿ Φ(z) íåïðåðûâíà âî âñåõ òî÷êàõ ïðÿìîó-
ãîëüíèêà Π = [A,B]× [C,D]. Òîãäà ñóùåñòâóþò òî÷êè z∗, z

∗ ∈ Π òàêèå, ÷òî

Φ(z∗) ≤ Φ(z) ≤ Φ(z∗) ∀z ∈ Π.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå òî÷êè z∗. Ïðåæäå âñåãî, óáåäèìñÿ â òîì,
÷òî ôóíêöèÿ Φ(z) îãðàíè÷åíà ñâåðõó. Åñëè ýòî íå òàê, òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü zk ñî ñâîéñòâîì Φ(zk) > k. Ïî òåîðåìå Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà, îíà îáëàäàåò ñõî-
äÿùåéñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ zki

→ z0 ∈ Π. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè, Φ(zki
) → Φ(z0),

à ýòî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâàì Φ(zki
) > ki, âûïîëíÿþùèìñÿ ïðè âñåõ ki. Ïîýòîìó

ñóùåñòâóåò âåùåñòâåííîå ÷èñëî M òàêîå, ÷òî Φ(z) ≤ M äëÿ âñåõ z ∈ Π. ×èñëî M
íàçûâàåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ äëÿ Φ(z).

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë Φ(Π) = {x : x = Φ(z), z ∈ Π}. Ïîñêîëü-
êó îíî îãðàíè÷åíî ñâåðõó, òî äëÿ íåãî ñóùåñòâóåò òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü M∗ � òàêàÿ
âåðõíÿÿ ãðàíü, êîòîðàÿ ëèáî ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó, ëèáî ê íåé ñõîäèòñÿ íåêîòîðàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòëè÷íûõ îò íåå ÷èñåë èç äàííîãî ìíîæåñòâà. 2 Èòàê, ïóñòü zk ∈ Π
è Φ(zk) →M∗. Ïî òåîðåìå Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà, èìååòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü zki

,
ñõîäÿùàÿñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå z∗ ∈ Π. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè,

M∗ = lim
k→∞

Φ(zki
) = Φ(z∗).

Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ Ψ(z) = −Φ(z) îãðàíè÷åíà ñâåðõó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
Φ(z) îãðàíè÷åíà ñíèçó. Çíà÷èò, íàìè äîêàçàíî òàêæå ñóùåñòâîâàíèå íèæíåé ãðàíè äëÿ
Φ(z). Îïèðàñü íà óæå äîêàçàííîå óòâåðæäåíèå, çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ Ψ(z) ñóùåñòâóåò
òî÷êà z∗ ∈ Π òàêàÿ, ÷òî Ψ(z) ≤ Ψ(z∗) äëÿ âñåõ z ∈ Π. Îòñþäà Φ(z∗) ≤ Φ(z) äëÿ âñåõ
z ∈ Π. 2

17.4 Ñâîéñòâà ìîäóëÿ ìíîãî÷ëåíà
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí

f(z) = a0 + a1z + . . .+ an−1z
n−1 + zn (#)

2Äàííûé ôàêò äîêàçûâàåòñÿ â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.



Å. Å. Òûðòûøíèêîâ 129

ñ êîìïëåêíûìè êîýôôèöèåíòàìè è ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì an = 1, n ≥ 1.

Ëåììà î íåïðåðûâíîñòè ìîäóëÿ ìíîãî÷ëåíà. Ôóíêöèÿ Φ(z) = |f(z)| íåïðåðûâíà
ïðè âñåõ z ∈ C.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåïðåðûâíîñòè Φ(z) â òî÷êå z = z0 äîñòàòî÷íî
óñòàíîâèòü íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè Φ(z0+h) îò h ∈ C â òî÷êå h = 0. ßñíî, ÷òî f(z0+h)
åñòü ìíîãî÷ëåí îò h:

f(z0 + h) = b0 + b1h+ . . .+ bn−1h
n−1 + hn, ãäå b0 = f(z0).

Îòñþäà íàõîäèì

|Φ(z0 + h)− Φ(z0)| = ||f(z0 + h)| − |f(z0)|| ≤ |f(z0 + h)− f(z0)|
≤ |b1h + . . . + bn−1h

n−1 + hn|
≤ |b1||h| + . . . + |bn−1||h|n−1 + |h|n. 2

Ëåììà î ðîñòå ìîäóëÿ ìíîãî÷ëåíà. Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà M > 0 ñóùåñòâóåò R > 0
òàêîå, ÷òî èç íåðàâåíñòâà |z| ≥ R âûòåêàåò, ÷òî |f(z)| ≥M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî |zi| = |z|i, ïîëó÷àåì

|f(z)| ≥ |zn| − |a0 + a1z + . . .+ an−1z
n−1| ≥ |z|n − |a0| − |a1||z| − . . .− |an−1||z|n−1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ìàêñèìàëüíîå èç ÷èñåë |a0|, . . . , |an−1|. Òîãäà ïðè |z| ≥ 1 íàõîäèì

|f(z)| ≥ |z|n
(

1− nA

|z|

)
.

Äëÿ ëþáîãî çàäàííîãî M > 0 ïîëîæèì

R = max{1, 2nA,
n
√

2M}.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè |z| ≥ R, òî

|f(z)| ≥ Rn

(
1− nA

2nA

)
= Rn/2 ≥ 2M

2
= M. 2

17.5 Îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû
Ïóñòü f(z) � ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí âèäà (#).

Ëåììà Äàëàìáåðà. Åñëè â íåêîòîðîé òî÷êå z ∈ C âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |f(z)| >
0, òî íàéäåòñÿ h ∈ C òàêîå, ÷òî |f(z + h)| < |f(z)|.
Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî â ñëó÷àå n = 1. Ïîýòîìó ïðåäïîëîæèì, ÷òî
n ≥ 2. Ôèêñèðóåì z ∈ C è ðàññìîòðèì f(z + h) êàê ìíîãî÷ëåí îò h:

f(z + h) = f(z) + b1h+ . . .+ bn−1h
n−1 + hn.

Ïóñòü bm � ïåðâûé íåíóëåâîé êîýôôèöèåíò ( ⇒ b1 = . . . = bm−1 = 0). Òîãäà

f(z + h) = f(z) + bmh
m + g(h)hm+1, g(h) = bm+1 + . . .+ bn−1h

n−m−2 + hn−m−1.
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Îïðåäåëèì êîìïëåêñíîå ÷èñëî ζ ðàâåíñòâîì ζm = −f(z)/bm è áóäåì èñêàòü h â âèäå

h = ζt, t > 0.

ßñíî, ÷òî

|f(z) + bmh
m| = |f(z)(1− tm)| = |f(z)|(1− tm) < |f(z)| ïðè t > 0.

Ïðè ýòîì íà îòðåçêå 0 ≤ t ≤ 1 äëÿ íåêîòîðîãî B > 0 èìååì

|g(ζt) (ζt)m+1| ≤ Btm+1.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè 0 < t ≤ 1, òî

|f(z + ζth)| < |f(z)|(1− tm) +Btm+1 = |f(z)| + (Bt− |f(z)|) tm.

Ïðè 0 < t ≤ min(1, |f(z)|/B) ïîëó÷àåì |f(z + ζt)| < |f(z)|. 2

Îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû. Ëþáîé ìíîãî÷ëåí ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè
ñòåïåíè âûøå íóëåâîé èìååò õîòÿ áû îäèí êîìïëåêñíûé êîðåíü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M = |f(0)|. Åñëè M = 0, òî âñå äîêàçàíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
M > 0. Cîãëàñíî ëåììå î ðîñòå ìîäóëÿ ìíîãî÷ëåíà, ïðè âñåõ |z| ≥ R èìååì |f(z)| ≥M .
Ðàññìîòðèì êâàäðàò Π = [−R,R]× [−R,R]. Ôóíêöèÿ |f(z)| íåïðåðûâíà ïðè âñåõ z ∈ C
è, â ÷àñòíîñòè, ïðè âñåõ z ∈ Π. Ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà, ñóùåñòâóåò z∗ ∈ Π òàêîå, ÷òî
|f(z∗)| ≤ |f(z)| ïðè âñåõ z ∈ Π. Î÷åâèäíî, ÷òî |f(z∗)| ≤ M è, êðîìå òîãî, M ≤ |f(z)|
äëÿ ëþáûõ òî÷åê z /∈ Π ⇒

|f(z∗)| ≤ |f(z)| ∀ z ∈ C. (∗)

Åñëè |f(z∗)| > 0, òî, ïî ëåììå Äàëàìáåðà, ïðè íåêîòîðîì h ∈ C ïîëó÷àåì |f(z∗ + h)| <
|f(z)|, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâàì (∗). Òàêèì îáðàçîì, |f(z∗)| = 0 ⇒ z∗ ÿâëÿåòñÿ
èñêîìûì êîðíåì: f(z∗) = 0. 2

17.6 Ðàçëîæåíèå êîìïëåêñíûõ ìíîãî÷ëåíîâ
Ìíîãî÷ëåíû ïåðâîé ñòåïåíè íàçûâàþò òàêæå ëèíåéíûìè ìíîãî÷ëåíàìè.

Òåîðåìà. Ëþáîé êîìïëåêñíûé ìíîãî÷ëåí f(z) ñòåïåíè n > 0 ðàçëàãàåòñÿ â C[z] íà n
ëèíåéíûõ ìíîæèòåëåé:

f(z) = a (z − z1) . . . (z − zn), a, z1, . . . , zn ∈ C. (∗)

Äàííîå ðàçëîæåíèå åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà ñîìíîæèòåëåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îñíîâíîé òåîðåìå àëãåáðû, f(z) èìååò õîòÿ áû îäèí êîìïëåêñ-
íûé êîðåíü � ïóñòü ýòî áóäåò z1. Ñîãëàñíî òåîðåìå Áåçó, ìíîãî÷ëåí f(z) äåëèòñÿ íà
ëèíåéíûé ìíîãî÷ëåí z − z1: f(z) = (z − z1)f1(z). Åñëè deg f1(z) = 0, òî èñêîìîå ðàçëî-
æåíèå óæå ïîëó÷åíî. Åñëè deg f1(z) > 0, òî è ýòîò ìíîãî÷ëåí èìååò õîòÿ áû îäèí êîðåíü
� ïóñòü ýòî áóäåò z2. Òàêèì îáðàçîì, f(z) = (z− z1)(z− z2)f2(z). Åñëè deg f2(z) = 0, òî
ðàçëîæåíèå ïîëó÷åíî. Åñëè íåò, òî f2(z) òàêæå èìååò êîìïëåêñíûé êîðåíü, è òàê äàëåå.
ßñíî, ÷òî ÷èñëî a ðàâíî ñòàðøåìó êîýôôèöèåíòó ìíîãî÷ëåíà f(z).

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìåþòñÿ äâà ðàçëîæåíèÿ:

f(z) = a (z − z1) . . . (z − zn) = ã (z − z̃1) . . . (z − z̃m).
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Ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà â ïðàâîé ÷àñòè, î÷åâèäíî, ðàâíà m ⇒ m = n. Êðîìå òîãî, a = ã
(ýòî ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ìíîãî÷ëåíà f(z)). Äàëåå, (z1 − z̃1) . . . (z1 − z̃n) = 0 ⇒
õîòÿ áû îäíà èç ñêîáîê ðàâíà íóëþ ⇒ z1 ñîâïàäàåò ñ êàêèì-òî èç ÷èñåë z̃i. Ïîñëå
ïåðåíóìåðàöèè âñåãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî z1 = z̃1. Èòàê,

(z − z1) ( (z − z2) . . . (z − zn) − (z − z̃2) . . . (z − z̃n)) = 0.

Îòñóòñòâèå â C[z] äåëèòåëåé íóëÿ îçíà÷àåò, ÷òî

(z − z2) . . . (z − zn) = (z − z̃2) . . . (z − z̃n).

Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïðèõîäèì (ïîñëå ïåðåíóìåðàöèè êîðíåé) ê ðàâåíñòâó
z2 = z̃2, è òàê äàëåå. 2

Ñëåäñòâèå. Ëþáîé êîìïëåêñíûé ìíîãî÷ëåí f(x) ñòåïåíè n > 0 èìååò åäèíñòâåííîå
ðàçëîæåíèå âèäà

f(z) = a (z − ζ1)
k1 . . . , (z − ζm)km , k1, . . . , km > 0, k1 + . . .+ km = n, (∗∗)

ζi 6= ζj ïðè i 6= j, a, ζ1, . . . , ζm ∈ C.

Ðàçëîæåíèå âèäà (∗∗) èíîãäà íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíûì êàíîíè÷åñêèì ðàçëîæåíè-
åì ìíîãî÷ëåíà f(z). ×èñëî ki íàçûâàåòñÿ êðàòíîñòüþ êîðíÿ ζi. Êîðåíü ζi íàçûâàåòñÿ
êðàòíûì, åñëè ki > 1, è ïðîñòûì, åñëè ki = 1.

Ñîãëàñíî (∗∗), ìíîãî÷ëåí f(z) èìååò m ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ êîðíåé. Â ðàçëîæåíèè
(∗) íåêîòîðûå èç ÷èñåë z1, . . . , zm ìîãóò ñîâïàäàòü: åñëè zi = ζj, òî èìååòñÿ ðîâíî kj

÷èñåë, ðàâíûõ ζj. Íåðåäêî ïîëó÷åííóþ âûøå òåîðåìó ôîðìóëèðóþò òàêèì îáðàçîì:
ëþáîé êîìïëåêñíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n > 0 èìååò ðîâíî n êîìïëåêñíûõ êîðíåé ñ
ó÷åòîì êðàòíîñòåé.

17.7 Ðàçëîæåíèå âåùåñòâåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ
Ðàññìîòðèì âåùåñòâåííûé ìíîãî÷ëåí (ìíîãî÷ëåí ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè)
f(x) = a0 + a1x + . . . + anx

n è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñëî z ∈ C ÿâëÿåòñÿ åãî êîðíåì.
Òîãäà êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííîå ÷èñëî z òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì (â ñèëó âåùåñòâåííîñòè
êîýôôèöèåíòîâ ai = ai äëÿ âñåõ i):

f(z) = a0 + a1z + . . .+ anz
n = a0 + a1z + . . .+ anzn = f(z) = 0.

Åñëè z 6= z, òî êâàäðàòè÷íûé ìíîãî÷ëåí (ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 2)

φ(x) = (x− z)(x− z) = x2 − (z + z)x+ |z|2

èìååò, î÷åâèäíî, âåùåñòâåííûå êîýôôèöèåíòû è ÿâëÿåòñÿ íåðàçëîæèìûì â R[x].

Òåîðåìà. Ëþáîé âåùåñòâåííûé ìíîãî÷ëåí f(x) ñòåïåíè n > 0 ðàçëàãàåòñÿ â R[x] íà
ëèíåéíûå è íåðàçëîæèìûå êâàäðàòè÷íûå ìíîæèòåëè:

f(x) = a(x− x1) . . . (x− xM) φ1(x) . . . φN(x), M + 2N = n,

a, x1, . . . , xM ∈ R,
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φi(x) = x2 + six+ ti, si, ti ∈ R, i = 1, . . . , N.

Äàííîå ðàçëîæåíèå åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà ñîìíîæèòåëåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîãî÷ëåí f(x) èìååò n êîìïëåêñíûõ êîðíåé z1, . . . , zn ñ ó÷åòîì
êðàòíîñòåé. Ïóñòü ðîâíî M èç íèõ ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè. Òîãäà îñòàëüíûå n −M
êîðíåé ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ ÷èñåë (⇒ ÷èñëî n−M äîëæíî
áûòü ÷åòíûì: n−M = 2N). Âåùåñòâåííûå êîðíè äàþòM ëèíåéíûõ ìíîæèòåëåé, à ïàðû
êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ ÷èñåë äàþò N íåðàçëîæèìûõ êâàäðàòè÷íûõ ìíîæèòåëåé.
Òåì ñàìûì ñóùåñòâîâàíèå èñêîìîãî ðàçëîæåíèÿ äîêàçàíî. Äîïóñòèì, ÷òî èìåþòñÿ äâà
ðàçëîæåíèÿ òàêîãî âèäà:

f(x) = a(x− x1) . . . (x− xM) φ1(x) . . . φN(x) = ã(x− x̃1) . . . (x− x̃M ′) φ̃1(x) . . . φ̃N ′(x).

ßñíî, ÷òî a = ã (ýòî ñòàðøèé êîýôôèöèåíò f(x)). Äàëåå, ïîëíûé íàáîð êîìïëåêñíûõ
êîðíåé ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî ⇒ âåùåñòâåííûå êîðíè ñ ó÷åòîì
êðàòíîñòåé îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî ⇒

a(x− x1) . . . (x− xM) = ã(x− x̃1) . . . (x− x̃M ′), M = M ′ ⇒ N = N ′.

Ïîñêîëüêó â R[x] äåëèòåëåé íóëÿ íåò, ïîëó÷àåì

φ1(x) . . . φN(x) = φ̃1(x) . . . φ̃N(x).

Ïóñòü φ1(z) = 0 ⇒ φ1(x) = (x − z)(x − z). Äàëåå, φ̃1(z) . . . φ̃N(z) = 0 ⇒ õîòÿ áû
îäèí èç ìíîæèòåëåé ðàâåí íóëþ. Ïóñòü, íàïðèìåð, φ̃1(z) = 0 ⇒ φ̃1(x) = (x−z)(x−z).
Òàêèì îáðàçîì,

φ1(x) = φ̃1(x) ⇒ φ2(x) . . . φN(x) = φ̃2(x) . . . φ̃N(x).

Äàëåå ïî èíäóêöèè. 2

Ñëåäñòâèå. Ëþáîé âåùåñòâåííûé ìíîãî÷ëåí íå÷åòíîé ñòåïåíè èìååò õîòÿ áû îäèí
âåùåñòâåííûé êîðåíü.

Çàìå÷àíèå. Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ìîæíî áûëî áû äîêàçàòü è íåïîñðåäñòâåííî � áåç
èñïîëüçîâàíèÿ îñíîâíîé òåîðåìû àëãåáðû. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî f(x) (êàê ôóíêöèÿ
îò x ∈ R) èìååò ïîëîæèòåëüíûé çíàê ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ïîëîæèòåëüíûõ x è îò-
ðèöàòåëüíûé çíàê ïðè äîñòàòî÷íî áîëüùèõ îòðèöàòåëüíûõ x. Ïîñëå ýòîãî èñïîëüçîâàòü
íåïðåðûâíîñòü f(x) è òåîðåìó Ðîëëÿ.

ÄÎÏÎËÍÈÒÅËÜÍÀß ×ÀÑÒÜ

17.8 Êðàòíûå êîðíè è ïðîèçâîäíûå
Ïðîèçâîäíîé ìíîãî÷ëåíà f(x) = a0 + a1x+ . . .+ anx

n íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåí

f ′(x) = a1 + 2a2x + . . . + nanx
n−1.

Ðàññìàòðèâàÿ f(x) êàê ôóíêöèþ îò x (íàïðèìåð, â ñëó÷àå âåùåñòâåííûõ êîýôôèöè-
åíòîâ) è âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíóþ ïî ïðàâèëàì ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, ìû ïîëó÷èì,
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î÷åâèäíî, ôóíêöèþ, ñîâïàäàþùóþ ñ f ′(x).

Óòâåðæäåíèå. Ìíîãî÷ëåí f(x) íàä ÷èñëîâûì ïîëåì K ⊂ C èìååò òîëüêî ïðîñòûå
êîðíè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîãî÷ëåíû f(x) è f ′(x) âçàèìíî ïðîñòû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(x) èìååò êîðåíü θ êðàòíîñòè k. Òîãäà

f(x) = (x− θ)kg(x), g(θ) 6= 0. ⇒ f ′(x) = k(x− θ)k−1g(x) + (x− θ)kg′(x).

Ïðè k ≥ 2 íàõîäèì f ′(θ) = 0. Ïîýòîìó θ ÿâëÿåòñÿ îáùèì êîðíåì ìíîãî÷ëåíîâ f(x) è
f ′(x) ⇒ èõ íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü èìååò ñòåïåíü ≥ 1. 2

Âàæíîå íàáëþäåíèå: åñëè f(x) ∈ K[x], òî f ′(x) ∈ K[x]. Ïîýòîìó âñå êîýôôèöèåí-
òû èõ íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ ïðèíàäëåæàò òîìó æå ïîëþ K. Îòñþäà ïîëó÷àì
ïîëåçíîå

Ñëåäñòâèå. Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì K ⊂ C äëÿ ëþáîãî ÷èñëà θ ∈ C èìååò
òîëüêî ïðîñòûå êîðíè.

17.9 Ïîëå ðàçëîæåíèÿ
Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí

f(x) = a0 + . . .+ an−1x
n−1 + xn =

n∏
i=1

(x− xi) ∈ K[x], K ⊂ C.

Ïîëå L = K(x1, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ ïîëåì ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà f(x). Êîíå÷íî, L ìîæåò áûòü
ïîëó÷åíî èç K ïóòåì ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèñîåäèíåíèÿ êîðíåé x1, . . . , xn:

K ⊂ K(x1) ⊂ K(x1)(x2) ⊂ . . . ⊂ K(x1)(x2) . . . (xn) = L.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè ïîëå L ìîæíî ïîëó÷èòü èç K ïðèñîåäèíåíèåì âñåãî ëèøü êàêîãî-òî îäíîãî
÷èñëà θ ∈ L (âîîáùå ãîâîðÿ, θ îòëè÷íî îò êîðíåé f(x)). Äàííûé ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ
ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà. Ïóñòü α è β ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì K ⊂ C. Òîãäà

K(α)(β) = K(θ)

äëÿ êàêîãî-òî ÷èñëà θ ∈ K(α)(β).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F (x) � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí íàä K äëÿ α, èìåþùèé (êàê ìû çíàåì,
ïðîñòûå) êîðíè α1 = α, α2, . . . , αk, à G(x) � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí íàä K äëÿ β, èìåþùèé êîðíè
β1 = β, β2, . . . , βm. ×èñëî θ ïîïûòàåìñÿ íàéòè â âèäå

θ = α1 + cβ1, c 6= 0, c ∈ K,

ïðè÷åì âûáåðåì c òàê, ÷òîáû

(θ − αi)/c 6= βj ïðè âñåõ i, j, êðîìå i = j = 1.

Òîãäà ìíîãî÷ëåí Φ(x) = G((θ − x)/c) èìååò ñâîèì êîðíåì α1, íî íå α2, . . . , αk. Çíà÷èò, Φ(x) è F (x)
èìåþò â òî÷íîñòè îäèí îáùèé êîðåíü α1. Ïîýòîìó èõ íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ðàâåí x − α1. Íî
îí ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì íàä K(θ) (ïîñêîëüêó òàêîâû Φ(x) è F (x)). Îòñþäà α1 ∈ K(θ). 2

17.10 Êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì
Ïóñòü çàäàí ìíîãî÷ëåí íàä àáñòðàêòíûì ïîëåì P . Îí ìîæåò íå èìåòü êîðíåé â P , íî ïîëó÷èòü èõ â
áîëåå øèðîêîì ïîëå F . Âñåãäà ëè íàéäåòñÿ ïîëå F ñ òàêèì ñâîéñòâîì?
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Ìû óæå çíàåì, ÷òî äëÿ êîìïëåêñíûõ ìíîãî÷ëåíîâ îòâåò ïîëîæèòåëüíûé. Ýòî ìîæíî äîêàçàòü è
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ, ïðè÷åì ëåã÷å, ÷åì îñíîâíóþ òåîðåìó àëãåáðû (ïîòîìó ÷òî â ïîñëåäíåé F
ÿâëÿåòñÿ çàðàíåå ïðåäïèñàííûì ïîëåì).

Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè êîðíÿ. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîãî÷ëåíà íàä ïîëåì P , èìåþùåãî ñòåïåíü
âûøå íóëåâîé, ñóùåñòâóåò ðàñøèðåíèå ïîëÿ P , â êîòîðîì îí èìååò êîðåíü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ P [x] ñòåïåíè n ≥ 1 è ââåäåì ñëåäóþùåå áèíàðíîå
îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâå P [x]: u(x) ∼ v(x), åñëè u(x) è v(x) èìåþò îäèíàêîâûå îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà
f(x). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî åñòü îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïîýòîìó âñå ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ
íàä P ðàçáèâàåòñÿ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè. Êëàññ ìíîãî÷ëåíîâ, ýêâèâàëåíòíûõ
u(x), îáîçíà÷èì ÷åðåç [u(x)], à âñå ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè � ÷åðåç F .

Äàííàÿ êîíñòðóêöèÿ íàïîìèíàåò âû÷åòû ïî ìîäóëþ n, ïîýòîìó êàæäûé êëàññ ýêâèâàëåíòíûõ
ìíîãî÷ëåíîâ áóäåì òàêæå íàçûâàòü âû÷åòîì îòíîñèòåëüíî ìíîãî÷ëåíà f(x). Âû÷åòîâ ðîâíî ñòîëüêî,
ñêîëüêî èìååòñÿ ðàçíûõ îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ íà f(x) � íå ìåíüøå, ÷åì ýëåìåíòîâ â ïîëå P (ðàçíûå
ìíîãî÷ëåíû íóëåâîé ñòåïåíè ïðèíàäëåæàò, î÷åâèäíî, ðàçíûì âû÷åòàì).

Îïðåäåëèì îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ èç F :

[u(x)] + [v(x)] = [u(x) + v(x)], [u(x)][v(x)] = [u(x) v(x)], u(x), v(x) ∈ P [x].

Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî èõ ðåçóëüòàòû íå çàâèñÿò îò âûáîðà êîíêðåòíûõ ïðåäñòàâèòåëåé â êëàññàõ
[u(x)] è [v(x)] è ÷òî äàííûå îïåðàöèè ïðåâðàùàþò F â êîëüöî.

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(x) ÿâëÿåòñÿ íåðàçëîæèìûì íàä ïîëåì P . Òîãäà,
îïÿòü-òàêè ïî àíàëîãèè ñ âû÷åòàìè ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ n, ìíîæåñòâî F îêàçûâàåòñÿ ïîëåì. Â ñàìîì
äåëå, ðîëü åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà, î÷åâèäíî, âûïîëíÿåò âû÷åò [1], ïîðîæäàåìûé êîíñòàíòîé (ìíîãî÷ëå-
íîì íóëåâîé ñòåïåíè) 1. Ðàññìîòðèì íåíóëåâîé âû÷åò [u(x)] ∈ F . Ìíîãî÷ëåíû u(x) è f(x) âçàèìíî
ïðîñòû â ñèëó íåðàçëîæèìîñòè f(x). Ïî òåîðåìå î íàèáîëüøåì îáùåì äåëèòåëå, ñóùåñòâóþò ìíîãî-
÷ëåíû φ(x), ψ(x) ∈ P [x] òàêèå, ÷òî

u(x)φ(x) + f(x)ψ(x) = 1 ⇒ [u(x)][φ(x)] = [1].

Âû÷åò [a], ïîðîæäåííûé ìíîãî÷ëåíîì íóëåâîé ñòåïåíè (êîíñòàíòîé) a ∈ P , áóäåì îòîæäåñòâëÿòü
ñ a. Òàêèì îáðàçîì, P ⊂ F , à ìíîãî÷ëåí f(x) = xn + an−1x

n−1 + . . .+ a0 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òàêæå
êàê ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì F :

f(x) = xn + [an−1]xn−1 + . . .+ [a0] ∈ F [x].

Òîãäà
0 = [0] = [f(x)] = f([x]).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âû÷åò [x] ∈ F ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f(x). 2

Ñëåäñòâèå. Äëÿ ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà f(x) ∈ P [x] ñòåïåíè n > 0 ñóùåñòâóåò ðàñøèðåíèå F ïîëÿ P , â
êîòîðîì f(x) ðàçëàãàåòñÿ íà n ëèíåéíûõ ìíîæèòåëåé:

f(x) = a(x− z1) . . . (x− zn), a ∈ P, z1, . . . , zn ∈ F.
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ÎÑÍÎÂÍÀß ×ÀÑÒÜ

18.1 Ôîðìóëû Âèåòà
Ðàññìîòðèì êîìïëåêñíûé ìíîãî÷ëåí f(x) ñòåïåíè n ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1 è
åãî ðàçëîæåíèå íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè:

f(x) = a0 + a1x+ . . .+ an−1x
n−1 + xn = (x− x1) . . . (x− xn).

Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè â ïðàâîé ÷àñòè è ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòå-
ïåíÿõ x, ïîëó÷àåì ôîðìóëû Âèåòà:

an−1 = −(x1 + x2 + . . .+ xn),
an−2 = (x1x2 + x1x3 + . . .+ xn−1xn),
an−3 = −(x1x2x3 + x1x2x4 + . . .+ xn−2xn−1xn),
. . . . . . . . .
an−k = (−1)k

∑
1≤i1 < ... < ik≤n

xi1 . . . xik ,

. . . . . . . . .
a0 = (−1)n x1 . . . xn.

Âûðàæåíèÿ âèäà

σk = σk(x1, . . . , xn) =
∑

1≤i1 < ... < ik≤n

xi1 . . . xik , k = 1, . . . , n, (∗)

íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè ñèììåòðè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè îò x1, . . . , xn. Òàêèì îá-
ðàçîì, êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà f(x) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ñèììåòðè÷åñ-
êèå ìíîãî÷ëåíû îò åãî êîðíåé x1, . . . , xn:

an−k = (−1)k σk, k = 1, . . . , n.

18.2 Ìíîãî÷ëåíû îò n ïåðåìåííûõ
Ôîðìàëüíîå âûðàæåíèå xα1

1 . . . xαn
n , ãäå α1, . . . , αn � íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ñòåïåíè,

íàçûâàåòñÿ îäíî÷ëåíîì ñòåïåíè α1 + . . . + αn îò ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn. Ðàâåíñòâî
αi = 0 äîïóñêàåòñÿ (â ýòîì ñëó÷àå îäíî÷ëåí íå ñîäåðæèò xi).

Ìíîãî÷ëåíîì îò ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn íàä ïîëåì P íàçûâàåòñÿ ôîðìàëüíàÿ ñóììà
îäíî÷ëåíîâ îò x1, . . . , xn ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿ P . Ñòåïåíüþ ìíîãî÷ëåíà íàçûâà-
åòñÿ íàèâûñøàÿ ñòåïåíü âõîäÿùèõ â íåãî îäíî÷ëåíîâ. Íàïðèìåð, ìíîãî÷ëåí

f(x1, x2, x3) = x3
1x

2
2x3 + x2

1x
3
2x3 + x1x2x

4
3 + x1x2 + x3

135
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èìååò ñòåïåíü 6. Êàê âèäèì, â ñîñòàâ f(x1, x2, x3) âõîäÿò 3 îäíî÷ëåíà íàèâûñøåé ñòå-
ïåíè.

Ïîëàãàåì xα1
1 . . . xαn

n = xβ1

1 . . . xβn
n , åñëè αi = βi äëÿ âñåõ i. Îäèí è òîò æå ìíî-

ãî÷ëåí äîïóñêàåò ìíîãî ôîðìàëüíî ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé â âèäå ñóììû îäíî÷ëå-
íîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿ P . Îäíàêî ìû âñåãäà ìîæåì ïåðåéòè ê ñòàíäàðòíîìó
ïðåäñòàâëåíèþ, â êîòîðîì êàæäûé îäíî÷ëåí âñòðå÷àåòñÿ òîëüêî îäèí ðàç � ïðîöå-
äóðà ïåðåõîäà íàçûâàòñÿ ïðèâåäåíèåì ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ è çàêëþ÷àåòñÿ â çàìåíå âñåõ
îäèíàêîâûõ îäíî÷ëåíîâ îäíèì îäíî÷ëåíîì ñ êîýôôèöèåíòîì, ðàâíûì ñóììå ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ êîýôôèöèåíòîâ. Ìíîãî÷ëåíû f è g íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè îíè èìåþò
ðàâíûå êîýôôèöèåíòû äëÿ ðàâíûõ îäíî÷ëåíîâ â ñâîèõ ñòàíäàðòíûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ.

Ñóììîé ìíîãî÷ëåíîâ f+g íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåí ñ êîýôôèöèåíòàìè, ðàâíûìè ñóììå
êîýôôèöèåíòîâ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ îäíî÷ëåíîâ, âõîäÿùèõ â f è g. Ïðîèçâåäåíèåì
ìíîãî÷ëåíîâ f =

∑
aα1,...,αn x

α1
1 . . . xαn

n è g =
∑
bβ1,...,βn x

β1

1 . . . xβn
n íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåí

fg, ñîñòîÿùèé èç âñåõ ÷ëåíîâ âèäà

(aα1,...,αn bβ1,...,βn) xα1+β1

1 ... xαn+βn
n .

Òàêèì îáðàçîì, óìíîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ âûïîëíÿåòñÿ ïî ïðèâû÷íûì ïðàâèëàì ðàñêðû-
òèÿ ñêîáîê è ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ.

Ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ îò x1, . . . , xn íàä ïîëåì P îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
P [x1, . . . , xn]. Îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ îíî ÿâëÿåò-
ñÿ êîììóòàòèâíûì êîëüöîì ñ åäèíèöåé è áåç äåëèòåëåé íóëÿ.

18.3 Ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå óïîðÿäî÷åíèå
Ïðè èçó÷åíèè ìíîãî÷ëåíîâ îò x1, . . . , xn ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå (ñëî-
âàðíîå) óïîðÿäî÷åíèå âõîäÿùèõ â íèõ îäíî÷ëåíîâ:

xα1
1 . . . xαn

n ñòàðøå (âûøå) xβ1

1 . . . xβn
n ,

åñëè äëÿ íåêîòîðîãî 1 ≤ k ≤ n âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

α1 = β1, . . . , αk−1 = βk−1, αk > βk.

Â äàëüíåéøåì ïîä ñòàðøèì ÷ëåíîì ìíîãî÷ëåíà áóäåò ïîíèìàòüñÿ âçÿòûé ñ ñîîò-
âåòñòâóþùèì íåíóëåâûì êîýôôèöèåíòîì îäíî÷ëåí, ÿâëÿþùèéñÿ íàèâûñøèì ïðè ëåê-
ñèêîãðàôè÷åñêîì óïîðÿäî÷åíèè îäíî÷ëåíîâ ñòàíäàðòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äàííîãî ìíî-
ãî÷ëåíà. Î÷åâèäíî, ñòàðøèé ÷ëåí îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî.

Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñòàðøèé ÷ëåí ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ ðàâåí ïðîèç-
âåäåíèþ èõ ñòàðøèõ ÷ëåíîâ.

18.4 Ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû
Ìíîãî÷ëåí f(x1, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì, åñëè äëÿ ëþáîé ïîäñòàíîâêè σ
ñòåïåíè n

f(x1, . . . , xn) = f(xσ(1), . . . , xσ(n)).

Âàæíûìè ïðèìåðàìè ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàðíûå ñèììåòðè-
÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû σk, ïðèñóòñòâóþùèå â ôîðìóëàõ Âèåòà.

Òåîðåìà î ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíàõ. Äëÿ ëþáîãî ñèììåòðè÷åñêîãî ìíîãî-
÷ëåíà f(x1, . . . , xn) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåí ìíîãî÷ëåí g îò n ïåðåìåííûõ òàêîé,
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÷òî
f(x1, . . . , xn) = g(σ1, . . . , σn),

ãäå σk = σk(x1, . . . , xn) � ýëåìåíòàðíûå ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû âèäà (∗).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a xα1

1 . . . xαn
n � ñòàðøèé ÷ëåí ìíîãî÷ëåíà f(x1, . . . , xn).

Òîãäà â ñëó÷àå ñèììåòðè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà îáÿçàòåëüíî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà
α1 ≥ . . . ≥ αn. Åñëè áû ýòî áûëî íå òàê, òî äàííûé ÷ëåí íå áûë áû ñòàðøèì: â ñèì-
ìåòðè÷åñêîì ìíîãî÷ëåíå âìåñòå ñ îäíî÷ëåíîì xα1

1 . . . xαn
n äîëæíû ïðèñóòñòâîâàòü âñå

îäíî÷ëåíû âèäà xα1

σ(1) . . . x
αn

σ(n) äëÿ ëþáîé ïîäñòàíîâêè σ. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí

φ(σ1, . . . , σn) = a σα1−α2
1 . . . σ

αn−1−αn

n−1 σαn
n . (1)

Åãî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òàêæå êàê ìíîãî÷ëåí îò x1, . . . , xn, äëÿ êîòîðîãî ñòàðøèé
÷ëåí áóäåò, î÷åâèäíî, ðàâåí

a xα1−α2
1 (x1x2)

α2−α3 . . . (x1 . . . xn−1)
αn−1−αn (x1 . . . xn−1xn)αn = a xα1

1 . . . xαn
n . (2)

Ïîýòîìó ñòàðøèé ÷ëåí ìíîãî÷ëåíà

f1(x1, . . . , xn) = f(x1, . . . , xn)− φ(σ1, . . . , σn)

áóäåò ìëàäøå ñòàðøåãî ÷ëåíà äëÿ f(x1, . . . , xn). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îò f1 ìîæíî
ïåðåéòè ê ìíîãî÷ëåíó f2 ñ ìåíüøèì ñòàðøèì ÷ëåíîì, è òàê äàëåå. Â ñèëó êîíå÷íîñòè
îáùåãî ÷èñëà ÷ëåíîâ äàííàÿ ïðîöåäóðà äîëæíà íà êàêîì-òî øàãå äàòü íóëåâîé ìíîãî-
÷ëåí.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åäèíñòâåííîñòè ìíîãî÷ëåíà g äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè
g(σ1, . . . , σn) 6= 0, òî è f(x1, . . . , xn) 6= 0. Äðóãèìè ñëîâàìè, íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîñëå
çàìåíû σk íà ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîãî÷ëåíû îò x1, . . . , xn è ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ
îñòàíåòñÿ õîòÿ áû îäèí íåíóëåâîé ÷ëåí. Ëþáîé ÷ëåí ìíîãî÷ëåíà g ìîæíî çàïèñàòü â
âèäå (1) ñ α1 ≥ . . . ≥ αn. Êàê ìíîãî÷ëåí îò x1, . . . , xn, ìíîãî÷ëåí φ èìååò ñâîèì ñòàðøèì
÷ëåíîì (2). Ñòàðøèì ÷ëåíîì äëÿ g êàê ìíîãî÷ëåíà îò x1, . . . , xn áóäåò íàèâûñøèé èç
÷ëåíîâ òàêîãî âèäà. Îí îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî è ïîýòîìó íå ìîæåò ñîêðàòèòüñÿ ïðè
ïðèâåäåíèè ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ. 2

Ñëåäñòâèå. Çíà÷åíèå ëþáîãî ñèììåòðè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà φ(x1, . . . , xn) ïðè çàìåíå
ïåðåìåííûõ íà êîðíè ìíîãî÷ëåíà f(x) = a0 + a1x + . . . + an−1xn−1 + xn íàä ïîëåì P
ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ïîëÿ P .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò ýëåìåíòàð-
íûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ. Åñëè ñ÷èòàòü ïåðåìåííûå êîðíÿìè äëÿ f(x), òî, â
ñèëó ôîðìóë Âèåòà, îí áóäåò ìíîãî÷ëåíîì íàä òåì æå ïîëåì P îò êîýôôèöèåíòîâ
a0, . . . , an−1, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè ïîëÿ P . 2

18.5 Íüþòîíîâû ñóììû
Ïóñòü çàäàí ìíîãî÷ëåí f(x) = a0 + a1x + . . . + an−1x

n−1 + xn, è ïóñòü x1, . . . , xn � âñå
åãî êîðíè ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé. Âûðàæåíèÿ

sk = xk
1 + xk

2 + . . .+ xk
n, k = 1, 2, . . . ,

íàçûâàþòñÿ íüþòîíîâûìè ñóììàìè äëÿ f(x).
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ßñíî, ÷òî sk � ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îò êîðíåé x1, . . . , xn. Ïîýòîìó sk åñòü
çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà îò ýëåìåíòàðíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ è, ñëåäîâàòåëüíî,
îò êîýôôèöèåíòîâ a0, . . . , an−1. Òàêèì îáðàçîì, íüþòîíîâû ñóììû êîíñòðóêòèâíî âû-
ðàæàþòñÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà f(x) � èõ ìîæíî íàéòè, íå çíàÿ êîðíè.

Íà âû÷èñëåíèè íüþòîíîâûõ ñóìì ëåãêî ïîñòðîèòü òàêæå íåêîòîðûé ìåòîä ïðèáëè-
æåííîãî âû÷èñëåíèÿ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà f(x). 1 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

|x1| > |x2| ≥ . . . ≥ |xn|.

Òîãäà

sk+1

sk

= x1

1 +
(

x2

x1

)k+1

+ . . .+
(

xn

x1

)k+1

1 +
(

x2

x1

)k

+ . . .+
(

xn

x1

)k
→ x1 ïðè k →∞.

ÄÎÏÎËÍÈÒÅËÜÍÀß ×ÀÑÒÜ

18.6 Åùå îäíî äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû àëãåáðû
Äîêàçàòåëüñòâî íà îñíîâå ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ è ôîðìóë Âèåòà ñëîæíåå òî-
ãî, ÷òî óæå îáñóæäàëîñü. Íî îíî èñïîëüçóåò ïîíÿòèå íåïðåðûâíîñòè �ìèíèìàëüíûì�
îáðàçîì.

(1) Ïóñòü f(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n > 0 ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ìû
çíàåì, ÷òî â íåêîòîðîì ïîëå F îí ðàçëàãàåòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè è, ñëåäîâàòåëüíî,
èìååò n êîðíåé x1, . . . , xn ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé. Íàøà öåëü � äîêàçàòü, ÷òî õîòÿ áû îäèí
èç ýòèõ êîðíåé ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíûì ÷èñëîì.

(2) Åñëè n íå÷åòíî, ÷òî äàííûé ôàêò ïîëó÷àåòñÿ î÷åíü ëåãêî � ýòî åäèíñòâåííîå
ìåñòî, ãäå èñïîëüçóåòñÿ íåïðåðûâíîñòü. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî f(x) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ
îò x. Ïîñêîëüêó n íå÷åòíî, ìíîãî÷ëåí f(x) > 0 ïðè x ≥ b äëÿ íåêîòîðîãî b > 0 è
f(x) < 0 ïðè x ≤ a äëÿ íåêîòîðîãî a < 0. Ïî òåîðåìå Ðîëëÿ èç ìàòåìàòè÷åñêîãî
àíàëèçà, ñóùåñòâóåò ÷èñëî c ∈ [a, b] òàêîå, ÷òî f(c) = 0.

(3) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n = 2kp, ãäå p íå÷åòíî, è áóäåì âåñòè èíäóêöèþ ïî k. Ïðè
k = 0 ñóùåñòâîâàíèå êîìïëåêñíîãî (äàæå âåùåñòâåííîãî) êîðíÿ óæå äîêàçàíî. Ïóñòü
k > 0. Òîãäà âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî c è ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí

Fc(x) =
∏

1≤i<j≤n

(x− xc
ij), xc

ij = c xixj + xi + xj.

Â ñèëó ôîðìóë Âèåòà è îïðåäåëåíèÿ xij, êîýôôèöèåíòû Fc(x) � ñèììåòðè÷åñêèå ôóíê-
öèè îò êîðíåé âåùåñòâåííîãî ìíîãî÷ëåíà f(x) ⇒ îíè âåùåñòâåííû. Ñòåïåíü Fc(x)
ðàâíà (n2−n)/2 = 2k−1q, ãäå q = (2kp−1)p � íå÷åòíîå ÷èñëî. Ïîýòîìó, ñîãëàñíî ïðåäïî-
ëîæåíèþ èíäóêöèè, ìíîãî÷ëåí Fc(x) èìååò õîòÿ áû îäèí êîìïëåêñíûé êîðåíü � ïóñòü
îí ïîëó÷àåòñÿ ïðè i = i(c), j = j(c).

(4) Âåùåñòâåííûõ ÷èñåë c áåñêîíå÷íî ìíîãî, à èíäåêñû i(c), j(c) ìîãóò ïðèíèìàòü
ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî çíà÷åíèé ⇒ äëÿ íåêîòîðûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë c1 6= c2 èìåþò
ìåñòî ðàâåíñòâà i = i(c1) = i(c2), j = j(c1) = j(c2). ⇒{

c1 xixj + xi + xj = z1 ∈ C
c2 xixj + xi + xj = z2 ∈ C ⇒ xixj =

z1 − z2

c1 − c2
∈ C ⇒ xi + xj ∈ C.

1Íà ïðàêòèêå äëÿ ýòîé öåëè âñå æå èñïîëüçóþòñÿ äðóãèå ìåòîäû � ñ áîëåå áûñòðîé ñõîäèìîñòüþ.
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Ñëåäîâàòåëüíî, xixj è xi+xj ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ ñ êîìïëåêñíûìè
êîýôôèöèåíòàìè ⇒ xi, xj ∈ C.

(5) Èòàê, äîêàçàíî, ÷òî ëþáîé âåùåñòâåííûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n > 0 èìååò õîòÿ
áû îäèí êîìïëåêñíûé êîðåíü. Ïóñòü

f(x) = a0 + a1x+ . . . an−1x
n−1 + xn

èìååò êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû. Òîãäà ââåäåì �ñîïðÿæåííûé� ìíîãî÷ëåí

f̄(x) = ā0 + ā1x+ . . .+ ān−1x
n−1 + xn

è ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí g(x) = f(x)f̄(x). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî g(x) èìååò âåùåñòâåí-
íûå êîýôôèöèåíòû. Ïî äîêàçàííîìó âûøå, îí èìååò êîìïëåêñíûé êîðåíü z. Òàêèì
îáðàçîì,

g(z) = f(z)f̄(z) = f(z)f(z̄) = 0 ⇒ f(z) = 0 èëè f(z̄) = 0. 2

18.7 Íîðìàëüíûå ïîëÿ è ïîëÿ ðàçëîæåíèÿ
Ôîðìóëû Âèåòà è òåîðåìà î ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíàõ ñ áîëüøîé ïîëüçîé ïðèìåíÿþòñÿ ïðè èçó-
÷åíèè ðàñøèðåíèé ïîëåé, ñîäåðæàùèõ êîðíè òåõ èëè èíûõ ìíîãî÷ëåíîâ.

Ôèêñèðóåì ÷èñëîâîå ïîëå K ⊂ C è áóäåì ðàññìàòðèâàòü åãî êîíå÷íûå ðàñøèðåíèÿ K ⊂ L. Ïîñëåä-
íåå îçíà÷àåò, ÷òî ïîëå L ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì
K. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî â L ëþáîé ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ êîðíåì íåêîòîðîãî íåðàçëîæèìîãî ìíîãî÷ëåíà
íàä K.

Â òåîðèè Ãàëóà îñîáûé èíòåðåñ âûçûâàþò íîðìàëüíûå ðàñøèðåíèÿ. Ýòî êîíå÷íûå ðàñøèðåíèÿ
K ⊂ L ñ îñîáûì ñâîéñòâîì: åñëè õîòÿ áû îäèí êîðåíü íåðàçëîæèìîãî íàä K ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè n
ïðèíàäëåæèò L, òî âñå åãî n êîìïëåêñíûõ êîðíåé ïðèíàäëåæàò L. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî
L ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì ïîëåì íàä K èëè íîðìàëüíî íàä K.

Ïóñòü L = K(θ1, . . . , θn) � ïîëå ðàçëîæåíèÿ íåêîòîðîãî (âîçìîæíî, ðàçëîæèìîãî) ìíîãî÷ëåíà
f(x) ∈ K[x] ñòåïåíè n.

Òåîðåìà. Ïîëå ðàçëîæåíèÿ L ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà íàä K ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì íàä K, à ëþáîå íîð-
ìàëüíîå íàä K ïîëå ÿâëÿåòñÿ ïîëåì ðàçëîæåíèÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà íàä K.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L = K(θ1, . . . , θn) � ïîëå ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà

f(x) = (x− θ1) . . . (x− θn) ∈ K[x]

(êîðíè â ïîëå L, à êîýôôèöèåíòû ïðèíàäëåæàò ìåíüøåìó ïîëþ K). ßñíî, ÷òî ïîëå L ìîæíî ïîëó÷èòü
ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèñîåäèíåíèåì îòäåëüíûõ êîðíåé. Èç òåîðåìû î ïðèñîåäèíåíèè êîðíÿ (èç Ëåêöèè
15) ëåãêî âûâåñòè, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò α ∈ L èìååò âèä α = g(θ1, . . . , θn), ãäå g(x1, . . . , xn) � ìíîãî÷ëåí
îò n ïåðåìåííûõ ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿ K. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ìíîãî÷ëåí:

Ψ(x) =
∏

σ∈Sn

(x− g(θσ(1), . . . , θσ(n))).

Â ñèëó ôîðìóë Âèåòà è òåîðåìû î ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíàõ, åãî êîýôôèöèåíòû ïðèíàäëåæàò
ïîëþ K.

Äîêàæåì íîðìàëüíîñòü ïîëÿ L. Ïóñòü α ∈  L � êîðåíü íåðàçëîæèìîãî ìíîãî÷ëåíà φ(x) ∈ K[x] è β �
ëþáîé äðóãîé êîðåíü φ(x). Ïîñêîëüêó φ(x) è Ψ(x) èìåþò îáùèé êîðåíü α, îí ÿâëÿåòñÿ òàêæå êîðíåì
èõ íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ. Â ñèëó àëãîðèòìà Åâêëèäà, êîýôôèöèåíòû íàèáîëüøåãî îáùåãî
äåëèòåëÿ ïðèíàäëåæàò ïîëþ K. Ïîýòîìó îí ëèøü íåíóëåâûì ìíîæèòåëåì ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò φ(x)
(â ñèëó íåðàçëîæèìîñòè φ(x)). Çíà÷èò, Ψ(x) äåëèòñÿ íà φ(x) ⇒ β èìååò âèä β = g(θσ(1), . . . , θσ(n))
äëÿ êàêîé-òî ïîäñòàíîâêè σ ∈ Sn ⇒ β ∈ L.

Âòîðàÿ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ äîêàçûâàåòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì. 2
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18.8 Ðàäèêàëüíûå ðàñøèðåíèÿ
Ðàññìîòðèì àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå f(x) = a0 + a1x+ . . .+ an−1x

n−1 + xn = 0 ñ êîýôôèöèåíòàìè
èç ÷èñëîâîãî ïîëÿ K ⊂ C. Ïóñòü L � ïîëå ðàçëîæåíèÿ f(x).

Âîïðîñ îá ôîðìóëå, âûðàæàþùåé êîðíè f(x) ÷åðåç êîýôôèöèåíòû ñ ïîìîùüþ àðèôìåòè÷åñêèõ
îïåðàöèé è îïåðàöèé èçâëå÷åíèÿ êîðíÿ ëþáîé ïðåäïèñàííîé ñòåïåíè (êîðî÷å, â ðàäèêàëàõ), ñâîäèòñÿ
ê âîïðîñó î ñóùåñòâîâàíèè êîíå÷íîé öåïî÷êè òàê íàçûâàåìûõ ðàäèêàëüíûõ ðàñøèðåíèé

K = K0 ⊂ K1 ⊂ K2 ⊂ . . . ⊂ Km = L̃, Ki = Ki−1(θi), θni
i = Di ∈ Ki−1, (∗)

ãäå L̃ � ðàñøèðåíèå ïîëÿ L, ÿâëÿþùååñÿ íîðìàëüíûì íàäK. 2 Â òåîðèè Ãàëóà äàííûé âîïðîñ ñâîäèòñÿ
ê èçó÷åíèþ ãðóïïû Aut(L,K) àâòîìîðôèçìîâ L íàä K (âçàèìíî-îäíîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé L íà ñåáÿ,
ñîõðàíÿþùèõ îïåðàöèè è îñòàâëÿþùèõ íà ìåñòå âñå ýëåìåíòû ïîëÿ K) è åå ïîäãðóïï.

Ïðîñòåéøèé ïðèìåð: f(x) = xn − a = 0, a ∈ K. Â äàííîì ñëó÷àå î÷åâèäíî, ÷òî L = K(ε, ζ), ãäå
ε � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü èç åäèíèöû ñòåïåíè n, à ζ � ëþáîé ÷èñëî òàêîå, ÷òî ζn = a. Ïóñòü Φ �
ïðîèçâîëüíûé àâòîìîðôèçì L íàä K. Òîãäà Φ(ε) òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì èç åäèíèöû ñòåïåíè n.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n � ïðîñòîå ÷èñëî. Â ýòîì ñëó÷àå ìû óæå èìååì îïèñàíèå âñåõ àâòîìîðôèçìîâ
ïîëÿ Q(ε) íàä Q (ñì. Ëåêöèþ 15): ëþáîé àâòîìîðôèçì Ψ ∈ Aut(Q(ε),Q) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
çàäàíèåì îáðàçà εk äëÿ ε, à ãðóïïà Aut(Q(ε),Q) ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé ïîðÿäêà n− 1.

Âîçüìåì àâòîìîðôèçì Φ ∈ Aut(L,K) è ïîñòàâèì åìó â ñîîòâåòñòâèå àâòîìîðôèçì Ψ ∈ Aut(Q(ε),Q)
òàêîé, ÷òî Ψ(ε) = Φ(ε). Äàííîå ñîîòâåòñòâèå, êàê íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ãðóï-
ïû G = Aut(L,K) â ãðóïïó Aut(Q(ε),Q). Ïóñòü H � ÿäðî ýòîãî ãîìîìîðôèçìà. Òîãäà, â ñèëó òåîðåìû
î ãîìîìîðôèçìå, ôàêòîð-ãðóïïà G/H èçîìîðôíà íåêîòîðîé ïîäãðóïïå ãðóïïû Aut(Q(ε),Q). Áóäó÷è
ïîäãðóïïîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïû, äàííàÿ ïîäãðóïïà ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè L � ïîëå ðàçëîæåíèÿ äëÿ xn − a, a ∈ K, òî ïðè ïðîñòîì n ãðóïïà G =
Aut(L,K) èìååò íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó H ñ öèêëè÷åñêîé ôàêòîð-ãðóïïîé G/H.

18.9 Àâòîìîðôèçìû è ðàñøèðåíèÿ
Óòâåðæäåíèå. Äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ðàñøèðåíèÿ K ⊂ L ÷èñëî àâòîìîðôèçìîâ L íàä K íå ïðåâû-
øàåò ñòåïåíè ðàñøèðåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. L ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç K ïðèñîåäèíåíèåì êàêîãî-òî îäíîãî ÷èñëà θ ∈ L. Ïî
òåîðåìå î ïðèñîåäèíåíèè êîðíÿ, ñòåïåíü ìèíèìàëüíîãî íàä K ìíîãî÷ëåíà R(x) äëÿ θ ðàâíà ñòåïåíè
ðàñøèðåíèÿ K ⊂ L. Ïðè ëþáîì àâòîìîðôèçìå g ∈ Aut(L,K) èìååì R(g(θ)) = 0. Ïîýòîìó ÷èñëî
àâòîìîðôèçìîâ íå áîëüøå ÷èñëà êîðíåé ìíîãî÷ëåíà R(x), ïðèíàäëåæàùèõ ïîëþ L. 2

×èñëî àâòîìîðôèçìîâ L íàä K ìîäåò îêàçàòüñÿ ìåíüøå ñòåïåíè ðàñøèðåíèÿ. Ïóñòü, íàïðèìåð,
K = Q è L = Q( 3

√
2). Òîãäà åäèíñòâåííûì àâòîìîðôèçìîì L íàä K ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííîå îòîáðà-

æåíèå (äîêàæèòå!), à ñòåïåíü ðàñøèðåíèÿ ðàâíà 3.

18.10 Ðàñøèðåíèÿ Ãàëóà
Åñëè ÷èñëî àâòîìîðôèçìîâ ðàâíî ñòåïåíè ðàñøèðåíèÿ, òî ñîîòâåòñòâóþùåå ðàñøèðåíèå íàçûâàåòñÿ
ðàñøèðåíèåì Ãàëóà, à ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ � ãðóïïîé Ãàëóà.

Óòâåðæäåíèå. Äëÿ òîãî ÷òîáû ðàñøèðåíèå K ⊂ L áûëî ðàñøèðåíèåì Ãàëóà, íåîáõîäèìî è äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû îíî áûëî íîðìàëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L = K(θ) è R(x) � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí äëÿ θ. Ïóñòü åãî ñòåïåíü ðàâíà
m. Ïî òåîðåìå î ïðèñîåäèíåíèè êîðíÿ, ëþáîé ýëåìåíò èç L èìååò âèä α0+α1θ+. . .+αm−1θ

m−1, αi ∈ K.
Çàìåòèì, ÷òî âñå êîðíè R(x) ïðîñòûå. Åñëè ïîëå L íîðìàëüíî íàä K, òî âñå îíè ïðèíàäëåæàò L. Ïóñòü
ζ � ëþáîé êîðåíü R(x). Òîãäà îòîáðàæåíèå α0 + α1θ + . . . + αm−1θ

m−1 → α0 + α1ζ + . . . + αm−1ζ
m−1

ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì L íàä K. Çíà÷èò, ÷èñëî àâòîìîðôèçìîâ ðàâíî ñòåïåíè ðàñøèðåíèÿ.

2Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî îò öåïî÷êè ðàäèêàëüíûõ ðàñøèðåíèé âèäà (∗), äàþùåé íåêîòîðîå ïîëå L̃,
âñåãäà ìîæíî ïåðåéòè ê öåïî÷êå òàêèõ ðàäèêàëüíûõ ðàñøèðåíèé, êîòîðàÿ äàåò â èòîãå ïîëå, ñîäåð-
æàùåå L̃ è íîðìàëüíîå íàä K. Äëÿ ïåðâîãî çíàêîìñòâà ñ äàííûì êðóãîì èäåé ìîæíî ïîëàãàòü äëÿ
ïðîñòîòû, ÷òî èçó÷àåòñÿ ñëó÷àé L̃ = L.
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Â ëþáîì ñëó÷àå ÷èñëî àâòîìîðôèçìîâ íå áîëüøå ÷èñëà ðàçëè÷íûõ êîðíåé R(x), ïðèíàäëåæàùèõ
ïîëþ L. Åñëè âñå m êîðíåé R(x) ïðèíàäëåæàò L, òî L � ïîëå ðàçëîæåíèÿ äëÿ R(x) è ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ
íîðìàëüíûì íàä K. 2

18.11 Ïðîìåæóòî÷íûå ïîëÿ è ïîäãðóïïû
Ïóñòü H � ïîäãðóïïà ãðóïïû G = Aut(L,K). Îáîçíà÷èì ÷åðåç LH ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ a ∈ L
òàêèõ, ÷òî h(a) = a ∀ h ∈ H. Ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî LH ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòî÷íûì ïîëåì �
òî åñòü, ïîëåì â öåïî÷êå K ⊂ LH ⊂ L.

(1) Ïóñòü P � ïðîìåæóòî÷íîå ïîëå â öåïî÷êå K ⊂ P ⊂ L. Ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî èç íîðìàëüíîñòè
L íàä K âûòåêàåò åãî íîðìàëüíîñòü òàêæå íàä ïîëåì P .

(2) Èòàê, K ⊂ LH ⊂ L. Åñëè K ⊂ L � ðàñøèðåíèå Ãàëóà, òî LH ⊂ L � òàêæå ðàñøèðåíèå Ãàëóà
⇒ ïîðÿäîê ãðóïïû H ðàâåí ñòåïåíè ðàñøèðåíèÿ (L : LH). Åñëè H = G, òî (L : LH) = (L : K) ⇒
LH = K. Âåðíî è îáðàòíîå: åñëè LH = K, òî ðàñøèðåíèå K ⊂ L åñòü ðàñøèðåíèå Ãàëóà è H = G.

Ïóñòü L = K(θ). Òîãäà ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ìèíèìàëüíûé äëÿ θ ìíîãî÷ëåí íàä K èìååò âèä

Φ(x) =
∏
g∈G

(x− g(θ)).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî L � ïîëå ðàçëîæåíèÿ äëÿ Φ(x). Ïîýòîìó K ⊂ L � íîðìàëüíîå ðàñøèðåíèå. Äàëåå,
ìíîãî÷ëåí

φ(x) =
∏
h∈H

(x− h(θ))

ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì íàä LH (â ñèëó âñå òåõ æå ôîðìóë Âèåòà è òåîðåìû î ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî-
÷ëåíàõ) è, ñëåäîâàòåëüíî, íàä K = LH . Â ñèëó íåðàçëîæèìîñòè ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà Φ(x) = φ(x)
⇒ ÷èñëî àâòîìîðôèçìîâ â ïîäãðóïïå H ðàâíî ÷èñëó àâòîìîðôèçìîâ â ãðóïïå G ⇒ H = G. 2

(3) Äëÿ ëþáîãî ïðîìåæóòî÷íîãî ïîëÿ P ãðóïïà H = Aut(L,P ) ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû
G = Aut(L,K). 3

Òåîðåìà. Åñëè L � íîðìàëüíîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ K, òî P = LH � íîðìàëüíîå ïîëå íàä K òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà H � íîðìàëüíûé äåëèòåëü ãðóïïû G = Aut(L,K); ïðè ýòîì ãðóïïà Aut(P,K)
èçîìîðôíà ôàêòîð-ãðóïïå G/H.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P = K(ζ). Òîãäà ëþáîé ýëåìåíò a ∈ P èìååò âèä a =
∑
αiζ

i, αi ∈ K. ßñíî,
÷òî ζ � êîðåíü ñâîåãî ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà è g(ζ) áóäåò åãî æå êîðíåì äëÿ ëþáîãî àâòîìîðôèçìà
g ∈ G.

Åñëè ïîëå P íîðìàëüíî íàä K, òî âñå êîðíè äàííîãî ìíîãî÷ëåíà ïðèíàäëåæàò P ⇒ g(ζ) ∈ P .
Çíà÷èò, (g−1hg)(ζ) = (g−1g)(ζ) = ζ ∀ h ∈ H ⇒ (g−1hg)(

∑
αiζ

i) =
∑
αiζ

i. Òàêèì îáðàçîì, g−1hg ∈
H ∀h ∈ H, ∀g ∈ G ⇒ H ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû G.

Åñëè H � íîðìàëüíûé äåëèòåëü ãðóïïû G, òî (g−1hg)(ζ) = ζ ∀h ∈ H, ∀g ∈ G. Îòñþäà h(g(ζ)) =
g(ζ) ∀ h ∈ H ⇒ g(ζ) ∈ P . Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé àâòîìîðôèçì g ∈ G ïðè äåéñòâèè íà ÷èñëà èç P
ïåðåâîäèò èõ â ÷èñëà èç P , ïîðîæäàÿ òåì ñàìûì àâòîìîðôèçì ïîëÿ P íàä K. Ïðè ýòîì âñå àâòîìîð-
ôèçìû âèäà hg, ãäå h ∈ H, ïîðîæäàþò îäèí è òîò æå àâòîìîðôèçì ïîëÿ P íàä K. Àâòîìîðôèçìû
g1, g2 ∈ G îñòàâëÿþò ðàçíûå �ñëåäû� íà P òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà g1g

−1
2 /∈ H. Ñëåäîâàòåëüíî,

÷èñëî àâòîìîðôèçìîâ P íàä K ðàâíî ÷èñëó ðàçëè÷íûõ ñìåæíûõ êëàññîâ ãðóïïû G ïî íîðìàëüíîìó
äåëèòåëþ H ⇒ îíî ðàâíî ñòåïåíè ðàñøèðåíèÿ (P : K) = (L : K)/(L : P ) ⇒ ïîëå P íîðìàëüíî íàä
K. Èòàê, êàæäîìó ñìåæíîìó êëàññó ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ïîðîæäàåìûé ëþáûì åãî ïðåäñòàâèòåëåì
àâòîìîðôèçì P íàä K � ýòî è åñòü èçîìîðôèçì ìåæäó G/H è Aut(P,K). 2

18.12 Ðàçðåøèìîñòü àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
Ïóñòü f(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n íàä ïîëåì K ⊂ C, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(x) èìååò n ïðîñòûõ êîðíåé
θ1, . . . , θn è g ∈ G = Aut(L,K), ãäå L � ïîëå ðàçëîæåíèÿ f(x). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî g(θi) = θσ(i) äëÿ

3Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, âûòåêàåò êîíå÷íîñòü ÷èñëà ïðîìåæóòî÷íûõ ïîëåé.
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íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè σ ∈ Sn. Íåñëîæíî ïðèäòè ê âûâîäó î òîì, ÷òî ãðóïïà G èçîìîðôíà ïîäãðóïïå
ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû Sn (ïîýòîìó î íåé îáû÷íî ãîâîðÿò ïðîñòî êàê î ïîäãðóïïå â Sn).

Èçó÷åíèå öåïî÷åê ðàäèêàëüíûõ ðàñøèðåíèé âèäà (∗) ìîæíî ñâåñòè ê èçó÷åíèþ ñïåöèàëüíûõ ïîä-
ãðóïï ãðóïïû Ãàëóà � íîðìàëüíûõ äåëèòåëåé ñ àáåëåâîé (áîëåå òîãî, äàæå ñ öèêëè÷åñêîé) ôàêòîð-
ãðóïïîé. Â ñàìîì äåëå, ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì òàêèõ öåïî÷åê, â êîòîðûõ êàæäîå çâåíî
äàåò ïîëå ðàçëîæåíèÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà xp − a ïðè ïðîñòîì p. Ìû óæå çíàåì, ÷òî ãðóïïà Ãàëóà
òàêîãî ðàñøèðåíèÿ èìååò íîðìàëüíûé äåëèòåëü ñ öèêëè÷åñêîé (à çíà÷èò, è àáåëåâîé) ôàêòîð-ãðóïïîé.

Â ãðóïïå Sn ïðè n ≥ 5 íîðìàëüíûõ äåëèòåëåé ñ àáåëåâîé ôàêòîð-ãðóïïîé ñëèøêîì ìàëî � îäíà
ëèøü çíàêîïåðåìåííàÿ ãðóïïà (ñì. äîêàçàòåëüñòâî â ðàçäåëå 18.13).

(4) Â êîíå÷íîì ñ÷åòå îòñþäà ïîëó÷àþòñÿ ïðèìåðû íåðàçðåøèìûõ â ðàäèêàëàõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé ñòåïåíè n ≥ 5. Íåðàçðåøèìûì áóäåò ëþáîå óðàâíåíèå ñòåïåíè n ≥ 5, äëÿ êîòîðîãî ãðóïïà
Ãàëóà ñîâïàäàåò ñ Sn.

(5) Ïîäãðóïïà G ãðóïïû Sn íàçûâàåòñÿ òðàíçèòèâíîé, åñëè äëÿ ëþáûõ íîìåðîâ i, j îò 1 äî n
ñóùåñòâóåò ïîäñòàíîâêà σ ∈ G òàêàÿ, ÷òî σ(i) = j.

Óòâåðæäåíèå. Åñëè f(x) � íåðàçëîæèìûé ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì K ⊂ C, òî ãðóïïà G = Aut(L,K)
èçîìîðôíà íåêîòîðîé òðàíçèòèâíîé ãðóïïå ïîäñòàíîâîê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû çíàåì, ÷òî íåðàçëîæèìûé ìíîãî÷ëåí íàä K ⊂ C èìååò òîëüêî ïðîñòûå êîðíè.
Ïóñòü α è β � ðàçëè÷íûå êîðíè f(x). Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí

Ψ(x) =
∏
g∈G

(x− g(α)).

Â ñèëó ôîðìóë Âèåòà, êîýôôèöèåíòû Ψ(x) îñòàþòñÿ íà ìåñòå ïðè âñåõ àâòîìîðôèçìàõ èç G. Ïîýòîìó,
îïèðàÿñü íà ïðåäëîæåíèå (2), çàêëþ÷àåì, ÷òî îíè ïðèíàäëåæàò ïîëþ K. Ïîñêîëüêó f(α) = Ψ(α) = 0,
ìíîãî÷ëåíû f(x) è Ψ(x) èìåþò îáùèé êîðåíü ⇒ èõ íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü íàä K èìååò ñòåïåíü
≥ 1 ⇒ f(x) ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì äëÿ Ψ(x). Ñëåäîâàòåëüíî, β ñîäåðæèòñÿ ñðåäè ýëåìåíòîâ âèäà g(α).
2

(6) Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: ëþáàÿ òðàíçèòèâíàÿ ïîäãðóïïà G ãðóïïû Sn, ñîäåð-
æàùàÿ õîòÿ áû îäíó òðàíñïîçèöèþ, ïðè ïðîñòîì n ñîâïàäàåò ñ Sn.

Âîò ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà. Ââåäåì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè: i ∼ j ⇔ (ij) ∈ G. Òðàíçèòèâíîñòü
äàííîãî îòíîøåíèÿ ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà (ij)(jk)(ij) = (ik). Òðàíçèòèâíîñòü ãðóïïû G ïîçâîëÿåò äî-
êàçàòü, ÷òî êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ñîäåðæàò îäíî è òî æå ÷èñëî íîìåðîâ. Ïîýòîìó ïðè ïðîñòîì n
èìååòñÿ ðîâíî îäèí êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, G ñîäåðæèò âñå òðàíñïîçèöèè.

(7) Ïóñòü K = Q. Ìíîãî÷ëåí f(x) = x5 − 4x − 2 ÿâëÿåòñÿ íàðàçëîæèìûì íàä Q è èìååò òðè
ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ θ1, θ2, θ3 êîðíÿ è äâà êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ êîðíÿ ζ, ζ (äîêàæèòå!). Â
äàííîì ñëó÷àå ãðóïïà Ãàëóà òðàíçèòèâíà è ñîäåðæèò òðàíñïîçèöèþ (àâòîìîðôèçì, ïåðåâîäÿùèé ζ â
ζ è îñòàâëÿþùèé íà ìåñòå θ1, θ2, θ3). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äàííîãî ìíîãî÷ëåíà ãðóïïà Ãàëóà ñîâïàäàåò
ñ S5.

Íàøå îáñóæäåíèå ÿâëÿåòñÿ, êîíå÷íî, ëèøü áåãëûì î÷åðêîì íåêîòîðûõ èäåé, ðàçâèâàåìûõ â äàííîì
ðàçäåëå àëãåáðû.

18.13 Íîðìàëüíûå äåëèòåëè ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû
Ïðè ïîñòðîåíèè ðàäèêàëüíûõ ðàñøèðåíèé êëþ÷åâóþ ðîëü èãðàþò íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû ñ àáåëåâîé
ôàêòîð-ãðóïïîé. Ñâÿçàííîå ñ íèìè ñâîéñòâî ïîäãðóïï ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû äîêàçûâàåòñÿ ëåãêî.

Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè H � íîðìàëüíûé äåëèòåëü ãðóïïû G ñ àáåëåâîé ôàêòîð-ãðóïïîé G/H, òî
H ñîäåðæèò âñå ýëåìåíòû âèäà aba−1b−1, ãäå a, b ∈ G.
Äîêàçàòåëüñòâî. H(ab) = H(ba) ⇒ aba−1b−1 ∈ H. 2

Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü H 6= Sn � íîðìàëüíûé äåëèòåëü ãðóïïû Sn ñ àáåëåâîé ôàêòîð-ãðóïïîé
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Sn/H, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî n ≥ 5. Òîãäà H ñîâïàäàåò ñî çíàêîïåðåìåííîé ãðóïïîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì äâà òðîéíûõ öèêëà (öèêëà äëèíû 3) a = (ijk), b = (ijm). Òîãäà

aba−1b−1 = (ijk)(ijm)(kji)(mji) = (ij)(km).

Çíà÷èò, H ñîäåðæèò âñå ïðîèçâåäåíèÿ ïàð íåçàâèñèìûõ òðàíñïîçèöèé. Ïðè n ≥ 5 ïàðû íåçàâèñèìûõ
òðàíñïîçèöèé ïîðîæäàþò âñå òðîéíûå öèêëû:

(ij)(kl) (ik)(jm) (il)(km) = (ikj).

Òðîéíûå öèêëû è ïðîèçâåäåíèÿ ïàð íåçàâèñèìûõ òðàíñïîçèöèé ïîðîæäàþò âñå ÷åòíûå ïîäñòàíîâêè.
2

Îòìåòèì òàêæå (áåç äîêàçàòåëüñòâà), ÷òî ïðè n ≥ 5 çíàêîïåðåìåííàÿ ãðóïïà âîîáùå íå îáëàäàåò
íîðìàëüíûìè äåëèòåëÿìè, îòëè÷íûìè îò íåå ñàìîé èëè ïîäãðóïïû, ñîñòîÿùåé èç îäíîé ëèøü òîæäåñò-
âåííîé ïîäñòàíîâêè. Òàêèå ãðóïïû íàçûâàþòñÿ ïðîñòûìè. Êëàññèôèêàöèÿ ïðîñòûõ êîíå÷íûõ ãðóïï
áûëà çàâåðøåíà ëèøü â 1980-õ ãîäàõ.

18.14 Ãðóïïû ïðè ïîñòðîåíèè ïðàâèëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ
Ìû óæå èçó÷àëè âîïðîñ î ïîñòðîåíèè ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè (ñì.
ðàçäåë 16.11) � íàïîìíèì, ÷òî îí ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ ñïåöèàëüíîé öåïî÷êè ðàñøèðåíèé ïîëÿ
ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, â êîòîðîé êàæäîå ïðîìåæóòî÷íîå ïîëå èìååò ñòåïåíü 2 íàä ïðåäûäóùèì ïîëåì.

Öåïî÷êà çàâåðøàåòñÿ ïîñòðîåíèåì ïîëÿ, ñîäåðæàùåãî íóæíîå íàì ÷èñëî � äëèíó ñòîðîíû ïðà-
âèëüíîãî n-óãîëüíèêà. Ñòåïåíü äàííîãî ïîëÿ íàä Q ñ íåîáõîäèìîñòüþ ðàâíà 2k. Â ñâåòå òåîðèè Ãàëóà
ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äîêàçàííîå íàìè ðàíåå íåîáõîäèìîå óñëîâèå íà ÷èñëî ñòîðîí (n = 2k + 1) âûçâàíî
òåì, ÷òî ãðóïïà Ãàëóà äëÿ êðóãîâîãî ìíîãî÷ëåíà ïðîñòîé ñòåïåíè ñîäåðæèò 2k ýëåìåíòîâ.

×òîáû äîêàçàòü äîñòàòî÷íîñòü ýòîãî óñëîâèÿ, íóæíî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå óïîìÿíóòîé âûøå
ñïåöèàëüíîé öåïî÷êè ðàñøèðåíèé ïîëÿ Q. Òåîðèÿ Ãàëóà ïîçâîëÿåò ñâåñòè âîïðîñ ê äîêàçàòåëüñòâó
ñóùåñòâîâàíèÿ ñïåöèàëüíîé öåïî÷êè íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï ãðóïïû ïîðÿäêà 2k. Ïóòü ê äîêàçàòåëüñòâó
äîñòàòî÷íîñòè óñëîâèÿ íà ÷èñëî ñòîðîí n îòêðûâàåòñÿ ñëåäóþùèì íàáëþäåíèåì: åñëè ãðóïïà G èìååò
ïîðÿäîê 2k, òî îíà îáëàäàåò íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé ïîðÿäêà 2. Â äåéñòâèòåëüíîñòè èìååò ìåñòî áîëåå
îáùàÿ

Òåîðåìà. Ïóñòü ãðóïïà G èìååò ïîðÿäîê pk, ãäå p > 1 � ïðîñòîå ÷èñëî. 4 Òîãäà G îáëàäàåò íîð-
ìàëüíîé ïîäãðóïïîé ïîðÿäêà p.

Äîêàçàòåëüñòâî òðåáóåò íåêîòîðîé ïîäãîòîâêè. Ýëåìåíòû a, b ∈ G íàçûâàþòñÿ ñîïðÿæåííûìè,
åñëè a = hbh−1 äëÿ íåêîòîðîãî h ∈ G. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñîïðÿæåííîñòü ýëåìåíòîâ � ýòî
îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà G. Ïîýòîìó êîíå÷íàÿ ãðóïïà G ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà
(ñêàæåì, m) íåïåðåñåêàþùèõñÿ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè

G = K1 ∪ . . . ∪Km. (∗)

Ëåììà 1. Â ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íîé ãðóïïå G ÷èñëî ýëåìåíòîâ, ñîïðÿæåííûõ ñ çàäàííûì ýëåìåíòîì
a, ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ïîðÿäêà ãðóïïû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G(a) = {h1ah
−1
1 , . . . , hsah

−1
s } � ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ, ñîïðÿæåííûõ ñ

a. Çàìåòèì, ÷òî
hiah

−1
i = hjah

−1
j ⇔ (h−1

j hi)a = a(h−1
j hi).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç H(a) ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ èç G, êîììóòèðóþùèõ ñ a. Ýëåìåíòàðíî ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî H(a) ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé â G (ïîäãðóïïà H(a) íàçûâàåòñÿ öåíòðàëèçàòîðîì ýëåìåíòà a). Òàêèì
îáðàçîì,

hiah
−1
i = hjah

−1
j ⇔ h−1

j hi ∈ H(a) ⇔ hiH(a) = hjH(a).
Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî ñîïðÿæåííûõ ñ a ýëåìåíòîâ ðàâíî ÷èñëó ñìåæíûõ êëàññîâ ãðóïïû G ïî ïîä-
ãðóïïå H(a). 2

Ëåììà 2. Â ïðîèçâîëüíîé ãðóïïå G ïîðÿäêà pk ñóùåñòâóåò ýëåìåíò a 6= e (îòëè÷íûé îò åäèíèöû),
êîììóòèðóþùèé ñî âñåìè ýëåìåíòàìè èç G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå (∗) ãðóïïû G íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ êëàññû ñîïðÿæåííûõ
ýëåìåíòîâ. Ñîãëàñíî ëåììå 1, ïîðÿäîê Ki èìååò âèä pki (äåëèòåëü ÷èñëà pk). Îòñþäà ÿñíî, ÷òî ÷èñëî

4Òàêèå ãðóïïû íàçûâàþòñÿ ïðèìàðíûìè.
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êëàññîâ Ki, ñîñòîÿùèõ èç îäíîãî ýëåìåíòà, äîëæíî äåëèòüñÿ íà p ⇒ ñóùåñòâóåò ýëåìåíò a 6= e òàêîé,
÷òî a = hah−1 ∀ h ∈ G ⇒ ah = ha ∀ h ∈ G. 2

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ñîãëàñíî ëåììå 2, èìååòñÿ ýëåìåíò a 6= e, êîììóòèðóþùèé ñî âñåìè
ýëåìåíòàìè èç G. Ïóñòü åãî ïîðÿäîê ðàâåí pl. Òîãäà ýëåìåíò

b = apl−1

èìååò ïîðÿäîê p. Öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ ýëåìåíòîì b, ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì äåëèòåëåì,
òàê êàê còåïåíè ýëåìåíòà b êîììóòèðóþò ñî âñåìè ýëåìåíòàìè èç G. 2
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ÎÑÍÎÂÍÀß ×ÀÑÒÜ

19.1 Àëãåáðàè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ
Ïóñòü f(x1, . . . , xn) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè k îò ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn. Ìíîæåñòâî

M = {x = [x1, . . . , xn]> : f(x1, . . . , xn) = 0}

íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì 1 ïîðÿäêà k. Î÷åâèäíî, ýòî ïîíÿòèå îáîáùà-
åò ïîíÿòèå ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

Â îáùåì ñëó÷àå ñòðîåíèå ìíîæåñòâà M âåñüìà ñëîæíî. Îäíàêî, ïðè åãî èçó÷åíèè
÷àñòî ïîìîãàåò î÷åíü ïðîñòàÿ èäåÿ � äàâàéòå ïîïûòàåìñÿ óïðîñòèòü âèä óðàâíåíèÿ
f = 0 ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííûõ x = Py, ãäå P � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà ïî-
ðÿäêà n. Çàìåíà ïåðåìåííûõ ñâÿçàíà ñ ïåðåõîäîì ê äðóãîìó áàçèñó â òîì æå n-ìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå.

Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü P � ïðîèçâîëüíàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèö ïîðÿäêà n è
g(y1, . . . , yn) = f(x1, . . . , xn), ãäå [x1, . . . , xn]> = P [y1, . . . , yn]>. Òîãäà ñòåïåíü
ìíîãî÷ëåíà g ðàâíà ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà f .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P = [pij]. Òîãäà

xk1
1 . . . xkn

n =

(
n∑

j=1

p1jyj

)k1

. . .

(
n∑

j=1

pnjyj

)kn

.

Îòñþäà ÿñíî, ÷òî ñòåïåíü g íå âûøå ñòåïåíè f . Ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî äîêàçû-
âàåòñÿ ñ ïîìîùüþ çàìåíû y = P−1x. 2

19.2 Êâàäðàòè÷íûå ìíîãî÷ëåíû îò äâóõ ïåðåìåííûõ
Ðàññìîòðèì êâàäðàòè÷íûé ìíîãî÷ëåí ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè

f(x, y) = a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2a13x+ 2a23y + a33

êàê ôóíêöèþ îò äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò x, y íà ïëîñêîñòè è èññëåäóåì ñòðîåíèå ìíî-
æåñòâà òî÷åê (x, y), óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ f(x, y) = 0.

Ìíîãî÷ëåí f(x, y) èìååò òðè òèïà ñëàãàåìûõ:

f(x, y) = f2(x, y) + f1(x, y) + f0,

1Ïîäðîáíûì èçó÷åíèåì àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé çàíèìàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ.

145



146 Ëåêöèÿ 19

f2(x, y) = a11x
2+2a12xy+a22y

2 � êâàäðàòè÷íàÿ ÷àñòü, f1(x, y) = a13x+a23y � ëèíåéíàÿ
÷àñòü, f0 = a33 � ñâîáîäíûé ÷ëåí. Êâàäðàòè÷íàÿ è ëèíåéíàÿ ÷àñòè çàïèñûâàþòñÿ ñ
ïîìîùüþ ìàòðè÷íûõ îïåðàöèé òàêèì îáðàçîì:

f2(x, y) =
[
x y

] [ a11 a12

a12 a22

] [
x
y

]
, f1(x, y) = 2

[
a13 a23

] [ x
y

]
.

Êðîìå òîãî, ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî

f(x, y) =
[
x y 1

]  a11 a12 a13

a12 a22 a23

a13 a23 a33

 x
y
1

 .
Ïîïðîáóåì íàéòè òàêóþ äåêàðòîâó ñèñòåìó, â êîòîðîé óðàâíåíèå f(x, y) = 0 ïîëó÷èò
áîëåå ïðîñòîé âèä. Ìíîæåñòâî åãî ðåøåíèé ïðèíÿòî íàçûâàòü ëèíèåé (êðèâîé) âòîðîãî
ïîðÿäêà.

19.3 Ïîâîðîò äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò
Èñõîäíóþ äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò ïîâåðíåì ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè íà óãîë φ.
Òîãäà áàçèñíûå âåêòîðû e1, e2 ïåðåéäóò â íîâûå áàçèñíûå âåêòîðû, ñîîòâåòñòâåííî,

ẽ1 = cosφ e1 + sinφ e2, ẽ1 = − sinφ e1 + cosφ e2.

Ñòàðûå êîîðäèíàòû x, y áóäóò âûðàæàòüñÿ ÷åðåç íîâûå êîîðäèíàòû x̃, ỹ ñëåäóþùèì
îáðàçîì: [

x
y

]
= x̃ ẽ1 + ỹ ẽ2 =

[
cosφ − sinφ
sinφ cosφ

] [
x̃
ỹ

]
.

Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî[
cosφ − sinφ
sinφ cosφ

]−1

=

[
cosφ sinφ

− sinφ cosφ

]
⇒

[
x̃
ỹ

]
=

[
cosφ sinφ

− sinφ cosφ

] [
x
y

]
.

Â íîâûõ êîîðäèíàòàõ êâàäðàòè÷íàÿ ÷àñòü f2(x, y) ïðèíèìàåò âèä

f2 =
[
x̃ ỹ

]([ cosφ sinφ
− sinφ cosφ

] [
a11 a12

a12 a22

] [
cosφ − sinφ
sinφ cosφ

])[
x̃
ỹ

]
.

Ìàòðèöà â ñêîáêàõ åñòü ïðîèçâåäåíèå òðåõ ìàòðèö âèäà Ã = Q>AQ, ïðè÷åì A � ñèì-
ìåòðè÷íàÿ ìàòðèöà: A> = A. Îòñþäà

Ã> = (Q>AQ)> = Q>A>(Q>)> = Q>AQ = Ã.

Çíà÷èò, Ã = [ãij], 1 ≤ i, j ≤ 2, îñòàåòñÿ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé.
Ïîïûòàåìñÿ âûáðàòü óãîë φ òàê, ÷òîáû ìàòðèöà Ã ïðèîáðåëà äèàãîíàëüíûé âèä:[

cosφ sinφ
− sinφ cosφ

] [
a11 a12

a12 a22

] [
cosφ − sinφ
sinφ cosφ

]
=

[
λ1 0
0 λ2

]
. (∗)

Òàêèì îáðàçîì, òðåáóåòñÿ çàíóëèòü ýëåìåíò

ã12 = ã21 = (cos2 φ− sin2 φ) a12 − sinφ cosφ (a11 − a22)

= cos(2φ) a12 − sin(2φ)
a11 − a22

2
= 0.
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Åñëè a12 = 0, òî ìîæíî âçÿòü φ = 0. Åñëè a12 6= 0, òî íàäî ðåøèòü óðàâíåíèå

ctg (2φ) =
a11 − a22

2a12

.

Î÷åâèäíî, ðåøåíèå ñóùåñòâóåò. Ïîýòîìó âñåãäà íàéäåòñÿ φ òàêîå, ÷òî èìååò ìåñòî ðà-
âåíñòâî (∗). Äîêàçàíî ñëåäóþùåå
Óòâåðæäåíèå. Ñ ïîìîùüþ ïîâîðîòà èñõîäíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò íà
íåêîòîðûé óãîë φ óðàâíåíèå f(x, y) = 0 ïðåîáðàçóåòñÿ â íîâûõ êîîðäèíàòàõ ê âèäó

f2 = λ1x̃
2 + λ2ỹ

2 + 2b13x̃ + 2b23ỹ + b33 = 0,

ãäå [
b13 b23

]
=
[
a13 a23

] [ cosφ − sinφ
sinφ cosφ

]
, b33 = a33.

19.4 Ñäâèã äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò
Åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ ÷àñòü f2 íå ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì
íóëåì. Çíà÷èò, λ1 è λ2 íå ðàâíû íóëþ îäíîâðåìåííî.

Ñëó÷àé 1: λ1 6= 0, λ2 6= 0. Âûäåëèì â êâàäðàòè÷íîé ÷àñòè ïîëíûå êâàäðàòû:

λ1 x̃
2 + 2b13 x̃ = λ1

(
x̃2 + 2

b13

λ1

x̃ +
b213

λ2
1

)
− b213

λ2
1

= λ1

(
x̃ +

b13

λ1

)2

− b213

λ2
1

,

λ2 ỹ
2 + 2b23 ỹ = λ2

(
ỹ2 + 2

b23
λ2

ỹ +
b223
λ2

2

)
− b223

λ2
2

= λ2

(
ỹ +

b23
λ2

)2

− b223

λ2
2

.

Îñóùåñòâèì ñäâèã äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò x̃ è ỹ, ïîìåñòèâ åå íà÷àëî â òî÷êó

O′ =

(
−b13

λ1

, −b23
λ2

)
.

Íîâûå êîîðäèíàòû x′ è y′ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç x̃ è ỹ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x′ = x̃ +
b13
λ1

, y′ = ỹ +
b23
λ2

.

Â íîâûõ êîîðäèíàòàõ óðàâíåíèå f(x, y) = 0 òåðÿåò ëèíåéíóþ ÷àñòü è ïðèíèìàåò âèä

λ1 (x′)2 + λ2 (y′)2 + c = 0, (1)

c = b33 −
b213

λ2
1

− b223

λ2
2

.

Ñëó÷àé 2: λ1 = 0, λ2 6= 0. Ïåðåíîñèì íà÷àëî êîîðäèíàò â òî÷êó

O′ =

(
0, −b23

λ2

)
.

Â íîâûõ êîîðäèíàòàõ

x̂ = x̃, ŷ = ỹ +
b23
λ2
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óðàâíåíèå f(x, y) = 0 ïîëó÷àåò âèä

λ2 ŷ
2 + 2b x̂ + c = 0, b = b23, c = b33 −

b223
λ2

2

.

Åñëè b 6= 0, âûïîëíèì åùå îäèí ïåðåíîñ íà÷àëà ñèñòåìû êîîðäèíàò � â òî÷êó (−c/b, 0).
Â íîâûõ êîîðäèíàòàõ

x′ = x̂ +
c

2b
, y′ = ŷ

óðàâíåíèå f(x, y) = 0 ïðèîáðåòàåò ôîðìó

λ2 (y′)2 + 2b x′ = 0. (2)

Åñëè b = 0, ïîëó÷àì óðàâíåíèå (ïîëîæèì äëÿ óíèôèêàöèè x′ = x̂, y′ = ŷ)

λ2 (y′)2 + c = 0. (3)

Ñëó÷àé λ1 6= 0, λ2 = 0 ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ 2 äîïîëíèòåëüíûì ïîâîðîòîì ñèñòåìû
êîîðäèíàò íà óãîë π/2. Äîêàçàíî ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå. Ñ ïîìîùüþ ïîâîðîòà è ñäâèãà èñõîäíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò óðàâíå-
íèå f(x, y) = 0 ïðèâîäèòñÿ â íîâûõ êîîðäèíàòàõ ê âèäó (1), (2) èëè (3).

19.5 Ýëëèïñ
Ïóñòü â íåêîòîðîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò óðàâíåíèå f(x, y) = 0 èìååò âèä (1),
ãäå λ1 è λ2 � íåíóëåâûå ÷èñëà îäèíàêîâîãî çíàêà. Óáåðåì øòðèõè è ðàññìîòðèì íîâóþ
ñèñòåìó â êà÷åñòâå èñõîäíîé.

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî 0 < λ1 ≤ λ2 (åñëè îáà ÷èñëà îòðè-
öàòåëüíû, òî ìîæíî ïîìåíÿòü çíàê â îáåèõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèÿ; åñëè λ1 > λ2, òî ìîæíî
ïîìåíÿòü èõ ìåñòàìè ñ ïîìîùüþ ïîâîðîòà íà óãîë π/2). Åñëè ïðè ýòîì c > 0, òî èçó÷à-
åìîå ìíîæåñòâî ïóñòî. Åñëè c = 0, â íåì òîëüêî îäíà òî÷êà (0, 0). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
c < 0. Òîãäà, ïîëîæèâ a = −c/λ1, b = −c/λ2, óðàâíåíèå (1) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

x2

a2
+

y2

b2
= 1, a ≥ b > 0. (1′)

Îïðåäåëåíèå 1. Ìíîæåñòâî òî÷åê (x, y), óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ (1′), íàçûâà-
åòñÿ ýëëèïñîì ñ ïîëóîñÿìè a è b.

Òî÷êè F− = (−c, 0) è F+ = (c, 0), ãäå c =
√
a2 − b2 ≥ 0, íàçûâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî,

îòðèöàòåëüíûì è ïîëîæèòåëüíûì ôîêóñàìè ýëëèïñà. ×èñëî e = c/a íàçûâàåòñÿ ýêñ-
öåíòðèñèòåòîì ýëëèïñà. Çàìåòèì, ÷òî 0 ≤ e < 1. Ïðÿìûå l− : x = −a/e è l+ : x = a/e
íàçûâàþòñÿ, ñîòâåòñòâåííî, îòðèöàòåëüíîé è ïîëîæèòåëüíîé äèðåêòðèñàìè ýëëèïñà.

Ïóñòü òî÷êà M = (x, y) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1′). Íàéäåì ñóììó ðàññòîÿíèé
îò íåå äî ôîêóñîâ:

|MF−|+ |MF+| =
√

(x+ c)2 + y2 +
√

(x− c)2 + y2

=
√
x2(1− b2/a2) + 2xc+ b2 + c2 +

√
x2(1− b2/a2)− 2xc+ b2 + c2.

Çàìåòèì, ÷òî 1− b2/a2 = e2 è b2 + c2 = (c/e)2 = a2. Êðîìå òîãî, |ex| ≤ a. Ïîýòîìó

|MF−|+ |MF+| =
√

(ex)2 + 2(ex)(c/e) + (c/e)2 +
√

(ex)2 − 2(ex)(c/e) + (c/e)2

= |a+ ex| + |a− ex| = (a+ ex) + (a− ex) = 2a.
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Òàêèì îáðàçîì, ñóììà ðàññòîÿíèé îò ëþáîé òî÷êè ýëëèïñà (1′) äî åãî ôîêóñîâ ïîñòî-
ÿííà è ðàâíà 2a.

Îïðåäåëåíèå 2. Ìíîæåñòâî òåõ è òîëüêî òåõ òî÷åê ïëîñêîñòè, äëÿ êîòîðûõ ñóììà
ðàññòîÿíèé äî çàäàííûõ òî÷åê ïîñòîÿííà, íàçûâàåòñÿ ýëëèïñîì.

Ìû óæå âûÿñíèëè, ÷òî âñå òî÷êè ýëëèïñà êàê ìíîæåñòâà èç îïðåäåëåíèÿ 1 ïðèíàä-
ëåæàò ìíîæåñòâó èç îïðåäåëåíèÿ 2. Ðàññìîòðèì òåïåðü ýëëèïñ êàê ìíîæåñòâî, äàííîå
îïðåäåëåíèåì 2. Âûáåðåì äåêàðòîâó ñèñòåìó, â êîòîðîé çàäàííûå òî÷êè F− è F+ ïîëó-
÷àþò êîîðäèíàòû (−c, 0) è (c, 0). Ïîñòîÿííóþ ñóììó ðàññòîÿíèé áóäåì ñ÷èòàòü ðàâíîé
2a. Òîãäà(√

(x− c)2 + y2
)2

=
(
2a−

√
(x+ c)2 + y2

)2

⇒ a
√

(x+ c)2 + y2 = a2 + xc.

Åùå îäíî âîçâåäåíèå â êâàäðàò äàåò b2x2 + a2y2 = a2b2 ⇒ (1′). Ñëåäîâàòåëüíî,
îïðåäåëåíèÿ 1 è 2 ýêâèâàëåíòíû.

Â ñëó÷àå e = 0 ýëëèïñ åñòü îêðóæíîñòü ðàäèóñà a = b. Ïóñòü e > 0. Âûøå ìû
ïîëó÷èëè ðàâåíñòâà

|MF−| = |a+ ex| = e|x+ (a/e| ⇒ |MF−|
|x+ (a/e)|

= e,

|MF+| = |a− ex| = e|x− (a/e)| ⇒ |MF+|
|x− (a/e)|

= e.

Âîçâîäÿ êàæäîå èç ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ â êâàäðàò, ïîëó÷àåì (1′). Òàêèì îáðàçîì, äîêà-
çàíî ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå. Ìíîæåñòâî òåõ è òîëüêî òåõ òî÷åê ïëîñêîñòè, äëÿ êîòîðûõ îòíî-
øåíèå ðàññòîÿíèé äî çàäàííîé òî÷êè è çàäàííîé ïðÿìîé ïîñòîÿííî è ðàâíî 0 < e < 1,
ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñîì.

ßñíî, ÷òî äëÿ âûáîðà òî÷êè (ôîêóñà) è ñîîòâåòñòâóþùåé ïðÿìîé (äèðåêòðèñû),
îïðåäåëÿþùèõ îäèí è òîò æå ýëëèïñ, èìåþòñÿ â òî÷íîñòè äâå âîçìîæíîñòè.

19.6 Ãèïåðáîëà
Ïî-ïðåæíåìó, ïóñòü â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò óðàâíåíèå f(x, y) = 0 ïîëó÷àåò
âèä (1), íî λ1 è λ2 èìåþò ðàçíûå çíàêè. Åñëè ïðè ýòîì ñâîáîäíûé ÷ëåí îêàçàëñÿ ðàâåí
íóëþ, òî ïîëó÷àåì ïàðó ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ñâîáîäíûé ÷ëåí îòëè÷åí îò íóëÿ. ßñíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü
â âèäå

x2

a2
− y2

b2
= 1, (1′′)

ãäå a, b � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà (âîçìîæíî, äëÿ òîãî ïîòðåáóåòñÿ äîïîëíè-
òåëüíî ïîâåðíóòü ñèñòåìó êîîðäèíàò íà óãîë π/2).

Îïðåäåëåíèå 1. Ìíîæåñòâî òî÷åê (x, y), óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ (1′′), íàçûâà-
åòñÿ ãèïåðáîëîé ñ ïîëóîñÿìè a è b.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òî÷êè (x, y) ãèïåðáîëû (1′′) íàõîäÿòñÿ â îáúåäèíåíèè äâóõ íåïå-
ðåñåêàþùèõñÿ îáëàñòåé ïëîñêîñòè (êàê ãîâîðÿò, ðàñïàäàþòñÿ íà äâå âåòâè)

D+ = {(x, y) : x ≥ a, |y| ≤ (b/a)|x|}, D− = {(x, y) : x ≤ −a, |y| ≤ (b/a)|x|}.
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Ïðÿìûå h+ : y = (b/a)x è h− : y = −(b/a)x íàçûâàþòñÿ àñèìïòîòàìè ãèïåðáîëû.
Ïóñòü x > 0 è y = y(x) � åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå äëÿ y òàêîå, ÷òî y > 0 è òî÷êà (x, y)

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1′′). Î÷åâèäíî, ðàññòîÿíèå îò òî÷êè (x, y((x)) äî àñèìïòîòû
h+ íå ïðåâûøàåò

|(b/a)x− y(x)| = b2

|(b/a)x+ y(x)|
→ 0 ïðè x → +∞.

Ïðè x > 0 è y < 0 ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè (x, y(x)) ãèïåðáîëû ïðèáëèæàþòñÿ ê àñèìï-
òîòå l−. Àíàëîãè÷íûå íàáëþäåíèÿ ñïðàâåäëèâû òàêæå äëÿ òî÷åê ãèïåðáîëû ïðè x < 0.

Òî÷êè F− = (−c, 0) è F+ = (c, 0), ãäå c =
√
a2 + b2 > 0, íàçûâàþòñÿ, ñîîòâåòñò-

âåííî, îòðèöàòåëüíûì è ïîëîæèòåëüíûì ôîêóñàìè ãèïåðáîëû. ×èñëî e = c/a íàçûâà-
åòñÿ ýêñöåíòðèñèòåòîì ãèïåðáîëû. Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ãèïåðáîëû e > 1. Ïðÿìûå
l−1 : x = −a/e è l+ : x = a/e íàçûâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, îòðèöàòåëüíîé è ïîëîæè-
òåëüíîé äèðåêòðèñàìè ãèïåðáîëû.

Íàéäåì ðàññòîÿíèÿ îò ïðîèçâîëüíîé òî÷êè M = (x, y), óäîâëåòâîðÿþùåé (1′′), äî
ôîêóñîâ (âûêëàäêè ïðîâîäÿòñÿ â ïîëíîé àíàëîãèè ñî ñëó÷àåì ýëëèïñà):

|MF−| =
√

(x+ c)2 + y2 = |a+ ex|, (A)

|MF+| =
√

(x− c)2 + y2 = |a− ex|. (B)

Ïîñêîëüêó |x| ≥ a è e > 1, ïîëó÷àåì

|a+ ex| − |a− ex| =
{

(ex+ a)− (ex− a) = 2a, x > 0,
−(ex+ a) + (ex− a) = −2a, x < 0.

Òàêèì îáðàçîì, àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ðàçíîñòè ðàññòîÿíèé îò ëþáîé òî÷êè ãèïåðáî-
ëû (1′′) äî åå ôîêóñîâ ïîñòîÿííà è ðàâíà 2a.

Îïðåäåëåíèå 2. Ìíîæåñòâî òåõ è òîëüêî òåõ òî÷åê ïëîñêîñòè, äëÿ êîòîðûõ àáñî-
ëþòíàÿ âåëè÷èíà ðàçíîñòè ðàññòîÿíèé äî äâóõ çàäàííûõ òî÷åê ïîñòîÿííà, íàçûâàåòñÿ
ãèïåðáîëîé.

Ïóñòü òî÷êà (x, y) ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó èç îïðåäåëåíèÿ 2. Ââåäåì äåêàðòîâû
êîîðäèíàòû òàêèì îáðàçîì, ÷òî çàäàííûå òî÷êè ïîëó÷àþò êîîðäèíàòû (−c, 0) è (c, 0).
Ïîñòîÿííóþ àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó ðàçíîñòè ðàññòîÿíèé îáîçíà÷èì ÷åðåç 2a. Òîãäà∣∣∣√(x+ c)2 + y2 −

√
(x− c)2 + y2

∣∣∣ = 2a ⇒

(x+ c)2 + y2 =
(
2a−

√
(x− c)2 + y2

)2

⇒ (1′′).

Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíèÿ 1 è 2 ýêâèâàëåíòíû.

Ôîðìóëû (A) è (B) äåëàþò î÷åâèäíûì òàêæå ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå. Ìíîæåñòâî òåõ è òîëüêî òåõ òî÷åê ïëîñêîñòè, äëÿ êîòîðûõ îò-
íîøåíèå ðàññòîÿíèé äî çàäàííîé òî÷êè è çàäàííîé ïðÿìîé ïîñòîÿííî è ðàâíî e > 1,
ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëîé.

Èç íàøèõ ïîñòðîåíèé ñëåäóåò, ÷òî èìåþòñÿ ðîâíî äâå âîçìîæíîñòè äëÿ âûáîðà òî÷-
êè (ôîêóñà) è ñîîòâåòñòâóþùåé ïðÿìîé (äèðåêòðèñû), îïðåäåëÿþùèõ îäíó è òó æå
ãèïåðáîëó.
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19.7 Ïàðàáîëà
Ïóñòü óðàâíåíèå f(x, y) èìååò âèä (2). Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî λ2 > 0 è b < 0 (ýòîãî
âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ óìíîæåíèåì óðàâíåíèÿ íà (−1) è äîïîëíèòåëüíûì ïîâîðîòîì
ñèñòåìû êîîðäèíàò íà óãîë π). Óáåðåì øòðèõè, ðàññìàòðèâàÿ íîâóþ ñèñòåìó â êà÷åñòâå
èñõîäíîé. Ïîëîæèâ p = −b/λ2, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

y2 = 2px, p > 0. (2′)

Îïðåäåëåíèå 1. Ìíîæåñòâî òî÷åê (x, y), óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ (2′), íàçûâà-
åòñÿ ïàðàáîëîé ñ ôîêàëüíûì ïàðàìåòðîì p.

Òî÷êà F = (p/2, 0) íàçûâàåòñÿ ôîêóñîì ïàðàáîëû (2′). Ïðÿìàÿ l : x = −p/2 íàçûâà-
åòñÿ äèðåêòðèñîé ïàðàáîëû (2′).

Ïóñòü M = (x, y) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïàðàáîëû. Ðàññòîÿíèå îò íåå äî ôîêóñà
èìååò âèä

|MF | =
√

(x− p/2)2 + y2 =
√
x2 − px+ (p/2)2 + 2px

=
√
x2 + 2x(p/2) + (p/2)2 = |x+ p/2|.

Èòàê, ðàññòîÿíèå îò ëþáîé òî÷êè ïàðàáîëû äî ôîêóñà |F | ðàâíî ðàññòîÿíèþ îò íåå äî
äèðåêòðèñû l.

Îïðåäåëåíèå 2. Ìíîæåñòâî òåõ è òîëüêî òåõ òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ ðàññòîÿíèå äî çà-
äàííîé òî÷êè F ðàâíî ðàññòîÿíèþ äî çàäàííîé ïðÿìîé l, íàçûâàåòñÿ ïàðàáîëîé.

Ïóòü ðàññòîÿíèå îò çàäàííîé òî÷êè äî çàäàííîé ïðÿìîé ðàâíî p. Âûáåðåì ñèñòåìó
êîîðäèíàò òàêèì îáðàçîì, ÷òî F = (p/2, 0) è l : x = −p/2. Åñëè |MF | = |x + p/2|,
òî, âîçâîäÿ ýòî ðàâåíñòâî â êâàäðàò, ïîëó÷àåì (2′). Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíèÿ 1 è 2
äåéñòâèòåëüíî ýêâèâàëåíòíû.

ÄÎÏÎËÍÈÒÅËÜÍÀß ×ÀÑÒÜ

19.8 Êëàññèôèêàöèÿ ëèíèé âòîðîãî ïîðÿäêà
Ìû óæå äîêàçàëè, ÷òî ëþáàÿ ëèíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà â íåêîòîðîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò óäîâ-
ëåòâîðÿåò îäíîìó èç óðàâíåíèé (1), (2) èëè (3). Äëÿ îïèñàíèÿ âñåõ âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ èíîãäà ïðåä-
ëàãàåòñÿ ñëåäóþùàÿ êëàññèôèêàöèÿ:

(1)
x2

a2
+
y2

b2
= 1 (ýëëèïñ);

x2

a2
+
y2

b2
= −1 (ìíèìûé ýëëèïñ);

x2

a2
+
y2

b2
= 0 (ïàðà ìíèìûõ ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ);

x2

a2
− y2

b2
= 1 (ãèïåðáîëà);

x2

a2
− y2

b2
= 0 (ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ);

(2)

y2 = 2px (ïàðàáîëà);

(3)

y2 = a2 (ïàðà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ); y2 = 0 (ïàðà ñîâïàäàþùèõ ïðÿìûõ);

y2 = −a2 (ïàðà ìíèìûõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ).
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19.9 Èíâàðèàíòû ëèíèè âòîðîãî ïîðÿäêà
Ðàññìîòðèì îáùåå óðàâíåíèå f(x, y) = a11x

2 + 2a12xy + a33y
2 + 2a13x + 2a23y + a33 = 0 â çàäàííîé

äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò è îïðåäåëèòåëè

I2 = det
[
a11 a12

a12 a22

]
, I3 = det

 a11 a12 a13

a12 a22 a23

a13 a23 a33

 .
Òåîðåìà îá èíâàðèàíòàõ. Çíà÷åíèÿ îïðåäåëèòåëåé I2 è I3 íå èçìåíÿþòñÿ ïðè ïåðåõîäå îò çàäàííîé
äåêàðòîâîé ê ëþáîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïåðåõîä ê íîâîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò çàäàåòñÿ ôîðìóëàìè{
x = p11x

′ + p12y
′ + c1,

y = p21x
′ + p22y

′ + c2.
⇒

[
x
y

]
= P

[
x′

y′

]
+ c, P =

[
p11 p12

p21 p22

]
, c =

[
c1
c2

]
.

Âàæíîå íàáëþäåíèå: P>P = I (â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè áàçèñíûõ âåêòîðîâ äåêàðòîâûõ ñèñòåì).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç A2 è A3 ìàòðèöû â îïðåäåëèòåëÿõ I2 è I3. Ïóñòü Ã2 è Ã3 � àíàëîãè÷íûå ìàòðèöû

â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Òîãäà Ã2 = P>A2P, Ã3 = Q>A3Q, ãäå

Q =
[
P c
0 1

]
, Q> =

[
P> 0
c> 1

]
⇒ detQ = detP, detQ> = detP>.

Îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ îïðåäåëèòåëåé ⇒

det Ã2 = detP> detA2 detP = det (P>P ) detA2 = detA2,

det Ã3 = detP> detA3 detP = det (P>P ) detA3 = detA3. 2

Îïðåäåëåíèå. Îïðåäåëèòåëè I2 è I3 íàçûâàþòñÿ èíâàðèàíòàìè ëèíèè âòîðîãî ïîðÿäêà.

19.10 Îïðåäåëåíèå òèïà ëèíèè
Åñëè â êàêîé-ëèáî äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå âèäà (1), òî, î÷åâèäíî,
I2 = λ1λ2 6= 0. Äëÿ òîãî ÷òîáû ëèíèÿ áûëà ýëëèïñîì, íåîáõîäèìî, ÷òîáû I2 > 0. Äëÿ ãèïåðáîëû
íåîáõîäèìî, ÷òîáû I2 < 0. Åñëè æå I2 = 0, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ëèíèÿ îòíîñèòñÿ ê ñëó÷àþ (2) èëè (3).

Åñëè ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå âèäà (2), òî

I3 = det

0 0 b
0 λ2 0
b 0 0

 = −λ2b
2 6= 0.

Äëÿ óðàâíåíèÿ âèäà (3) íàõîäèì

I3 = det

0 0 0
0 λ2 0
0 0 c

 = 0.

Èíâàðèàíòû ïîëåçíû äëÿ îïðåäåëåíèÿ òèïà ëèíèè è â òîì ñëó÷àå, êîãäà îáùåå óðàâíåíèå çàäàíî
â ïðîèçâîëüíîé àôôèííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Òåîðåìà î çíàêàõ èíâàðèàíòîâ. Çíàêè îïðåäåëèòåëåé I2 è I3 íå èçìåíÿþòñÿ ïðè ïåðåõîäå ê ëþáîé
àôôèííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëó÷àå àôôèííûõ ñèñòåì íåëüçÿ óòâåðæäàòü, ÷òî P>P = I. Îäíàêî, det Ã2 =
detA2 (detP )2, det Ã3 = detA3 (detQ)2. 2
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ÎÑÍÎÂÍÀß ×ÀÑÒÜ

20.1 Êâàäðàòè÷íûå ìíîãî÷ëåíû îò òðåõ ïåðåìåííûõ
Ðàññìîòðèì âåùåñòâåííûé êâàäðàòè÷íûé ìíîãî÷ëåí

f(x, y, z) = a11x
2 + 2a12xy + 2a13xz + 2a22y

2 + a23yz + a33z
2 + 2a14x+ 2a24y + 2a34z + a44

îò äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò x, y, z â ãåîìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå è èññëåäóåì ìíîæåñò-
âî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ f(x, y, z) = 0 � åãî ïðèíÿòî íàçûâàòü ïîâåðõíîñòüþ âòîðîãî
ïîðÿäêà.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

f(x, y, z) =
[
x y z 1

] 
a11 a12 a13 a14

a12 a22 a23 a24

a13 a23 a33 a34

a14 a24 a34 a44



x
y
z
1

 ,
à êâàäðàòè÷íàÿ ÷àñòü ìíîãî÷ëåíà f(x, y, z) èìååò âèä

f2(x, y, z) =
[
x y z

]  a11 a12 a13

a12 a22 a23

a13 a23 a33

 x
y
z

 .
Êàê è â ñëó÷àå äâóõ ïåðåìåííûõ, ïîïðîáóåì ïåðåéòè ê áîëåå óäîáíîé äåêàðòîâîé ñèñ-
òåìå êîîðäèíàò.

20.2 Äåêàðòîâû ñèñòåìû è îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû
Ïóñòü e1, e2, e3 è ẽ1, ẽ2, ẽ3 � áàçèñíûå âåêòîðû äâóõ äåêàðòîâûõ ñèñòåì êîîðäè-
íàò ñ îáùèì íà÷àëîì. Âûðàçèì âåêòîðû âòîðîé ñèñòåìû â âèäå ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé
âåêòîðîâ ïåðâîé ñèñòåìû

ẽ1 = p11e1 + p21e2 + p31e3,

ẽ2 = p12e1 + p22e2 + p32e3,

ẽ3 = p13e1 + p23e2 + p33e3

è çàìåòèì, ÷òî p11 p21 p31

p12 p22 p32

p13 p23 p33

 p11 p12 p13

p21 p22 p23

p31 p32 p33

 =

 (ẽ1, ẽ1) (ẽ1, ẽ2) (ẽ1, ẽ3)
(ẽ2, ẽ1) (ẽ2, ẽ2) (ẽ2, ẽ3)
(ẽ3, ẽ1) (ẽ3, ẽ2) (ẽ3, ẽ3)

 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .
153
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Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà ïåðåõîäà P äëÿ áàçèñîâ äâóõ äåêàðòîâûõ ñèñòåì êîîðäèíàò
óäîâëåòâîðÿåò ìàòðè÷íîìó ðàâåíñòâó

P>P = I. (∗)

ßñíî è òî, ÷òî åñëè ìàòðèöà ïåðåõîäà îáëàäàåò ñâîéñòâîì (∗), òî äåêàðòîâà ñèñòåìà
ïåðåõîäèò â äåêàðòîâó.

Îïðåäåëåíèå. Êâàäðàòíàÿ âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà P , óäîâëåòâîðÿþùàÿ ðàâåíñòâó (∗),
íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé.

Îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû ïîðÿäêà 2 îñóùåñòâëÿþò ïåðåõîä ìåæäó áàçèñàìè äåêàð-
òîâûõ ñèñòåì íà ïëîñêîñòè. Òàêîâû, â ÷àñòíîñòè, ìàòðèöû ïåðåõîäà, ðåàëèçóþùèå ïî-
âîðîò (ñì. ëåêöèþ 18).

Äàííîå íàìè îïðåäåëåíèå ïðèìåíèìî è äëÿ ìàòðèö, ïîðÿäîê êîòîðûõ áîëüøå 3.
Ñîãëàñíî (∗), äëÿ îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà îáðàùåíèå ñâîäèòñÿ
ê òðàíñïîíèðîâàíèþ:

P−1 = P>.

Êðîìå òîãî, ïðîèçâåäåíèå äâóõ îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö îñòàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ìàòðè-
öåé: åñëè P>P = Q>Q = I, òî (PQ)>(PQ) = Q>(P>P )Q = Q> I Q = Q>Q = I.
Î÷åâèäíî, åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà I ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöåé.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî âñåõ îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö ôèêñèðîâàííîãî ïîðÿäêà
îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ìàòðèö îáðàçóåò ãðóïïó.

Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü y = Px, ãäå P � ïðîèçâîëüíàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ïîðÿä-
êà n è x ∈ Rn×1. Òîãäà ñóììà êâàäðàòîâ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû-ñòîëáöà y ðàâíà ñóììå
êâàäðàòîâ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû-ñòîëáöà x.

Äîêàçàòåëüñòâî.

y2
1 + . . .+ y2

n = y>y = (Px)>(Px) = x>(P>P )x = x>x = x2
1 + . . .+ x2

n. 2

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü B = PAQ, ãäå P,Q � ïðîèçâîëüíûå îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû
ïîðÿäêà n è A � ïðîèçâîëüíàÿ âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n. Òîãäà ñóììà êâàä-
ðàòîâ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû B ðàâíà ñóììå êâàäðàòîâ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A.

20.3 Ìåòîä âðàùåíèé
Ïîïðîáóì óïðîñòèòü êâàäðàòè÷íóþ ÷àñòü f2(x, y), èñïîëüçóÿ òó æå èäåþ ïîâîðîòà ñèñ-
òåìû êîîðäèíàò, êàê è â ñëó÷àå ïëîñêîñòè. Òåïåðü, îäíàêî, ó íàñ åñòü òðè êîîðäèíàòíûõ
ïëîñêîñòè, ïîðîæäàåìûå òðåìÿ ïàðàìè êîîðäèíàòíûõ îñåé. Öåëü âðàùåíèÿ � ïîëó÷èòü
íóëü âìåñòî êàêîé-íèáóäü îäíîé ïàðû ýëåìåíòîâ aij = aji ïðè i 6= j. Ðàññìîòðèì òðè
âîçìîæíîñòè: cosφ sinφ 0

− sinφ cosφ 0
0 0 1

 a11 a12 a13

a12 a22 a23

a13 a23 a33

 cosφ − sinφ 0
sinφ cosφ 0

0 0 1

 =

 ã11 0 ã13

0 ã22 ã23

ã13 ã23 ã33

 , (1)

 cosφ 0 sinφ
0 1 0

− sinφ 0 cosφ

 a11 a12 a13

a12 a22 a23

a13 a23 a33

 cosφ 0 − sinφ
0 1 0

sinφ 0 cosφ

 =

 ã11 ã12 0
ã12 ã22 ã23

0 ã23 ã33

 , (2)
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 1 0 0
0 cosφ sinφ
0 − sinφ cosφ

 a11 a12 a13

a12 a22 a23

a13 a23 a33

 1 0 0
0 cosφ − sinφ
0 sinφ cosφ

 =

 ã11 ã12 ã13

ã12 ã22 0
ã13 0 ã33

 . (3)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç d0, h0 è d1, h1 ñóììû êâàäðàòîâ äèàãîíàëüíûõ è âíåäèàãîíàëüíûõ
ýëåìåíòîâ èñõîäíîé è íîâîé ìàòðèö â êàæäîì èç òðåõ ñëó÷àåâ:

d0 = a2
11 + a2

22 + a2
33, h0 = 2a2

12 + 2a2
13 + 2a2

23,

d1 = ã2
11 + ã2

22 + ã2
33, h1 = 2ã2

12 + 2ã2
13 + 2ã2

23.

Ñîãëàñíî îòìå÷åííûì âûøå ñâîéñòâàì îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö,

d1 + h1 = d0 + h0 ⇒ h1 = h0 − (d1 − d0).

Ïî òîé æå ïðè÷èíå â ñëó÷àå (1) èìååì a2
11 +a2

22 +2a2
12 = ã2

11 + ã2
22 è, ïîñêîëüêó a33 = ã33,

d1 − d0 = 2a2
12. Â ñëó÷àå (2) d1 − d0 = 2a2

13, à â ñëó÷àå (3) d1 − d0 = 2a2
23.

Ïóñòü èíäåêñû i, j îïðåäåëÿþò êîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü, â êîòîðîé ïðîâîäèòñÿ âðà-
ùåíèå (è óêàçûâàþò íà òî, êàêîå èç ñîîòíîøåíèé (1), (2) èëè (3) èìååò ìåñòî). Âûáåðåì
èõ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû èñêëþ÷àåìûé ýëåìåíò aij áûë ìàêñèìàëüíûì ïî ìîäóëþ. Òîã-
äà, î÷åâèäíî,

d1 − d0 = 2a2
ij ≥ 2(h0/6) = h0/3 ⇒ h1 ≤ 2

3
h0.

Ïóñòü A0 = [aij] è A1 = [ãij]. Ðàññìàòðèâàÿ A1 â êà÷åñòâå íîâîé èñõîäíîé ìàòðèöû,
âûáåðåì â íåé ìàêñèìàëüíûé ïî ìîäóëþ âíåäèàãîíàëüíûé ýëåìåíò è, çàíóëèâ åãî ñ
ïîìîùüþ âðàùåíèÿ, ïîëó÷èì ìàòðèöó A2. Ïðîäîëæàÿ äåéñòâîâàòü òàêèì æå îáðàçîì
è äàëåå, ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòðèö Ak = [a

(k)
ij ], k = 0, 1, . . . .

Ïóñòü hk îáîçíà÷àåò ñóììó êâàäðàòîâ âíåäèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû Ak. Òîã-
äà

hk ≤
(

2

3

)k

h0 → 0 ïðè k →∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ i 6= j ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âíåäèàãîíàëüíûõ
ýëåìåíòîâ a(k)

ij ñõîäèòñÿ ê íóëþ ïðè k →∞.

20.4 Âëîæåííûå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè
Ëåììà îá îãðàíè÷åííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ. Ïóñòü èìååòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî
îãðàíè÷åííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {s(k)

1 }, . . . , {s(k)
m }, k = 1, 2, . . . . Òîãäà ìîæíî

âûáðàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íîìåðîâ k1 < k2 < . . . òàêèì îáðàçîì, ÷òî êàæäàÿ
èç ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {s(kl)

1 }, . . . , {s(kl)
m }, l = 1, 2, . . . , áóäåò ñõîäÿùåéñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {sk} âûáèðàåì ñõîäÿùóþñÿ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü skl

è âìåñòî èñõîäíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðàññìàòðèâàåì ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {s(kl)

1 }, . . . , {s(kl)
m }, l = 1, 2, . . . . Îíè îñòàþòñÿ, êîíå÷íî, îãðà-

íè÷åííûìè è ïðè ýòîì ïåðâàÿ èç íèõ áóäåò ñõîäÿùåéñÿ. Òåïåðü óæå èç îãðàíè÷åííîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {skl

2 } âûáåðåì ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè � ïî îòíîøåíèþ ê èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè) è

ïåðåõîäèì ê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì {s(kli
)

1 }, . . . , {s(kli
)

m }, i = 1, 2, . . . . Ïîëó÷åííûå
âëîæåííûå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóäóò, ïî-ïðåæíåìó, îãðàíè÷åííûìè, íî ñõîäÿùè-
ìèñÿ ÿâëÿþòñÿ óæå ïåðâûå äâå. È òàê äàëåå. 2
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20.5 Äèàãîíàëèçàöèÿ â ïðåäåëå
Âåðíåìñÿ ê ìåòîäó âðàùåíèé. Áóäóò ëè ñõîäèòüñÿ ê êîíå÷íûì ïðåäåëàì ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ a(k)

ii � äëÿ íàøåé áëèæàéøåé öåëè íå î÷åíü âàæíî.
Êàæäàÿ èç íèõ ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé è ïîýòîìó îáëàäàåò ñõîäÿùåéñÿ ïîäïîñëåäî-
âàòåëüíîñòüþ. Áîëåå òîãî, ïî ëåììå îá îãðàíè÷åííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ, èìååòñÿ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòðèö Ak, â êîòîðîé êàæäàÿ èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äèàãî-
íàëüíûõ ýëåìåíòîâ ñõîäèòñÿ ê êàêîìó-òî ïðåäåëó.

×òîáû íå çàãðîìîæäàòü îáîçíà÷åíèÿ, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Ak è åñòü òà ñàìàÿ ïîäïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòü, äëÿ êîòîðîé âñå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a(k)

ij ÿâëÿþòñÿ ñõîäÿùèìèñÿ (êàê
ìû çíàåì, ïðè i 6= j ê íóëþ). Ïóñòü

lim
k→∞

a
(k)
ii = λi, i = 1, 2, 3.

Ïîíÿòíî, ÷òî
Ak = P>k A0Pk, k = 1, 2, . . . , (#)

ãäå ìàòðèöû Pk = [p
(k)
ij ] ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâåäåíèÿìè èñïîëüçîâàííûõ ìàòðèö âðàùåíèÿ

(èç ñîîòíîøåíèé (1), (2) èëè (3)). Ïîýòîìó ïðè ëþáîì k ìàòðèöà Pk ÿâëÿåòñÿ îðòîãî-
íàëüíîé (êàê ïðîèçâåäåíèå îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö). Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììà êâàäðàòîâ
âñåõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû Pk ïðè ëþáîì k îäèíàêîâà (è ðàâíà 3). Çíà÷èò, êàæäàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü p(k)

ij ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé ïðè k → ∞ è ïîýòîìó îáëàäàåò ñõîäÿùåéñÿ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ.

Ïî ëåììå îá îãðàíè÷åííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ, ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ìàòðèö Pk, â êîòîðîé êàæäàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü p

(k)
ij áóäåò ñõîäÿùåéñÿ. Äëÿ óïðîùåíèÿ

îáîçíà÷åíèé áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Pk è åñòü èìåííî òàêàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ïóñòü

lim
k→∞

p
(k)
ij = pij, i, j = 1, 2, 3.

Ïðè êàæäîì k âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (#). Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â ñîîòâåòñòâóþùèõ
ïîýëåìåíòíûõ ðàâåíñòâàõ, ïîëó÷àåì

Λ ≡

λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3

 = P>A0P.

Êðîìå òîãî, äëÿ êàæäîãî k èìååì P>k Pk = I ⇒ P>P = I. Â èòîãå äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ
âàæíàÿ

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîé âåùåñòâåííîé ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû A ïîðÿäêà 3 ñóùåñòâó-
þò îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà P è äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà Λ òàêèå, ÷òî

Λ = P>AP.

Ñëåäñòâèå. Ñóùåñòâóåò äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò, â êîòîðîé óðàâíåíèå ïîâåðõ-
íîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà èìååò âèä

f(x̃, ỹ, z̃) = λ1x̃
2 + λ2ỹ

2 + λ3z̃
2 + 2b1x̃+ 2b2ỹ + 2b3z̃ + a = 0.
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20.6 Äèàãîíàëèçàöèÿ âåùåñòâåííûõ ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö
Â äåéñòâèòåëüíîñòè òîò æå ìåòîä âðàùåíèé ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü áîëåå îáùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà î äèàãîíàëèçàöèè âåùåñòâåííûõ ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö. Âåùåñòâåí-
íàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà A ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà n ïðèâîäèòñÿ ê äèàãîíàëüíîé
ìàòðèöå Λ ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû P :

Λ = P>AP.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà÷èíàÿ ñ A0 = A, ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòðèö Ak = [a
(k)
ij ],

k = 0, 1, . . . , â êîòîðîé Ak ïîëó÷àåòñÿ èç Ak−1 ïóòåì óìíîæåíèÿ ñëåâà è ñïðàâà íà
ìàòðèöû âðàùåíèÿ:

Ak = R>k Ak−1Rk, (∗)

ãäå Rk îòëè÷àåòñÿ îò åäèíè÷íîé ìàòðèöû I ëèøü ÷åòûðüìÿ ýëåìåíòàìè 2 × 2-
ïîäìàòðèöû, ðàïîëîæåííîé íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîê è ñòîëáöîâ ñ íîìåðàìè i < j è
ðàâíîé [

cosφ − sinφ
sinφ cosφ

]
.

Ìàòðèöà Rk îñóùåñòâëÿåò ïîâîðîò íà óãîë φ â êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè, îïðåäåëÿåìîé
íîìåðàìè i 6= j. Ëþáàÿ ìàòðèöà âðàùåíèÿ òàêîãî âèäà ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, îðòîãîíàëü-
íîé.

ßñíî, ÷òî ñèììåòðè÷íîñòü ìàòðèöû A0 = A íàñëåäóåòñÿ âñåìè ìàòðèöàìè Ak. Èç
ïðåäûäóùèõ èññëåäîâàíèé ìû óæå çíàåì, ÷òî φ ìîæíî âûáðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òî
a

(k)
ij = a

(k)
ji = 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç dk è hk ñóììû êâàäðàòîâ äèàãîíàëüíûõ è âíåäèàãî-

íàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû Ak. Òîãäà(
a

(k)
ii

)2

+
(
a

(k)
jj

)2

=
(
a

(k−1)
ii

)2

+
(
a

(k−1)
jj

)2

+ 2
(
a

(k−1)
ij

)2

⇒ dk − dk−1 = 2
(
a

(k−1)
ij

)2

.

Äëÿ êàæäîãî k áóäåì âûáèðàòü ïëîñêîñòü âðàùåíèÿ (íîìåðà i < j) òàêìè îáðàçîì,
÷òîáû èñêëþ÷àåìûé ýëåìåíò a(k−1)

ij áûë ìàêñèìàëüíûì ïî ìîäóëþ ñðåäè âñåõ âíåäèà-
ãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû Ak−1. Îáùåå ÷èñëî âíåäèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ðàâíî
n2 − n. Ïîýòîìó (

a
(k−1)
ij

)2

≥ hk−1

n2 − n
.

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî dk + hk = dk−1 + hk−1, ïîëó÷àåì

hk ≤ hk−1 −
2

n2 − n
hk−1 ≤

(
1− 2

n2 − n

)k

h0 → 0 ïðè k →∞.

Èç ñîîòíîøåíèé (∗) âûòåêàåò, ÷òî

Ak = P>k APk, k = 1, 2, . . . ,

ãäå äëÿ âñåõ k ìàòðèöû Pk = [p
(k)
ij ] ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè (êàê ïðîèçâåäåíèÿ îðòî-

ãîíàëüíûõ ìàòðèö).
Äëÿ ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ i, j ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a(k)

ij , p
(k)
ij ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åí-

íûìè. Ïî ëåììå îá îãðàíè÷åííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ, ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
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íîìåðîâ k1 < k2 < . . . òàêàÿ, ÷òî êàæäàÿ èç ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé a(kl)
ij , p

(kl)
ij áóäåò

ñõîäÿùåéñÿ. Çàìåòèì, ÷òî a(kl)
ij → 0 ïðè i 6= j. Ïóñòü

lim
l→∞

a
(kl)
ii = λi, i = 1, . . . , n, lim

l→∞
p

(kl)
ij = pij, i, j = 1, . . . , n.

Ââåäåì ìàòðèöû

Λ =

 λ1

. . .
λn

 , P = [pij].

Äëÿ âñåõ l = 1, 2, . . . èìååì Akl
= P>kl

APkl
. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â ïîýëåìåíòíûõ

ðàâåíñòâàõ, ïîëó÷àåì
Λ = P>AP.

Èç óñëîâèé îðòîãîíàëüíîñòè P>kl
Pkl

= I âûòåêàåò, ÷òî â ïðåäåëå P>P = I. Çíà÷èò,
ìàòðèöà P ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé. 2

Ìû òîëüêî ÷òî ïîëó÷èëè îäèí èç âàæíåéøèõ ðåçóëüòàòîâ � êàê äëÿ ñàìîé òåîðèè
ìàòðèö, òàê è äëÿ åå ìíîãî÷èñëåííûõ ïðèëîæåíèé. Â íàøåì êóðñå ìû åùå âåðíåìñÿ ê
åãî îáñóæäåíèþ â ñâÿçè ñ ðÿäîì ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîíÿòèé ëèíåéíîé àëãåáðû. Íàøå
äîêàçàòåëüñòâî çàìå÷àòåëüíî ñâîåé êîíñòðóêòèâíîñòüþ: îíî äàåò îäíîâðåìåííî è ìåòîä
ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ ìàòðèö Λ è P . Ýòî îäèí èç ðàííèõ ïðàêòè÷åñêèõ ìåòîäîâ
âû÷èñëèòåëüíîé àëãåáðû, ïðåäëîæåííûé Ê. ßêîáè â 1846 ãîäó. 1

Çàäà÷à. Äàíà ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà A ∈ Rn×n ñ íåíóëåâîé ñóììîé ýëåìåíòîâ ãëàâíîé äèàãîíàëè.

Äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû Q ∈ Rn×n òàêîé, ÷òî â ìàòðèöå Q>AQ âñå ýëåìåíòû

ãëàâíîé äèàãîíàëè îäèíàêîâû.

1Ïîñëåäíèå ðåçóëüòàòû ïî èçó÷åíèþ ìåòîäà âðàùåíèé ïðèíàäëåæàò ñîâñåì íåäàâíåìó ïðîøëîìó:
â 1990-õ ãîäàõ áûëè îáíàðóæåíû åãî îñîáûå âîçìîæíîñòè, ñâÿçàííûå ñ âûñîêîòî÷íûì âû÷èñëåíèåì
ìàëûõ ïî ìîäóëþ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû Λ.
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ÎÑÍÎÂÍÀß ×ÀÑÒÜ

21.1 Ïðèâåäåííûå óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà
Ïðè èçó÷åíèè ëèíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ìû óñòàíîâèëè, ÷òî ëþáàÿ èç íèõ â êàêîé-ëèáî
äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò îïèñûâàåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ (êàê èíîãäà ãîâîðÿò,
ïðèâåäåííûõ) óðàâíåíèé

(1) λ1x
2 + λ2y

2 + c = 0, (2) λ2y
2 + 2bx = 0, (3) λ2y

2 + c = 0,

â êîòîðûõ âñå êîýôôèöèåíòû íåíóëåâûå, çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, c. Â ñëó÷àå
ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà èñõîäíîé òî÷êîé äëÿ âûâîäà ïðèâåäåííûõ óðàâíåíèé ÿâ-
ëÿåòñÿ âîçíèêàþùåå â íåêîòîðîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå óðàâíåíèå âèäà

λ1 x
2 + λ2 y

2 + λ3 z
2 + 2b1x + 2b2y + 2b3z + a = 0.

Åñëè λ1, λ2, λ3 6= 0, òî ñ ïîìîùüþ ïåðåíîñà íà÷àëà êîîðäèíàò (ñäâèãà) ìîæíî ïîëó-
÷èòü óðàâíåíèå âèäà

λ1 x
2 + λ2 y

2 + λ3 z
2 + c = 0.

Ïóñòü λ3 6= 0. Òîãäà â ëèíåéíîé ÷àñòè ñ ïîìîùüþ ñäâèãà ìîæíî óáðàòü ÷ëåíû,
ñîäåðæàùèå x è y. Â ðåçóëüòàòå ïîÿâèòñÿ óðàâíåíèå âèäà λ1x

2 +λ2y
2 +2bz+ c = 0. Åñëè

b 6= 0, òî ñäâèã ïîçâîëÿåò ïåðåéòè áîëåå ïðîñòîìó óðàâíåíèþ λ1x
2 +λ2y

2 +2bz = 0. Åñëè
æå b = 0, òî ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå âèäà λ1x

2 + λ2y
2 + c = 0.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî λ2 = λ3 = 0. Ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ ÷ëåíà ñ x â ëèíåéíîé
÷àñòè (ïóòåì ñäâèãà) ïîëó÷èì óðàâíåíèå λ1x

2 + 2b2y + 2b3z + c = 0. Äàëåå, ñ ïîìîùüþ
ïîâîðîòà â ïëîñêîñòè êîîðäèíàò y è z â ëèíåéíîé ÷àñòè ìîæíî èçáàâèòüñÿ îò ÷ëåíà,
ñîäåðæàùåãî z: [

b2 b3
] [cosφ − sinφ

sinφ cosφ

]
=
[
b 0

]
.

Â ñàìîì äåëå, âûáåðåì φ òàê, ÷òîáû −b2 sinφ + b3 cosφ = 0. Òàêèì îáðàçîì,
èìååòñÿ äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò, â êîòîðîé çàäàííàÿ ïîâåðõíîñòü îïèñûâàåòñÿ
óðàâíåíèåì λ1x

2 + 2by + c = 0. Åñëè b 6= 0, òî ñ ïîìîùüþ ñäâèãà ëåãêî ïåðåéòè ê
óðàâíåíèþ λ1x

2 + 2by = 0. Åñëè b = 0, òî ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå λ1x
2 + c = 0. Â èòîãå

äîêàçàíî ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà â íåêîòîðîé äåêàð-
òîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïîëó÷àåòñÿ ïðèâåäåííîå óðàâíåíèå îäíîãî èç ïÿòè òèïîâ:

(1) λ1x
2+λ2y

2+λ3z
2+c = 0, (2) λ1x

2+λ2y
2+2bz = 0, (3) λ1x

2+λ2y
2+c = 0,

159
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(4) λ1x
2 + 2by = 0, (5) λ1x

2 + c = 0.

Âñå êîýôôèöèåíòû íåíóëåâûå, êðîìå, âîçìîæíî, ñâîáîäíîãî ÷ëåíà c.

21.2 Ýëëèïñîèä
Ïóñòü â ïðèâåäåííîì óðàâíåíèè òèïà (1) êîýôôèöèåíòû λ1, λ2, λ3 èìåþò îäèíàêîâûé
çíàê, ïðîòèâîïîëîæíûé çíàêó ñâîáîäíîãî ÷ëåíà c. Òîãäà óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1, a, b, c > 0.

Ìíîæåñòâî òî÷åê (x, y, z), óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòîìó óðàâíåíèþ, íàçûâàåòñÿ ýëëèïñîèäîì
ñ ïîëóîñÿìè a, b, c.

Çàìåòèì, ÷òî ýëëèïñîèä öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ â ïàðàëëåëåïèïåäå

|x| ≤ a, |y| ≤ b, |z| ≤ c.

ßñíî, ÷òî â ñå÷åíèè ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà ïëîñêîñòüþ ïîëó÷àåòñÿ íåêîòî-
ðàÿ ëèíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà. Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëÿ ýëëèïñîèäà â ëþáîì ñå÷åíèè
ïëîñêîñòüþ âîçíèêàåò ýëëèïñ (âûðîæäàþùèéñÿ â òî÷êó, êîãäà ïëîñêîñòü êàñàåòñÿ ýë-
ëèïñîèäà).

21.3 Îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä
Ïóñòü ïðèâåäåííîå óðàâíåíèå èìååò òèï (1) ñ îòëè÷íûì îò íóëÿ ñâîáîäíûì ÷ëåíîì.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çíàê îäíîãî èç êîýôôèöèåíòîâ ïðè êâàäðàòàõ ðàâåí çíàêó ñâîáîä-
íîãî ÷ëåíà è ïðîòèâîïîëîæåí çíàêó äâóõ äðóãèõ êîýôôèöèåíòîâ. Òîãäà â íåêîòîðîé
äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå âèäà:

x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 1, a, b, c > 0.

Ìíîæåñòâî óäîâëåòâîðÿþùèõ åìó òî÷åê (x, y, z) íàçûâàåòñÿ îäíîïîëîñòíûì ãèïåðáî-
ëîèäîì.

Â ëþáîì ñå÷åíèè îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà ïëîñêîñòüþ x+D = 0 èëè y+D = 0
âîçíèêàåò ãèïåðáîëà.

Ïî îòíîøåíèþ ê îäíîïîëîñòíîìó ãèïåðáîëîèäó ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà
ðàçáèâàåòñÿ íà òðè ÷àñòè:

x2

a2 + y2

b2
− z2

c2
= 1 (òî÷êè ïîâåðõíîñòè),

x2

a2 + y2

b2
− z2

c2
< 1 (âíóòðåííèå òî÷êè),

x2

a2 + y2

b2
− z2

c2
> 1 (âíåøíèå òî÷êè).

Ìíîæåñòâî âíóòðåííèõ òî÷åê ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì: âìåñòå ñ ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè îíî
öåëèêîì ñîäåðæèò âñå òî÷êè íåêîòîðîé ñîåäèíÿþùåé èõ ëîìàíîé (ñîñòîÿùåé èç êîíå÷-
íîãî ÷èñëà îòðåçêîâ) ëèíèè. Îòñþäà è íàçâàíèå � �îäíîïîëîñòíûé�.
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21.4 Ëèíåé÷àòàÿ ïîâåðõíîñòü
Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì ëèíåé÷àòîé
ïîâåðõíîñòè. Òàê íàçûâàþòñÿ ïîâåðõíîñòè, ñîñòîÿùèå èç âñåõ òî÷åê íåêîòîðîãî áåñêî-
íå÷íîãî ìíîæåñòâà ïðÿìûõ.

Óòâåðæäåíèå. ×åðåç êàæäóþ òî÷êó îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà S ïðîõîäÿò â òî÷-
íîñòè äâå ðàçëè÷íûå ïðÿìûå, âñå òî÷êè êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò S.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èçìåíèâ ìàñøòàá, ïåðåéäåì ê àôôèííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, â êî-
òîðîé óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè S áóäåò èìåòü âèä x2 + y2 − z2 = 1. Ïóñòü ïðÿìàÿ l
îïèñûâàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè

x = x0 + p1t, y = y0 + p2t, z = z0 + p3t,

à íàïðàâëÿþùèé âåêòîð (p1, p2, p3) âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû âñå åå òî÷êè ïðèíàäëåæàëè
ïîâåðõíîñòè S:

(x0+p1t)
2+(y0+p2t)

2−(z0+p3t)
2 = 1 ∀ t ∈ R ⇔


p2

1 + p2
2 − p2

3 = 0,
p1x0 + p2y0 − p3z0 = 0,
x2

0 + y2
0 − z2

0 = 1.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî p3 6= 0. Ïîýòîìó íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ìîæíî íîðìèðîâàòü, âçÿâ
p3 = 1. Òîãäà p2

1 + p2
2 = 1, p1x0 + p2y0 = z0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî y0 6= 0 ⇒

p2 = (z0 − p1x0)/y0 ⇒ p2
1 + (z0 − p1x0)

2/y2
0 = 1. Òàêèì îáðàçîì,

(x2
0 + y2

0)p
2
1 − 2(x0z0)p1 + (z2

0 − y2
0) = 0.

Âû÷èñëÿåì äèñêðèìèíàíò: D = x2
0z

2
0−(x2

0+y
2
0)(z

2
0−y2

0) = y2
0(x

2
0+y

2
0−z2

0) = y2
0. Ïîñêîëüêó

y0 6= 0, äëÿ p1 ïîëó÷àåì â òî÷íîñòè äâà ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿ. Ïîñêîëüêó p3 = 1, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå íàïðàâëÿþùèå âåêòîðû, î÷åâèäíî, íåêîëëèíåàðíû. Îíè äàþò äâå ðàçëè÷íûå
ïðÿìûå, öåëèêîì ïðèíàäëåæàùèå S è ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó (x0, y0, z0). Ñëó÷àé x0 6= 0
ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî. 2

Çàìå÷àíèå. Äëÿ ïîèñêà òåõ æå ñàìûõ ïðÿìûõ íà ïîâåðõíîñòè S ìîæíî çàïèñàòü åå
óðàâíåíèå â âèäå (x

a
− z

c

)(x
a

+
z

c

)
=
(
1− y

b

)(
1 +

y

b

)
è ðàññìîòðåòü äâà ñåìåéñòâà ïàð ïëîñêîñòåé

α
(x
a
− z

c

)
= β

(
1− y

b

)
, β

(x
a

+
z

c

)
= α

(
1 +

y

b

)
,

γ
(x
a
− z

c

)
= δ

(
1 +

y

b

)
, δ

(x
a

+
z

c

)
= γ

(
1− y

b

)
,

îïðåäåëÿåìûõ ïàðàìè íå ðàâíûõ îäíîâðåìåííî íóëþ ïàðàìåòðîâ α, β è γ, δ. Ìîæíî
äîêàçàòü, ÷òî äëÿ êàæäîé ïàðû ïëîñêîñòåé â ïåðåñå÷åíèè ïîëó÷àåòñÿ ïðÿìàÿ, öåëèêîì
ïðèíàäëåæàùàÿ S.

21.5 Äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä
Ïóñòü â ïðèâåäåííîì óðàâíåíèè òèïà (1) çíàê îäíîãî èç êîýôôèöèåíòîâ ïðè êâàäðàòàõ
ïðîòèâîïîëîæåí çíàêó ñâîáîäíîãî ÷ëåíà è çíàêó äâóõ äðóãèõ êîýôôèöèåíòîâ. Òîãäà
îíî ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= −1, a, b, c > 0.
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Ìíîæåñòâî òî÷åê (x, y, z), óäîâëåòâîðÿþùèõ äàííîìó óðàâíåíèþ, íàçûâàåòñÿ äâóïî-
ëîñòíûì ãèïåðáîëîèäîì.

Ëåãêî âèäåòü,÷òî äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä íå èìååò òî÷åê â ïîëîñå |z| < c. Ìíî-
æåñòâî åãî âíóòðåííèõ òî÷åê, îïðåäåëÿåìîå íåðàâåíñòâîì x2

a2 + y2

b2
− z2

c2
< −1, ðàçáè-

âàåòñÿ íà äâà ñâÿçíûõ ìíîæåñòâà. Îòñþäà è íàçâàíèå � �äâóïîëîñòíûé�.

21.6 Ýëëèïòè÷åñêèé êîíóñ
Åñëè â ïðèâåäåííîì óðàâíåíèè òèïà (1) çíàê îäíîãî èç êîýôôèöèåíòîâ ïðè êâàäðàòàõ
ïðîòèâîïîëîæåí çíàêó äâóõ äðóãèõ êîýôôèöèåíòîâ, à ñâîáîäíûé ÷ëåí ðàâåí íóëþ, òî
óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 0.

Ìíîæåñòâî óäîâëåòâîðÿþùèõ åìó òî÷åê (x, y, z) íàçûâàåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèì êîíóñîì.

21.7 Ýëëèïòè÷åñêèé ïàðàáîëîèä
Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðèâåäåííîå óðàâíåíèå òèïà (2). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî λ1 è λ2 èìåþò
îäèíàêîâûå çíàêè. Òîãäà â íåêîòîðîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå äàííàÿ ïîâåðõíîñòü îïèñû-
âàåòñÿ óðàâíåíèåì

x2

a2
+
y2

b2
= z, a, b > 0.

Ìíîæåñòâî óäîâëåòâîðÿþùèõ åìó òî÷åê íàçûâàåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèì ïàðàáîëîèäîì.
Íàçâàíèå íàâåÿíî ðàññìîòðåíèåì ñå÷åíèé â ïëîñêîñòÿõ z + D = 0 (ýëëèïñû) è â

ïëîñêîñòÿõ x+D = 0 èëè y +D = 0 (ïàðàáîëû).

21.8 Ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä
Åñëè â ïðèâåäåííîì óðàâíåíèè òèïà (2) êîýôôèöèåíòû ïðè êâàäðàòàõ èìåþò ðàçíûå
çíàêè, òî ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå

x2

a2
− y2

b2
= z, a, b > 0,

êîòîðîå îïðåäåëÿåò ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä.
Íàçâàíèå îáúÿñíÿåòñÿ âèäîì êðèâûõ, ïîëó÷àåìûõ â ñå÷åíèÿõ ïëîñêîñòÿìè z+D = 0

(ãèïåðáîëû) è ïëîñêîñòÿìè x+D = 0 èëè y +D = 0 (ïàðàáîëû).
Ýòî åùå îäèí ïðèìåð ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíîñòè: êàæäàÿ òî÷êà ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïà-

ðàáîëîèäà ïðèíàäëåæèò äâóì ðàçëè÷íûì ïðÿìûì, öåëèêîì ïðèíàäëåæàùèì äàííîé
ïîâåðõíîñòè. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ïî àíàëîãèè ñî ñëó÷àåì îäíîïîëîñòíîãî ãè-
ïåðáîëîèäà.

21.9 Öèëèíäðè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè
Ïðèâåäåííûå óðàâíåíèÿ òèïîâ (3)−(5) íå çàâèñÿò îò z. Ïîýòîìó êðèâûå âòîðîãî ïîðÿäêà
â ñå÷åíèÿõ ëþáîé ïëîñêîñòüþ âèäà z+D = 0 îäèíàêîâû Ñîîòâåòñòâóþùèå ïîâåðõíîñòè
íàçûâàþòñÿ öèëèíäðè÷åñêèìè.
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ÎÑÍÎÂÍÀß ×ÀÑÒÜ

22.1 Íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî
Â äàëüíåéøåì ëþáûå ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà áóäóò ïðåäïîëàãàòüñÿ âåùåñòâåííûìè
èëè êîìïëåêñíûìè. Íàøà áëèæàéøàÿ öåëü � ââåñòè âàæíîå îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ äëèíû
ãåîìåòðè÷åñêîãî âåêòîðà è ìîäóëÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.

Ïóñòü V � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì P , ãäå P = R èëè P = C. Êàæäîìó
âåêòîðó x ∈ V ïðèïèøåì âåùåñòâåííîå ÷èñëî ||x|| òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñëåäóùèå
ñâîéñòâà:

(1) ||x|| ≥ 0 ∀ x ∈ V, ||x|| = 0 ⇔ x = 0;

(2) ||αx|| = |α| ||x|| ∀ x ∈ V, ∀ α ∈ P (ïîëîæèòåëüíàÿ îäíîðîäíîñòü);

(3) ||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y|| ∀ x, y ∈ V (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà).

×èñëî ||x|| íàçûâàåòñÿ íîðìîé âåêòîðà x. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî V , ñíàáæåííîå íîð-
ìîé, íàçûâàåòñÿ íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì.

Â îäíîì è òîì æå ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå íîðìó ìîæíî ââåñòè î÷åíü ìíîãèìè ñïî-
ñîáàìè. Íàïðèìåð, ïóñòü V = Cn è λ1, . . . , λn � ïðîèçâîëüíûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà.
Åñëè x = [x1, . . . , xn]>, òî ïóñòü

||x|| ≡
n∑

i=1

λi|xi|.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ñîîòâåòñòâèå x 7→ ||x|| îáëàäàåò ñâîéñòâàìè (1), (2), (3).
×òîáû ïîñòðîèòü äðóãèå, íàèáîëåå ïîïóëÿðíûå ïðèìåðû íîðì â Cn, íàì ïîíàäîáÿòñÿ

íåêîòîðûå íåðàâåíñòâà, îïèðàþùèåñÿ íà ñâîéñòâà âûïóêëûõ ôóíêöèé.

22.2 Âûïóêëûå ôóíêöèè è íåðàâåíñòâà
Âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé íà èíòåðâàëå I = (a, b), åñëè äëÿ
ëþáûõ x, y ∈ I è ëþáîãî ÷èñëà 0 ≤ t ≤ 1 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

f(tx+ (1− t)y) ≤ tf(x) + (1− t)f(y). (∗)

Ôóíêöèÿ g(x) íàçûâàåòñÿ âîãíóòîé íà I, åñëè f(x) ≡ −g(x) âûïóêëà íà I.
Òåîðåìà. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà íà I è f ′′(x) � åå âòîðàÿ
ïðîèçâîäíàÿ. Åñëè f ′′(x) ≥ 0 ïðè âñåõ x ∈ I, òî f(x) âûïóêëà íà I.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè x = y íåðàâåíñòâî (∗) ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî. Ïðè t = 0 èëè
t = 1 ðàâåíñòâî ïîëó÷àåòñÿ ïðè ëþáûõ x, y. Ïîýòîìó ïðåäïîëîæèì, ÷òî a < x < y < b
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è 0 < t < 1. Òîãäà äëÿ z = tx + (1 − t)y èìååì x < z < y. Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà èç
ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, ñóùåñòâóþò òî÷êè ξ è η òàêèå, ÷òî

f(z)− f(x)

z − x
= f ′(ξ), x < ξ < z,

f(y)− f(z)

y − z
= f ′(η), z < η < y.

Ïî òîé æå òåîðåìå, äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè ζ ïîëó÷àåì

f(y)− f(z)

y − z
− f(z)− f(x)

z − x
= f ′′(ζ) (η − ξ) ≥ 0, ξ < ζ < η.

Îñòàåòñÿ ó÷åñòü, ÷òî t = (z − x)/(y − x) è çàìåòèòü, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü èìååò âèä

f(x)(z − x) + f(y)(z − x)− f(z)(y − x)

(y − z)(z − x)
=

tf(x) + (1− t)f(y)− f(z)

(y − z)(z − x)
(y − x). 2

Ñëåäñòâèå. Ôóíêöèÿ lnx ÿâëÿåòñÿ âîãíóòîé.
Äîêàçàòåëüñòâî. (lnx)′′ = −1/x2 < 0. 2

Îòñþäà, íàïðèìåð, ìîæíî ñðàçó æå âûâåñòè íåðàâåíñòâî ìåæäó ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì è ñðåä-
íèì ãåîìåòðè÷åñêèì ÷èñåë x1, . . . , xn > 0:

n
√
x1 . . . xn ≤ x1 + . . .+ xn

n
.

Â ñàìîì äåëå, èñïîëüçóÿ âîãíóòîñòü ëîãàðèôìà, íàõîäèì

ln
(
x1 + . . .+ xn

n

)
≥ lnx1 + . . .+ lnxn

n
≥ ln n

√
x1 . . . xn. 2

22.3 Íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà è Ìèíêîâñêîãî
Ëåììà. Ïóñòü ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà p, q òàêîâû, ÷òî

1

p
+

1

q
= 1. Òîãäà

ab ≤ ap

p
+
bq

q
∀ a, b ≥ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó âîãíóòîñòè ëîãàðèôìà,

ln (ab) =
ln ap

p
+

ln bq

q
≤ ln

(
ap

p
+

bq

q

)
. 2

Íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà. Â óñëîâèÿõ ëåììû äëÿ ëþáûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë x1, . . . , xn

è y1, . . . , yn ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî∣∣∣∣∣
n∑

i=1

xiyi

∣∣∣∣∣ ≤
(

n∑
i=1

|xi|p
)1/p ( n∑

i=1

|yi|q
)1/q

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

a =

(
n∑

i=1

|xi|p
)1/p

, b =

(
n∑

i=1

|yi|q
)1/q

.
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Â ñëó÷àå a = 0 èëè b = 0 íåðàâåíñòâî (∗) î÷åâèäíî. Åñëè a 6= 0 è b 6= 0, òî, èñïîëüçóÿ
ëåììó äëÿ ÷èñåë |xi|/a è |yi|/b, íàõîäèì

(|xi|/a) (|yi|/b) ≤ |xi|p/ap

p
+
|yi|q/bq

q
, i = 1, . . . , n.

Ñêëàäûâàÿ ýòè íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì(
n∑

i=1

|xiyi|

)
/(ab) ≤ 1

p
+

1

q
= 1. 2

Íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî. Ïóñòü p ≥ 1, x1, . . . , xn è y1, . . . , yn � ïðîèçâîëüíûå
êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Òîãäà(

n∑
i=1

|xi + yi|p
)1/p

≤

(
n∑

i=1

|xi|p
)1/p

+

(
n∑

i=1

|yi|p
)1/p

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè p = 1 íåðàâåíñòâî ïðîâåðÿåòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì. Â ñëó÷àå
p > 1 èìååì, î÷åâèäíî,

n∑
i=1

|xi + yi|p ≤
n∑

i=1

|xi + yi|p−1 |xi + yi| ≤
n∑

i=1

|xi| |xi + yi|p−1 +
n∑

i=1

|yi| |xi + yi|p−1.

Äëÿ êàæäîé èç ñóìì ñïðàâà ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà, âçÿâ q = p/(p − 1) ⇒
1

p
+

1

q
= 1. Ïîëó÷àåì

n∑
i=1

|xi + yi|p ≤

( n∑
i=1

|xi|p
)1/p

+

(
n∑

i=1

|yi|p
)1/p

 (
n∑

i=1

|xi + yi|(p−1)q

)1/q

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî (p− 1)q = p è 1− 1/q = 1/p. 2

22.4 Íîðìû Ãåëüäåðà
Ïóñòü x = [x1, . . . , xn]> ∈ Cn. Ïðè p ≥ 1 ïîëîæèì

||x||p =

(
n∑

i=1

|xi|p
)1/p

.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì x âåëè÷èíà ||x||p ïðè p → ∞ èìååò ïðåäåë,
ðàâíûé max

1≤i≤n
|xi|. Ïîýòîìó ðàçóìíî ïðèíÿòü îáîçíà÷åíèå

||x||∞ = max
1≤i≤n

|xi|.

Âåëè÷èíû ||x||p íàçûâàþòñÿ p-íîðìàìè èëè íîðìàìè Ãåëüäåðà.

Íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà è Ìèíêîâñêîãî ñîõðàíÿþò ñèëó ïðè p = ∞ (â ýòîì ñëó÷àå
q = 1). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè p→∞.

Òåîðåìà. Ïðè ëþáîì p ≥ 1, âêëþ÷àÿ p = ∞, âåëè÷èíà ||x||p ÿâëÿåòñÿ íîðìîé íà Cn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâîéñòâà (1) è (2) íîðìû î÷åâèäíû. Íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà åñòü
íå ÷òî èíîå, êàê íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî. 2
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22.5 Çà÷åì íóæíû íîðìû?
Ïðåæäå âñåãî, ýòî óäîáíûé èíñòðóìåíò äëÿ èçó÷åíèÿ ïðåäåëîâ â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñò-
âå.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ xk ∈ V íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ ê âåêòîðó x ∈ V , åñëè
÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ||xk−x|| ñõîäèòñÿ ê íóëþ ïðè k →∞. Âåêòîð x íàçûâàåòñÿ
ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xk. Îáîçíà÷åíèÿ: x = lim

k→∞
xk èëè xk → x ïðè x→∞.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùàÿñÿ ê êàêîìó-íèáóäü âåêòîðó, íàçûâàåòñÿ ïðîñòî ñõî-
äÿùåéñÿ. Ýòî îïðàâäàíî, ïîñêîëüêó äâóõ ðàçëè÷íûõ ïðåäåëîâ áûòü òå ìîæåò. Åñëè
xk → x è xk → y, òî

||x− y|| = ||(x− xk)− (y − xk|| ≤ ||x− xk||+ ||y − xk|| → 0 ⇒ x = y. 2

Â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå V ïðè èçó÷åíèè ñõîäèìîñòè ìîæíî, â ïðèíöèïå,
îáîéòèñü è áåç íîðì. Ôèêñèðîâàâ êàêîé-íèáóäü áàçèñ e1, . . . , en ∈ V , ìû ìîãëè áû
ðàññìîòðåòü ðàçëîæåíèÿ

xk =
n∑

i=1

xk
i ei

è íàçûâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ xk ñõîäÿùåéñÿ, åñëè ñõîäÿòñÿ êîîðäèíàòíûå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xk

i ïðè âñåõ i. Òàêîå ïîíÿòèå ñõîäèìîñòè íå áóäåò çàâèñåòü îò âû-
áîðà áàçèñà (äîêàæèòå!). Ëåãêî âèäåòü òàêæå, ÷òî èç ïîêîîðäèíàòíîé ñõîäèìîñòè â
êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå âûòåêàåò ñõîäèìîñòü ïî ëþáîé íîðìå. Äåéñòâèòåëüíî,
ïóñòü xk

i → xi. Òîãäà, âçÿâ x =
∑
i

xi ei, ïîëó÷àåì

||xk − x|| ≤
n∑

i=1

|xk
i − xi| ||ei||. 2

Áîëåå òîãî, èìååò ìåñòî è ìåíåå î÷åâèäíûé ôàêò: â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå èç
ñõîäèìîñòè ïî ëþáîé íîðìå âûòåêàåò ïîêîîðäèíàòíàÿ ñõîäèìîñòü. Ìû ñêîðî ýòî äîêà-
æåì.

Òåì íå ìåíåå, äàæå â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ñ ïî-
ìîùüþ íîðì î÷åíü óäîáíî: âñå ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ ëèøü îäíîé ÷èñëîâîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ||xk − x||. Ýòî òåì áîëåå âàæíî, êîãäà ïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íîìåðíî!

22.6 Íîðìû â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
ÏÐÈÌÅÐ 1. Ïóñòü C[a, b] � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå
[a, b]. Äëÿ ôóíêöèè f ∈ C[a, b] íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ íîðìà

||f ||C = max
a≤x≤b

|f(x)|,

íàçûâàåìàÿ C-íîðìîé (èíîãäà òàêæå ðàâíîìåðíîé èëè ÷åáûøåâñêîé 1).

ÏÐÈÌÅÐ 2. Ïóñòü C1[a, b] � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà îòðåç-
êå [a, b] âìåñòå ñ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé 2. Â äàííîì ñëó÷àå íîðìó ìîæíî ââåñòè, íàïðèìåð,
òàê:

||f ||C1 = max
a≤x≤b

(|f(x)|+ |f ′(x)|).

1Â ÷åñòü çíàìåíèòîãî ðóññêîãî ìàòåìàòèêà Ïàôíóòèÿ Ëüâîâè÷à ×åáûøåâà.
2×òîáû ðàññìàòðèâàòü f ′(x) â òî÷êàõ a è b, ìîæíî ñ÷èòàòü ôóíêöèþ f(x) îïðåäåëåííîé è äèôôå-

ðåíöèðóåìîé íà áîëåå øèðîêîì èíòåðâàëå, íàêðûâàþùåì [a, b].
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Çàìåòèì, ÷òî ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé èç C1[a, b] ïî íîðìå C1 âëå-
÷åò çà ñîáîé ñõîäèìîñòü ïî íîðìå C. Îáðàòíîå, îäíàêî, íå âåðíî: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ôóíêöèé

fk(x) =
sin kx

k

ïðèíàäëåæèò C1[a, b] è ñõîäèòñÿ ïî íîðìå C ê íóëþ, íî íå ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ ïî
íîðìå C1 (äîêàæèòå!).

Òàêèì îáðàçîì, â áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ðàçíûå íîðìû îïðåäåëÿþò, âî-
îáùå ãîâîðÿ, ðàçíûå òèïû ñõîäèìîñòè. Â ýòîì îòíîøåíèè êîíå÷íîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà
îòëè÷àþòñÿ ïðèíöèïèàëüíî: â íèõ ñõîäèìîñòü ïî êàêîé-ëèáî íîðìå ðàâíîñèëüíà ñõîäè-
ìîñòè ïî ëþáîé äðóãîé íîðìå � ýòî ôóíäàìåíòàëüíûé ôàêò, êîòîðûé ñêîðî áóäåò äî-
êàçàí. Îí âðîäå áû îçíà÷àåò, ÷òî â êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ
èçó÷åíèåì êàêîé-íèáóäü îäíîé íîðìû. Òåì íå ìåíåå, ýòî íå òàê! Â îãðîìíîì ÷èñëå âî-
ïðîñîâ êîíå÷íîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà âîçíèêàþò êàê ïîäïðîñòðàíñòâà áåñêîíå÷íîìåðíî-
ãî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïîýòîìó íîðìû â íèõ äîëæíû ïîðîæäàòüñÿ íîðìîé
ñîîòâåòñòâóþùåãî áåñêîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà. À ìû òîëüêî ÷òî âûÿñíèëè, ÷òî
äëÿ áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ ðàçíûå íîðìû ìîãóò îòëè÷àòüñÿ ñóùåñòâåííûì îá-
ðàçîì.

22.7 Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
Â ïîíÿòèè ïðåäåëà àêñèîìû ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà èñïîëüçóþòñÿ, íà ñàìîì äåëå, íå
î÷åíü ñóùåñòâåííûì îáðàçîì � íîðìà ðàçíîñòè äâóõ âåêòîðîâ ëåãêî çàìåíÿåòñÿ áîëåå
îáùèì ïîíÿòèåì ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ âåêòîðàìè.

Ïóñòü M � íåïóñòîå ìíîæåñòâî è ρ(x, y) � âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ îò ýëåìåíòîâ
x, y ∈M , îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(1) ρ(x, x) ≥ 0 ∀ x ∈M, ρ(x, x) = 0 ⇔ x = 0;

(2) ρ(x, y) = ρ(y, x) ∀ x, y ∈M ;

(3) ρ(x, y) ≤ ρ(x, z) + ρ(z, y) ∀ x, y, z ∈M .

Â òàêèõ ñëó÷àÿõM íàçûâàåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì, à ρ(x, y) � ðàññòîÿíèåì
ìåæäó ýëåìåíòàìè x è y.

Ëþáîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì ñ ðàññòî-
ÿíèåì

ρ(x, y) = ||x− y||.
Îäíàêî, ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî â îáùåì ñëó÷àå íå ïðåäïîëàãàåò íàëè÷èÿ êàêèõ-

ëèáî îïåðàöèé íàä åãî ýëåìåíòàìè. Íàïðèìåð, ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî M
áóäåò ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì, åñëè ρ(x, y) = 0 ïðè x = y è ρ(x, y) = 1 ïðè x 6= y.

22.8 Ïðåäåëû è ïîëíîòà
Ïóñòü M � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ xk ∈M íàçûâà-
åòñÿ ñõîäÿùåéñÿ â M , åñëè ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x ∈ M òàêîé, ÷òî ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ρ(xk, x) ñõîäèòñÿ ê íóëþ ïðè k →∞. Êàê è â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå,
äâóõ ðàçíûõ ïðåäåëîâ áûòü íå ìîæåò: åñëè xk → x è xk → y, òî

ρ(x, y) ≤ ρ(x, xk) + ρ(xk, y) → 0 ⇒ x = y.
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Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk ∈ M íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé èëè ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòüþ Êîøè, 3 åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò íîìåð N = N(ε) òàêîé, ÷òî ïðè
k, l > N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ρ(xk, xl) < ε.

Èç íåðàâåíñòâà ρ(xk, xl) ≤ ρ(xk, x) + ρ(x, xl) î÷åâèäíî, ÷òî ëþáàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè. Îáðàòíîå â îáùåì ñëó÷àå
íå âåðíî. Íàïðèìåð, ëþáîé èíòåðâàë M = (a, b) âåùåñòâåííîé îñè ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ðàññòîÿíèåì ρ(x, y) = |x− y|. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
xk = a + (b − a)/k ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé, íî íå ìîæåò ñõîäèòüñÿ íè ê êàêîìó
ýëåìåíòó èç M (åå ïðåäåëîì äîëæíî áû áûòü ÷èñëî a, íî a /∈M).

Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè â íåì ëþáàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ.

Â íà÷àëüíûõ êóðñàõ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà îáû÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ôóíäàìåí-
òàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë èç R ÿâëÿþòñÿ ñõîäÿùèìèñÿ â R � òàêèì îáðàçîì,
ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî R ñ ðàññòîÿíèåì ρ(x, y) = |x− y| ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì.

Âñå ïîíÿòèÿ è ôàêòû, ïîëó÷åííûå äëÿ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, ïåðåíîñÿòñÿ íà
ïðîèçâîëüíûå íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà. Ïðè ýòîì âñåãäà ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàñ-
ñòîÿíèå â íèõ ââîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ íîðìû: ρ(x, y) = ||x − y||. Ïîëíîå íîðìèðîâàííîå
ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ òàêæå áàíàõîâûì. 4
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22.9 Ïîïîëíåíèå ïðîñòðàíñòâà
Ïðèìåð èíòåðâàëà (a, b) (íåïîëíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ñ ðàññòîÿíèåì ρ(x, y) = |x − y|) íàâî-
äèò íà ìûñëü î òîì, ÷òî åñëè â íåïîëíîì ïðîñòðàíñòâå íå õâàòàåò òî÷åê äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðåäñòàâëÿòü
ïðåäåëû âñåõ âîçìîæíûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, òî åãî ñ ëåãêîñòüþ ìîæíî ðàñøè-
ðèòü äî ïîëíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Ýòà èäåÿ ðåàëèçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîñòîé àëãåáðàè÷åñêîé
êîíñòðóêöèè ïîïîëíåíèÿ.

Ïóñòü M � ïðîèçâîëüíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ ôóíäàìåíòàëü-
íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé òî÷åê èç M , ââåäåì íà íåì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè

{xk} ∼ {yk} ⇔ ρ(xk, yk) → 0 ïðè k →∞,

è îáîçíà÷èì ÷åðåç M ′ ìíîæåñòâî âñåõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè. Ðàññòîÿíèå íà M ′ îïðåäåëèì òàêèì
îáðàçîì: åñëè [{xk}] è [{yk}] � êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè, ïîðîæäàåìûå ôóíäàìåíòàëüíûìè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòÿìè {xk} è {yk}, òî ïóñòü

ρ′( [{xk}], [{yk}] ) = lim
k→∞

ρ(xk, yk).

Êîíå÷íûé ïðåäåë ñóùåñòâóåò ïîòîìó, ÷òî ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ρ(xk, yk) ôóíäàìåíòàëüíà �
ýòî ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ èç íåðàâåíñòâà

|ρ(xk, yk)− ρ(xl, yl)| ≤ ρ(xk, xl) + ρ(yk, yl).

Âàæíî òàêæå, ÷òî ïðåäåë íå çàâèñèò îò âûáîðà êîíêðåòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â êëàññàõ ýêâèâà-
ëåíòíîñòè: åñëè {xk} ∼ {uk} è {yk} ∼ {vk}, òî

|ρ(uk, vk)− ρ(xk, yk)| ≤ ρ(uk, xk) + ρ(yk, vk) → 0.

Àêñèîìû ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà äëÿ M ′ ñ ðàññòîÿíèåì ρ′ ïðîâåðÿþòñÿ áåç êàêèõ-ëèáî çàòðóäíå-
íèé.

Ýëåìåíò a ∈ M áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñ êëàññîì ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, âñå
÷ëåíû êîòîðîé îäèíàêîâû è ðàâíû a:

a ↔ A = [{ak}], ãäå ak = a ∀ k.

3Åùå îäíî (êðàñèâîå, íî ðåäêî èñïîëüçóåìîå) íàçâàíèå � ñõîäÿùàÿñÿ â ñåáå.
4Â ÷åñòü ïîëüñêîãî ìàòåìàòèêà, ïðîôåññîðà Ëüâîâñêîãî óíèâåðñèòåòà Ñòåôàíà Áàíàõà.
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Ïóòü a, b ∈M è A,B ∈M ′. Òîãäà åñëè a↔ A è b↔ B, òî ρ(a, b) = ρ′(A,B).
Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òîM âëîæåíî âM ′; ïîñòðîåííîå íàìè ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî

M ′ íàçûâàåòñÿ ïîïîëíåíèåì ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà M .

Óòâåðæäåíèå. M ′ ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè X1 = [{xk
1}], X2 = [{xk

2}], . . . îáðàçóþò â M ′

ôóíäàìåíòàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì l ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk
l , k = 1, 2, . . . , ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé.

Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò íîìåð nl ≥ l òàêîé, ÷òî ρ(xnl

l , x
k
l ) < 1/l ïðè âñåõ k ≥ nl. Îïðåäåëèì ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü {yl} ðàâåíñòâàìè yl = xnl

l , l = 1, 2 . . . , è äîêàæåì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé.
Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Â ñèëó ôóíäàìåíòàëüíîñòè {Xl} ñóùåñòâóåò íîìåð N = N(ε) òàêîé,
÷òî ïðè l,m > N èìååì ρ′(Xl, Xm) < ε, òî åñòü,

∃ N ′ = N ′(l,m,N) : l,m > N, k > N ′ ⇒ ρ(xk
l , x

k
m) < ε.

Äëÿ ëþáûõ l,m > max{N, ε−1} è k > max{n(l,m, ε), nl, nm} íàõîäèì

ρ(yl, ym) = ρ(xnl

l , x
nm
m ) ≤ ρ(xnl

l , x
k
l ) + ρ(xk

l , x
k
m) + ρ(xk

m, x
nm
m ) < 3ε.

Îñòàåòñÿ ââåñòè êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè Y = [{yk}] ∈M ′ è äîêàçàòü, ÷òî X l → Y . Ýòî âûòåêàåò èç
íåðàâåíñòâà

ρ(xk
l , y

k) ≤ ρ(xk
l , x

nl

l ) + ρ(xnl

l , x
nk

k ). 2

Çàìåòèì, ÷òî â M ′ íåò �ëèøíèõ� ýëåìåíòîâ: êàæäûé ýëåìåíò Y ∈M ′ ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ èç M (äîêàæèòå!).

Òó æå òåõíèêó ìîæíî ïðèìåíèòü äëÿ ïîïîëíåíèÿ íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâàM ñ íîðìîé ||·||M .
Â äàííîì ñëó÷àå ñëåäóåò ââåñòè íàM ′ îïåðàöèè ñëîæåíèÿ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè è óìíîæåíèÿ èõ íà
÷èñëà êàê îïåðàöèè íàä ïîðîæäàþùèìè ýòè êëàññû ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè. Ýòè îïåðàöèè íå âûâîäÿò
èç ìíîæåñòâàM ′, òàê êàê ñóììà ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, óìíîæåííûõ íà ëþáûå ÷èñëà,
îñòàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ.

Òàêèì îáðàçîì, M ′ ñòàíîâèòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì, à M ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê åãî ïîä-
ïðîñòðàíñòâî. Íîðìà â M ′ äëÿ [{xk}] îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

|| [{xk}] ||M ′ = lim
k→∞

||xk||M .

Ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà | ||xk||M − ||xl||M | ≤ ||xk − xl||M .
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ÎÑÍÎÂÍÀß ×ÀÑÒÜ

23.1 Ìíîæåñòâà â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå
Ïóñòü M � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, a ∈M è r > 0. Ìíîæåñòâà

M(a, r) = {x ∈M : ρ(a, x) < r}, M(a, r) = {x ∈M : ρ(a, x) ≤ r}.

íàçûâàþòñÿ îòêðûòûì øàðîì è çàìêíóòûì øàðîì ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â òî÷êå a.

Ïóñòü S � êàêîå-òî ìíîæåñòâî òî÷åê â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå M . Ìíîæåñòâî S
íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñëè îíî öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì øàðå.

Òî÷êà a ∈ S íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé äëÿ S, åñëè îíà ñîäåðæèòñÿ â S âìåñòå ñ íåêî-
òîðûì îòêðûòûì øàðîì. Ìíîæåñòâî S íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì â M , åñëè ëþáàÿ åãî
òî÷êà ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé. Ïóñòîå ìíîæåñòâî ïî îïðåäåëåíèþ ñ÷èòàåòñÿ îòêðûòûì.

Ïóñòü x ∈ M è ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê xk ∈ S, ñõîäÿùàÿñÿ ê x. Â
ýòîì ñëó÷àå x íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ äëÿ S. Åñëè xk 6= x äëÿ âñåõ k, òî x
íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé äëÿ S. Î÷åâèäíî, ëþáàÿ òî÷êà ïðèêîñíîâåíèÿ, íå ïðè-
íàäëåæàùàÿ ìíîæåñòâó S, ÿâëÿåòñÿ äëÿ íåãî ïðåäåëüíîé.

Çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà S íàçûâàåòñÿ îíî ñàìî ïëþñ âñå åãî ïðåäåëüíûå òî÷êè.
Îáîçíà÷åíèå: [S]. Ìíîæåñòâî S íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè îíî ñîäåðæèò âñå ñâîè
ïðåäåëüíûå òî÷êè: [S] = S. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî S çàìêíóòî â òîì è òîëüêî â òîì
ñëó÷àå, êîãäà äîïîëíèòåëüíîå â M ìíîæåñòâî O = M\S ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì.

Çàäà÷à. Âñåãäà ëè çàìûêàíèå îòêðûòîãî øàðà ñîâïàäàåò ñ çàìêíóòûì øàðîì ñ òåì æå öåíòðîì

è ðàäèóñîì?

Ìíîæåñòâî S íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì, åñëè èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê
xk ∈ S ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå x ∈ S.

ßñíî, ÷òî êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî îáÿçàíî áûòü çàìêíóòûì. Îáðàòíîå íå âåðíî: íà-
ïðèìåð, S = M âñåãäà ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì, íî ìîæåò è íå áûòü êîì-
ïàêòíûì. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ëþáîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî S ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì
(ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå ìîæåò áûòü ñõîäÿùåé-
ñÿ, òàê êàê íå ìîæåò áûòü îãðàíè÷åííîé).

Â íà÷àëüíûõ êóðñàõ àíàëèçà ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî R ñ ðàñ-
ñòîÿíèåì ρ(x, y) = |x− y|, à êîìïàêòíûì ïðèíÿòî íàçûâàòü ëþáîå çàìêíóòîå è îãðàíè-
÷åííîå ìíîæåñòâî òî÷åê èç R. Â äàííîì ñëó÷àå ýòî îïðåäåëåíèå ðàâíîñèëüíî íàøåìó
îïðåäåëåíèþ êîìïàêòíîñòè. Áîëåå òîãî, ìû ñêîðî äîêàæåì, ÷òî ýòè äâà îïðåäåëåíèÿ

171



172 Ëåêöèÿ 23

ðàâíîñèëüíû è â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíûõ êîíå÷íîìåðíûõ íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ.
Îäíàêî, â áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ çàìêíóòîñòü è îãðàíè÷åííîñòü íåäîñòà-
òî÷íû äëÿ âûäåëåíèÿ ñõîäÿùåéñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

23.2 Êîìïàêòíîñòü è íåïðåðûâíîñòü
Âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ f(x), îïðåäåëåííàÿ äëÿ òî÷åê x ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà
M , íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå x ∈ M , åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xk,
ñõîäÿùåéñÿ ê x, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé f(xk) ñõîäèòñÿ ê f(x).

Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà. Äëÿ ëþáîé âåùåñòâåííîé ôóíêöèè f(x), íåïðåðûâíîé âî
âñåõ òî÷êàõ êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà S, ñóùåñòâóþò òî÷êè xmin, xmax ∈ S òàêèå,
÷òî f(xmin) ≤ f(x) ≤ f(xmin) äëÿ âñåõ x ∈ S.
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî f(xk) > k äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè òî÷åê xk ∈ S, òî âîçíèêàåò ïðîòèâîðå÷èå ñ âîçìîæíîñòüþ âûäåëåíèÿ ñõîäÿùåéñÿ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè: åñëè xki → x, òî f(xki) → f(x), íî f(xki) íå ìîæåò ñõîäèòüñÿ,
òàê êàê íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé. Ïîýòîìó f(x) îãðàíè÷åíà ñâåðõó. Ïóñòü cmax � òî÷-
íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ìíîæåñòâà çíà÷åíèé {f(x), x ∈ S}. Òîãäà äëÿ êàæäîãî k íàéäåòñÿ
òî÷êà xk ∈ S òàêàÿ, ÷òî cmax − 1/k ≤ f(xk) ≤ cmax. Âûáåðåì ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü xki → x è ïåðåéäåì â ïîñëåäíèõ íåðàâåíñòâàõ ê ïðåäåëó ⇒ f(x) = cmax.

Îãðàíè÷åííîñòü ñíèçó è ñóùåñòâîâàíèå òî÷êè ìèíèìóìà äîêàçûâàåòñÿ ïåðåõîäîì ê
g(x) = −f(x). 2

23.3 Êîìïàêòíîñòü åäèíè÷íîé ñôåðû
Ðàññìîòðèì åäèíè÷íóþ ñôåðó â ïðîñòðàíñòâå Cn îòíîñèòåëüíî 2-íîðìû:

S2 = {x ∈ Cn : ||x||2 = 1} = {x = [x1, . . . , xn]> :
n∑

i=1

|x|2i = 1}.

Ëåììà 1. Åäèíè÷íàÿ ñôåðà S2 â ïðîñòðàíñòâå Cn êîìïàêòíà îòíîñèòåëüíî 2-íîðìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ

xk = [xk
1, . . . , x

k
n]> ∈ S2.

Ñîîòâåòñòâóþùèå êîîðäèíàòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì

|xk
1| ≤ 1, |xk

2| ≤ 1, . . . , |xk
n| ≤ 1.

Ñîãëàñíî ëåììå îá îãðàíè÷åííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ (ñì. Ëåêöèþ 19), ñóùåñòâóåò
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü íîìåðîâ k1 < k2 < . . . òàêàÿ, ÷òî êàæäàÿ èç êîîðäèíàòíûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé xkl

i áóäåò ñõîäèòüñÿ è óäîâëåòâîðÿòü ðàâåíñòâó

n∑
i=1

|xkl
i |2 = 1. (∗)

Ïóñòü xi = lim
l→∞

xkl
i è x = [x1, . . . , xn]>. Òîãäà

||xkl − x||2 =

(
n∑

i=1

|xkl
i − xi|2

)1/2

→ 0.
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Ïåðåõîäÿ â (∗) ïðåäåëó, ïîëó÷àåì x ∈ S2. 2

Ëåììà 2. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé íîðìû || · || â ïðîñòðàíñòâå Cn ôóíêöèÿ f(x) = ||x||
ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé îòíîñèòåëüíî 2-íîðìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü xk = [xk
1, . . . , x

k
n]> → x = [x1, . . . , xn]>. Òîãäà, èñïîëüçóÿ íåðà-

âåíñòâî òðåóãîëüíèêà äëÿ íîðì, íàõîäèì

|f(xk)− f(x)| = | ||xk|| − ||x|| | ≤ ||xk − x|| ≤
∑

1≤i≤n

|xk
i − xi| ||ei||,

ãäå ei = [0, . . . , 1, . . . 0]> � âåêòîð èç íóëåé, êðîìå i-é êîìïîíåíòû, ðàâíîé 1. Ïðàâàÿ
÷àñòü ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè

||xk − x||2 =

(
n∑

i=1

|xk
i − xi|2

)1/2

→ 0. 2

Ëåììà 3. Äëÿ ëþáîé íîðìû || · || íà Cn ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû c1, c2 > 0 òàêèå, ÷òî

c1 ≤ ||x|| ≤ c2 ∀ x ∈ S2.

Ïðè ýòîì c1 = ||x1||, c2 = ||x2|| äëÿ íåêîòîðûõ âåêòîðîâ x1, x2 ∈ S2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = ||x|| íåïðåðûâíà îòíîñè-
òåëüíî 2-íîðìû íà ìíîæåñòâå S2, êîìïàêòíîì îòíîñèòåëüíî 2-íîðìû. 2

23.4 Ýêâèâàëåíòíûå íîðìû
Äâå íîðìû || · ||(a) è || · ||(b) íà îäíîì è òîì æå ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå V íàçûâàþòñÿ
ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû c1, c2 > 0 òàêèå, ÷òî

c1 ||x||(a) ≤ ||x||(b) ≤ c2 ||x||(a) ∀ x ∈ V.

Òåîðåìà. Åñëè V êîíå÷íîìåðíî, òî ëþáûå íîðìû íà íåì ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî ëþáàÿ íîðìà || · || íà Cn ýêâèâàëåíòíà
|| · ||2. Ïóñòü x ∈ Cn ⇒ x/||x||2 ∈ S2. Ïî ëåììå 3, c1 ≤ ‖x/||x||2‖ ≤ c2 ⇒

c1 ||x||2 ≤ ||x|| ≤ c2 ||x||2 ∀ x ∈ Cn.

Îòñþäà ëåãêî âûâåñòè ýêâèâàëåíòíîñòü ëþáûõ äâóõ íîðì íà Cn.
Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà V ñ íîðìîé || · ||V ôèêñèðóåì

â íåì ïðîèçâîëüíûé áàçèñ e1, . . . , en è ðàññìîòðèì âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå

v ↔ [x1, . . . , xn]>, v =
n∑

i=1

xiei.

Èñïîëüçóÿ åãî, ââåäåì íîðìó íà Cn ñëåäóþùèì îáðàçîì:

||[x1, . . . , xn]>||V ≡

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

xiei

∥∥∥∥∥
V

.
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Ñâîéñòâà íîðìû ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Ââåäåì òàêæå åùå îäíó íîðìó íà V :∥∥∥∥∥
n∑

i=1

xiei

∥∥∥∥∥
2

≡ ||[x1, . . . , xn]>||2.

Óæå óñòàíîâëåííàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ëþáûõ äâóõ íîðì íà Cn äîêàçûâàåò, î÷åâèäíî,
ýêâèâàëåíîñòü äàííûõ (à çíà÷èò, è ëþáûõ) íîðì â ïðîñòðàíñòâå V . 2

Ñëåäñòâèå. Ñõîäèìîñòü ïî ëþáîé íîðìå â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ðàâíîñèëüíà
ïîîêîîðäèíàòíîé ñõîäèìîñòè.

Çàìåòèì, ÷òî íàì óæå âñòðå÷àëèñü íîðìû, êîòîðûå íå ìîãóò áûòü ýêâèâàëåíòíûìè:
ýòî C-íîðìà è C1-íîðìà â ïðîñòðàíñòâå C1[a, b] ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [a, b]
âìåñòå ñ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé:

||f ||C = max
a≤x≤b

|f(x)|, ||f ||C1 = max
a≤x≤b

(|f(x)|+ |f ′(x)|).

Â ñàìîì äåëå, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé fk(x) = sin kx/k ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ â
íîðìå C, íî ðàñõîäèòñÿ â íîðìå C1 (ïîñêîëüêó íå ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè
â äàííîé íîðìå). Îòñþäà, êñòàòè, ïîëó÷àåì (íå î÷åíü ïðÿìîå!) äîêàçàòåëüñòâî áåñêî-
íå÷íîìåðíîñòè ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà C1[a, b].

23.5 Êîìïàêòíîñòü çàìêíóòûõ îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ
Òåîðåìà. Â êîíå÷íîìåðíîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ êîì-
ïàêòíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû óæå çíàåì, ÷òî êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â ìåòðè÷åñêîì ïðîñò-
ðàíñòâå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì è îãðàíè÷åííûì. Ïóñòü ìíîæåñòâî S çàìêíóòî è
îãðàíè÷åíî îòíîñèòåëüíî êàêîé-òî íîðìû â Cn. Â ñèëó ýêâèâàëåíòíîñòè íîðì â êî-
íå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, S òàêæå çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî îòíîñèòåëüíî 2-íîðìû.
Ïîýòîìó ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ èç S èìååò îãðàíè÷åííûå êîîðäèíàòíûå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïî ëåììå îá îãðàíè÷åííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ, ìû ìîæåì âû-
áðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ â 2-íîðìå ê êàêîìó-òî âåêòîðó x ∈ S. Ýòà
æå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóäåò ñõîäèòüñÿ è îòíîñèòåëüíî ëþáîé äðóãîé íîðìû. 2

Îòñþäà âûòåêàåò, íàïðèìåð, êîìïàêòíîñòü åäèíè÷íîé ñôåðû è êîìïàêòíîñòü çà-
ìêíóòîãî øàðà â ëþáîì êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå îòíîñèòåëüíî ëþáîé íîðìû.

23.6 Íàèëó÷øèå ïðèáëèæåíèÿ
Ïóñòü x ∈ V è L � íåïóñòîå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ èç V . Âåëè÷èíó

γ = inf
z∈L

||x− z||

íàçûâàþò ðàññòîÿíèåì ìåæäó x è L. Âåêòîð z0 ∈ L íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòîì íàèëó÷øåãî
ïðèáëèæåíèÿ äëÿ x íà L, åñëè γ = ||x− z0||.
Ëåììà î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè. Ïóñòü L � êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå V . Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ V ñóùåñòâóåò âåêòîð z0 ∈ L
òàêîé, ÷òî ||x− z0|| ≤ ||x− z|| ∀ z ∈ L.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì ε > 0 è ðàññìîòðèì ëþáîé âåêòîð z òàêîé, ÷òî ||x−z|| ≤
γ + ε. Îòñþäà ||z|| ≤ R ≡ γ + ε+ ||x||. Ïîýòîìó î÷åâèäíî, ÷òî

γ = inf
z∈L, ||z||≤R

||x− z||.
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Ôóíêöèÿ f(z) = ||x − z|| íåïðåðûâíà íà çàìêíóòîì øàðå ||z|| ≤ R êîíå÷íîìåðíîãî
ïðîñòðàíñòâà L. Ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà, γ = ||x− z0|| äëÿ íåêîòîðîãî z0 ∈ L. 2

Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ýëåìåíòà íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ î÷åâèäíî òàêæå
äëÿ êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ L.

ÄÎÏÎËÍÈÒÅËÜÍÀß ×ÀÑÒÜ

23.7 Ïîäïðîñòðàíñòâà è çàìêíóòîñòü
Åñëè V � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, òî ëþáîå åãî ïîäïðîñòðàíñòâî L ⊂ V êîíå÷íîé
ðàçìåðíîñòè áóäåò çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì.

Â ñàìîì äåëå, åñëè L = L(e1, . . . , em) è xk =
m∑

i=1

xk
i ei → x ∈ V , òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

xk îãðàíè÷åíà ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà V . Ñëåäîâàòåëüíî, îíà ïðèíàäëåæèò êàêîìó-
òî çàìêíóòîìó îãðàíè÷åííîìó øàðó Z ⊂ L â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå L. Â ñèëó
êîìïàêòíîñòè Z ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü xkl , cõîäÿùàÿñÿ ê âåêòîðó èç Z ⇒
x ∈ Z ⊂ L.

Åñëè ïîäïðîñòðàíñòâî L áåñêîíå÷íîìåðíî, òî îíî ìîæåò è íå áûòü çàìêíóòûì. 1

Çàäà÷à. Äàíà ìàòðèöà A ∈ Rm×n. Äîêàçàòü çàìêíóòîñòü ìíîæåñòâà

{y = Ax, x = [x1, . . . , xn]>, x1, . . . , xn ≥ 0}.

23.8 Åäèíè÷íàÿ ñôåðà â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
Ïóñòü V � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé || · || è S = {x ∈ V : ||x|| = 1} �
åäèíè÷íàÿ ñôåðà.

Òåîðåìà. Åäèíè÷íàÿ ñôåðà S êîìïàêòíà â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå V òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà V êîíå÷íîìåðíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ñóùåñòâó, íóæíî äîêàçàòü ëèøü òî, ÷òî â áåñêîíå÷íîìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå V ñôåðà S íå ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ìíîæåñòâîì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
êàêèì-òî îáðàçîì íàéäåíû âåêòîðû x1, . . . , xk òàêèå, ÷òî

||x1|| = . . . = ||xk|| = 1, ||xi − xj|| ≥ 1 ïðè i 6= j. (∗∗)

Ïîñòðîèì âåêòîð xk+1 òàêîé, ÷òî ||xk+1|| = 1 è ||xi − xk+1|| ≥ 1 ïðè 1 ≤ i ≤ k.
Áóäó÷è áåñêîíå÷íîìåðíûì, V ñîäåðæèò y /∈ Lk = L(x1, . . . , xk). Ïî ëåììå î íàèëó÷-

øåì ïðèáëèæåíèè, äëÿ íåêîòîðîãî z0 ∈ Lk

γ = inf
z∈Lk

||y − z|| = ||y − z0||.

Ïîëîæèì
xk+1 = (y − z0)/γ.

1Â íåêîòîðûõ êíèãàõ ïîä ïîäïðîñòðàíñòâàìè â áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå ïîíèìàþòñÿ òîëüêî çà-
ìêíóòûå ïîäïðîñòðàíñòâà, à ïîäïðîñòðàíñòâà â òðàäèöèîííîì äëÿ íàñ ñìûñëå íàçûâàþòñÿ ëèíåéíûìè
ìíîãîîáðàçèÿìè (è ìîãóò íå áûòü çàìêíóòûìè). Íàïîìíèì, ÷òî â íàøåì êóðñå ëèíåéíûì ìíîãîáðàçè-
åì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âèäà x+L = {x+h : h ∈ L}, ãäå x � çàäàííûé âåêòîð ñäâèãà, à L � çàäàííîå
íàïðàâëÿþùåå ïîäïðîñòðàíñòâî.
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Òîãäà ||xk+1|| = 1 è, êðîìå òîãî,

min
z∈Lk

||xk+1 − z|| = min
z∈Lk

||(y − z0)/γ − z/γ|| =
1

γ
min
z∈Lk

||y − z|| = 1.

Ïîñêîëüêó xi ∈ Lk ïðè 1 ≤ i ≤ k, íàõîäèì ||xk+1 − xi|| ≥ inf
z∈Lk

||xk+1 − z|| = 1.

Òàêèì îáðàçîì, ê ñèñòåìå âåêòîðîâ x1, . . . , xk ìîæíî äîáàâèòü âåêòîð xk+1 ñ ñî-
õðàíåíèåì ñîîòíîøåíèé âèäà (∗∗). Ëþáàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
âåêòîðîâ xk òàêèõ, ÷òî ||xi − xj|| ≥ 1 ïðè i 6= j, îáëàäàåò òåì æå ñâîéñòâîì è ïîýòîìó
íå ìîæåò áûòü ôóíäàìåíòàëüíîé. 2

23.9 Ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà åäèíè÷íûõ øàðîâ
Ïóñòü äàíà ïðîèçâîëüíàÿ íîðìà || · || íà Cn, à çàìêíóòûé åäèíè÷íûé øàð

Z = {x ∈ Cn : ||x|| ≤ 1}

ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê íåêîòîðîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå Cn ñ 2-íîðìîé. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî èìåþò
ìåñòî òàêèå ñâîéñòâà:

(1) Z ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì è îãðàíè÷åííûì.

(2) Z ñîäåðæèò íóëåâîé âåêòîð â êà÷åñòâå âíóòðåííåé òî÷êè.

(3) Åñëè x ∈ Z, òî tx ∈ Z äëÿ âñåõ |t| ≤ 1.

(4) Åñëè x, y ∈ Z, òî tx+ (1− t)y ∈ Z äëÿ âñåõ 0 ≤ t ≤ 1 (ìíîæåñòâà ñ òàêèì ñâîéñòâîì íàçûâàþòñÿ
âûïóêëûìè).

Òåîðåìà. Äëÿ òîãî ÷òîáû ìíîæåñòâî Z ⊂ Cn áûëî çàìêíóòûì åäèíè÷íûì øàðîì äëÿ êàêîé-íèáóäü
íîðìû íà Cn, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå ñâîéñòâ (1)�(4).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Z, îáëàäàþùåå óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè, è ïîïûòàåìñÿ ââåñ-
òè íîðìó òàêèì îáðàçîì: 2

f(x) = inf{t > 0 : x/t ∈ Z}, x ∈ Cn. (#)

Ïðåæäå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî f(x) ïðèíèìàåò êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ äëÿ âñåõ x. Ñîãëàñíî óñëîâèþ (2),
â Z ñîäåðæèòñÿ îêðåñòíîñòü íóëÿ âèäà O = {||x||2 < ε}, ãäå ε > 0. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî x 6= 0 èìååì
x/t ∈ O ⊂ Z ïðè t > ||x||2/ε ⇒ f(x) ≤ ||x||2/ε. ßñíî òàêæå, ÷òî f(0) = 0 è f(x) > 0 ïðè x 6= 0 (ïåðâîå
ñâîéñòâî íîðìû).

Âòîðîå ñâîéñòâî (ïîëîæèòåëüíàÿ îäíîðîäíîñòü) äîêàçûâàåòñÿ òàê. Ïóñòü tk → f(x) è x/tk ∈ Z.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî α 6= 0. Ïîñêîëüêó x/tk ∈ Z, òî, â ñèëó ñâîéñòâà (3),

(α/|α|)(x/tk) ∈ Z ⇒ (αx)/(|αk| tk) ∈ Z ⇒ f(αx) ≤ |α| tk → |α| f(x).

Ñëåäîâàòåëüíî, f(αx) ≤ |α| f(x). Ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî � ñ âûáîðîì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè tk → f(αx), (αx)/tk ∈ Z.

Äîêàæåì íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà. Ïóñòü

αk → f(x), x/αk ∈ Z, βk → f(y), y/βk ∈ Z.

Ñîãëàñíî âûïóêëîñòè Z, íàõîäèì

αk

αk + βk
(x/αk) +

βk

αk + βk
(y/βk) = (x+ y)/(αk + βk) ∈ Z.

Îòñþäà f(x+ y) ≤ αk + βk → f(x) + f(y). 2

Çàìåòèì, ÷òî Ìèíêîâñêèé îïðåäåëÿë íîðìû èìåííî ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè âèäà (#) è ìíîæåñòâ,
îáëàäàþùèõ ñâîéñòâàìè (1)�(4). Àêñèîìàòè÷åñêèé ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ íîðìû áûë ïðåäëîæåí
íåñêîëüêî ïîçæå (â 1922 ãîäó) íåçàâèñèìî Áàíàõîì è Âèíåðîì.

Äîêàçàííàÿ íàìè òåîðåìà ëåãêî îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Âñå îñòàåòñÿ
áåç èçìåíåíèé, åñëè âìåñòî 2-íîðìû âûáðàòü è çàôèêñèðîâàòü ëþáóþ íîðìó, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé
áóäóò çàòåì îïðåäåëÿòüñÿ ïîíÿòèÿ ñõîäèìîñòè, îêðåñòíîñòè, çàìêíóòîñòè è îãðàíè÷åííîñòè.

2Ôóíêöèÿ òàêîãî âèäà íàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëîì Ìèíêîâñêîãî.
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23.10 Òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà
Â äåéñòâèòåëüíîñòè ïðè èçó÷åíèè ñõîäèìîñòè ïîíÿòèå ðàññòîÿíèÿ íóæíî ëèøü äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäå-
ëÿòü, êàêèå òî÷êè ñ÷èòàþòñÿ �áëèçêèìè�. Â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå M ìîæíî îáúÿâèòü, ÷òî �áëèç-
êèå� òî÷êè � ýòî òî÷êè, âõîäÿùèå â îäíî è òî æå îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Îáû÷íî ëþáîå îòêðûòîå
ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå çàäàííóþ òî÷êó, íàçûâàåòñÿ òàêæå åå îêðåñòíîñòüþ. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî-
÷åê xk ∈M ñõîäèòñÿ ê òî÷êå x ∈M , åñëè â ëþáîé åå îêðåñòíîñòè ñîäåðæàòñÿ âñå òî÷êè xk, íà÷èíàÿ ñ
íåêîòîðîé. Ýòî ïðåäëîæåíèå íå îïèðàåòñÿ ÿâíûì îáðàçîì íà ïîíÿòèå ðàññòîÿíèÿ è ÷àñòî ïðèíèìàåòñÿ
â êà÷åñòâå îïðåäåëåíèÿ ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç T ñèñòåìó âñåõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ òî÷åê èçM . Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñèñòåìà
T îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(1) T ñîäåðæèò M è ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅;

(2) îáúåäèíåíèå ëþáîãî (êîíå÷íîãî èëè áåñêîíå÷íîãî) ÷èñëà ìíîæåñòâ èç T ïðèíàäëåæèò T ;

(3) ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà ìíîæåñòâ èç T ïðèíàäëåæèò T . 3

Ïóñòü òåïåðü M � ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî, à T � ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà åãî ïîäìíî-
æåñòâ, îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâàìè (1) − (3). Òîãäà T íàçûâàåòñÿ òîïîëîãèåé íà M , ñàìè ìíîæåñòâà,
âõîäÿùèå â T , îáúÿâëÿþòñÿ îòêðûòûìè, à ìíîæåñòâî M , ñíàáæåííîå òîïîëîãèåé, íàçûâàåòñÿ òîïî-
ëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ñõîäèìîñòü îïðåäåëÿåòñÿ îòìå÷åííûì âûøå îáðàçîì. Ïîíÿòèå ïðå-
äåëüíîé òî÷êè, çàìûêàíèÿ è çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà îïèðàþòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî íà ïîíÿòèå ñõîäÿùåéñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ââîäÿòñÿ òàê æå, êàê â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå.

23.11 Êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå
Îòêðûòûì ïîêðûòèåì ìíîæåñòâà S ⊂ M â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå M íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ ñî-
âîêóïíîñòü îòêðûòûõ ìíîæåñòâ, îáúåäèíåíèå êîòîðûõ ñîäåðæèò S. Ïîêðûòèå, ñîñòîÿùåå èç ÷àñòè
äàííûõ ìíîæåñòâ, íàçûâàåòñÿ ïîäïîêðûòèåì, à åñëè îíî ñîñòîèò èõ êîíå÷íîãî ÷èñëà îòêðûòûõ ìíî-
æåñòâ, òî � êîíå÷íûì ïîäïîêðûòèåì.

Ìíîæåñòâî S íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå M , åñëè èç ëþáîãî åãî
îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå.

Óòâåðæäåíèå. Ëþáîå êîìïàêòíîå â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ìíîæåñòâî çàìêíóòî è òà-
êîâî, ÷òî èç ëþáîé ïðèíàäëåæàùåé åìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ìíîæåñòâî {xk} èìååò ïðåäåëüíóþ òî÷êó, ïðèíàäëåæàùóþ çàäàííîìó êîì-
ïàêòíîìó ìíîæåñòâó S, òî âñå äîêàçàíî. Åñëè ýòî íå òàê, òî äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ S ñóùåñòâóåò
îòêðûòîå ìíîæåñòâî Ox, ñîäåðæàùåå ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xk. Î÷åâèäíî,
ìíîæåñòâà Ox îáðàçóþò îòêðûòîå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà S ⇒ ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå ⇒
â ìíîæåñòâå S èìååòñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ìíîæåñòâà {xk} ⇒ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk èìååò
áåñêîíå÷íîå ÷èñëî îäèíàêîâûõ òî÷åê. 2

Òåîðåìà. Äëÿ òîãî ÷òîáû ìíîæåñòâî â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå áûëî êîìïàêòíûì â ñîîòâåò-
ñòâóþùåì òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíî áûëî çàìêíóòûì è
òàêèì, ÷òî â ëþáîé ïðèíàäëåæàùåé åìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûäåëÿåòñÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïîäïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íîñòè. Ïóñòü ðå÷ü èäåò î ìíîæåñòâå S. Ïðåæäå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî äëÿ
ëþáîãî ε > 0 îíî ïîêðûâàåòñÿ êîíå÷íîé ñèñòåìîé îòêðûòûõ øàðîâ ðàäèóñà íå áîëüøå ε. 4 Åñëè ýòî
íå òàê äëÿ êàêîãî-òî ε, òî ñóùåñòâóåò òî÷êà a1 ∈ S òàêàÿ, ÷òî S íå ïîêðûâàåòñÿ øàðîì M(a1, ε) ⇒
ρ(a1, a2) ≥ ε äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè a2 ∈ S è ïðè ýòîì S íå ïîêðûâàåòñÿ ñèñòåìîé äâóõ øàðîâ M(a1, ε)
è M(a2, ε), è òàê äàëåå. Â èòîãå ïîëó÷àåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê ak ∈ S òàêèõ, ÷òî ρ(ai, aj) ≥ ε
ïðè i 6= j ⇒ èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ak íåëüçÿ âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Ðàññìîòðèì êîíå÷íûå ïîêðûòèÿ øàðàìè ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ ε = 1, 1/2, 1/3, . . . è îáîçíà÷èì
÷åðåç B ìíîæåñòâî âñåõ ýòèõ øàðîâ. Ïóñòü èìååòñÿ ïðîèçâîëüíîå îòêðûòîå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà S.

3Ïåðåñå÷åíèå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ ìîæåò è íå áûòü îòêðûòûì (íàïðèìåð, ïå-
ðåñå÷åíèå âñåõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõ äàííóþ òî÷êó).

4Òàêîå ïîêðûòèå íàçûâàåòñÿ ε-ñåòüþ.
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Ëþáàÿ òî÷êà ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó øàðó èç B. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò
îòêðûòîå ïîêðûòèå S íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ øàðîâ èç B. Ñëåäîâàòåëüíî, èç çàäàííîãî îòêðû-
òîãî ïîêðûòèÿ ìíîæåñòâà S ìîæíî âûáðàòü ñ÷åòíîå ïîäïîêðûòèå � äðóãèìè ñëîâàìè, S ïîêðûâàåòñÿ
íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ Ok.

Åñëè èç ñèñòåìû ìíîæåñòâ Ok íåëüçÿ âûáðàòü êàêîå-ëèáî êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå ìíîæåñòâà S, òî

êàæäîå èç çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ Zk = S\

( ⋃
1≤i≤k

Oi

)
íåïóñòîå. Ïðè ýòîì Z1 ⊃ Z2 ⊃ Z3 ⊃ . . . . Ïóñòü

xk ∈ Zk ⊂ S. Âûäåëèì èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xk ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü è îáîçíà÷èì åå
ïðåäåë ÷åðåç x. Â ñèëó çàìêíóòîñòè S, x ∈ S. Äëÿ êàêîãî-òî íîìåðà i èìååì x ∈ Oi. Íî Oi íå èìååò
îáùèõ òî÷åê ñ ñ ëþáûì èç ìíîæåñòâ Zk, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà. Ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
xk íå ìîæåò ñõîäèòüñÿ ê x. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå îçíà÷àåò, ÷òî èç ïîêðûòèÿ S ìíîæåñòâàìè Ok

ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå. 2
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ÎÑÍÎÂÍÀß ×ÀÑÒÜ

24.1 Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî
Ïóñòü V � âåùåñòâåííîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, íà êîòîðîì êàæäîé óïîðÿäî÷åííîé
ïàðå âåêòîðîâ x, y ∈ V ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå âåùåñòâåííîå ÷èñëî (x, y) òàêèì îá-
ðàçîì, ÷òî:

(1) (x, x) ≥ 0 ∀ x ∈ V ; (x, x) = 0 ⇔ x = 0;

(2) (x, y) = (y, x) ∀ x, y ∈ V ;

(3) (x+ y, z) = (x, z) + (y, z) ∀ x, y, z ∈ V ;

(4) (αx, y) = α(x, y) ∀ α ∈ R, ∀ x ∈ V .

×èñëî (x, y) íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ x è y. Âåùåñòâåííîå ëè-
íåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâûì.

Â Rn ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ x = [x1, . . . , xn]>, y = [y1, . . . , yn]> ÷àñòî
ââîäèòñÿ êàê ñóììà ïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé êîîðäèíàò:

(x, y) =
n∑

i=1

xiyi = y>x. (∗)

Îíî íàçûâàåòñÿ åñòåñòâåííûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì íà Rn. Íî íà Rn ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå ìîæíî ââåñòè è ìíîãèìè äðóãèìè ñïîñîáàìè: íàïðèìåð, åñëè ôèêñèðîâàòü
÷èñëà λ1, . . . , λn > 0, òî âûðàæåíèå

(x, y) =
n∑

i=1

λixiyi = y>

[
λ1

. . .
λn

]
x

îáëàäàåò ñâîéñòâàìè (1)�(4) è, ñëåäîâàòåëüíî, çàäàåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

24.2 Óíèòàðíîå ïðîñòðàíñòâî
Â Cn âûðàæåíèå (∗), î÷åâèäíî, óæå íå ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì: ïóñòü n = 2
è x = [1, i]>, òîãäà (x, x) = 12 + i2 = 0. Âîîáùå â íåíóëåâîì êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå
àêñèîìû (1), (4) íå ñîâìåñòèìû ñ àêñèîìîé (2): (ix, ix) = −(x, x) ⇒ åñëè (x, x) > 0,
òî (ix, ix) < 0.

Ïóñòü V � êîìïëåêñíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî. Òåïåðü ïðè îïðåäåëåíèè ñêàëÿðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ (x, y) ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÷èñëî (x, y) â îáùåì ñëó÷àå êîìïëåêñíîå, à
íàáîð àêñèîì ìîäèôèöèðóåòñÿ òàêèì îáðàçîì:

179
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(1′) (x, x) ≥ 0 ∀ x ∈ V ; (x, x) = 0 ⇔ x = 0;

(2′) (x, y) = (y, x) ∀ x, y ∈ V (÷åðòà îçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå);

(3′) (x+ y, z) = (x, z) + (y, z) ∀ x, y, z ∈ V ;

(4′) (αx, y) = α(x, y) ∀ α ∈ C, ∀ x ∈ V .

Êîìïëåêñíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì íàçûâàåòñÿ óíèòàð-
íûì.

Àêñèîìû åâêëèäîâà è óíèòàðíîãî ïðîñòðàíñòâ îòëè÷àþòñÿ ëèøü êîìïëåêíûì ñî-
ïðÿæåíèåì âî âòîðîé àêñèîìå è, êîíå÷íî, òåì, ÷òî â âåùåñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå âñå
÷èñëà è ñàìî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåùåñòâåííû. Çàìåòèì, ÷òî òî â ëþáîì ñëó÷àå
ñêàëÿðíûé êâàäðàò (x, x) îáÿçàí áûòü íåîòðèöàòåëüíûì âåùåñòâåííûì ÷èñëîì.

Â îòëè÷èå îò (∗), â Cn åñòåñòâåííîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ x =
[x1, . . . , xn]>, y = [y1, . . . , yn]> ââîäèòñÿ òàê:

(x, y) =
n∑

i=1

xiyi = y∗x.

24.3 Áèëèíåéíûå è ïîëóòîðàëèíåéíûå ôîðìû
Â àêñèîìàõ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñâîéñòâà (3), (4) îòðàæàþò ëèíåéíîñòü ôóíêöèè
(x, y) îò âåêòîðîâ x è y ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó. Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå àêñèîìà (2)
äàåò íàì ëèíåéíîñòü è ïî âòîðîìó àðãóìåíòó.

Ôóíêöèÿ f(x, y) íàçûâàåòñÿ áèëèíåéíîé ôîðìîé, åñëè îíà ëèíåéíà ïî êàæäîìó èç
àðãóìåíòîâ:

(αx+ βy, z) = α(x, z) + β(y, z), (z, αx+ βy) = α(z, x) + β(z, y) ∀ x, y, z ∈ V, ∀ α, β.

Òàêèì îáðàçîì, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ áèëèíåé-
íîé ôîðìîé ñ äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè (1) è (2).

Ôóíêöèÿ f(x, y) íàçûâàåòñÿ ïîëóòîðàëèíåéíîé ôîðìîé, åñëè

(αx+βy, z) = α(x, z)+β(y, z), (z, αx+βy) = α(z, x)+β(z, y) ∀ x, y, z ∈ V, ∀ α, β ∈ C.

Î÷åâèäíî, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â óíèòàðíîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ ïîëóòîðàëèíåé-
íîé ôîðìîé ñ äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè (1′) è (2′).

24.4 Äëèíà âåêòîðà
Ïóñòü V � ïðîèçâîëüíîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì. Âåëè÷èíà

|x| =
√

(x, x)

íàçûâàåòñÿ äëèíîé âåêòîðà x ∈ V .

Íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî�Øâàðöà. Äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ x, y ∈ V

|(x, y)| ≤ |x| |y|, (∗)
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ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà x è y ëèíåéíî
çàâèñèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êîìïëåêñíîå ÷èñëî (x, y) çàïèøåì â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå

(x, y) = |(x, y)| ξ, ξ = cosφ+ i sinφ.

Åñëè y = 0, òî â (∗) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî. Ïóñòü y 6= 0. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî t ∈ R
ðàññìîòðèì âûðàæåíèå

(x+ tξy, x+ tξy) = (x, x) + tξ(x, y) + tξ(x, y) + ξξ(y, y) = t2|y|2 + 2t|(x, y)|+ |x|2 ≥ 0.

Íåîòðèöàòåëüíîñòü êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà îò ïåðåìåííîé t îçíà÷àåò íåïîëîæèòåëü-
íîñòü åãî äèñêðèìèíàíòà:

D = |(x, y)|2 − |x|2|y|2 ≤ 0 ⇒ |(x, y)| ≤ |x| |y|.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè y 6= 0 â (∗) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî ⇒ D = 0 ⇒ äëÿ
íåêîòîðîãî âåùåñòâåííîãî t ïîëó÷àåì

(x+ tξy, x+ tξy) = 0 ⇒ x+ tξy = 0.

Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî åñëè y = 0 èëè x = αy, òî (∗) îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî. 2

Ñëåäñòâèå. Äëèíà ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíîé íîðìîé íà V .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûå äâà ñâîéñòâà íîðìû î÷åâèäíû, à íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà
âûòåêàåò èç íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî-Øâàðöà:

|x+ y|2 = |x|2 + |y|2 + (x, y) + (y, x) ≤ |x|2 + |y|2 + 2|x| |y| = (|x|+ |y|)2. 2

Ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, ïîëíîå îòíîñèòåëüíî íîðìû || · || = | · |,
îáû÷íî íàçûâàåòñÿ ãèëüáåðòîâûì.

24.5 Òîæäåñòâî ïàðàëëåëîãðàììà
Èòàê, ëþáîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì îáëàäàåò ñïåöèàëüíîé íîðìîé,
ïîðîæäåííîé ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì. Çàäàäèì âîïðîñ: êàêèå íîðìû íà V ìîãóò
ïîðîæäàòüñÿ êàêèì-íèáóäü ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì?

Îòâåò ñâÿçàí ñî ñëåäóþùèì òîæäåñòâîì ïàðàëëåëîãðàììà:

||x+ y||2 + ||x− y||2 = 2(||x||2 + ||y||2) ∀ x, y ∈ V.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äëèíà âåêòîðà ||x|| = |x| (òî åñòü, íîðìà, ïîðîæäåííàÿ ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì) óäîâëåòâîðÿåò äàííîìó òîæäåñòâó. Íî âåðíî è îáðàòíîå.

Òåîðåìà. Íîðìà ||·|| ïîðîæäàåòñÿ êàêèì-òî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì â òîì è òîëü-
êî òîì ñëó÷àå, êîãäà äëÿ íåå âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî ïàðàëëîãðàììà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü V � ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì. Çàïèøåì
(x, y) = a+ ib, ãäå a, b ∈ R. Òîãäà åñëè ||x|| = |x|, òî

||x+ y||2 = (x, x) + (x, y) + (y, z) + (y, y) = ||x||2 + ||y||2 + 2a,
||x+ iy||2 = (x, x) + i(y, x)− i(x, y) + (y, y) = ||x||2 + ||iy||2 + 2b.
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Îòñþäà a = f(x, y) è b = g(x, y), ãäå

f(x, y) =
1

2
(||x+ y||2 − ||x||2 − ||y||2), g(x, y) =

1

2
(||x+ iy||2 − ||x||2 − ||iy||2).

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî V � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî. Åñëè íîðìà ïîðîæäà-
åòñÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, òî ïîñëåäíåå îáÿçàíî èìåòü âèä

(x, y) = f(x, y) + ig(x, y). (∗)

Ðàññìîòðèì (∗) êàê îïðåäåëåíèå ôóíêöèè (x, y) è äîêàæåì, ÷òî îíà îáëàäàåò âñåìè
ñâîéñòâàìè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî (x, x) = ||x||2. Ïîýòîìó ïåðâàÿ àêñèîìà î÷åâèäíà. Òàê æå ëåãêî
ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî (x, y) = (y, x).

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî íîðìà óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó ïàðàëëåëîãðàììà è äîêà-
æåì, ÷òî ôóíêöèÿ (x, y) ëèíåéíà ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó (òðåòüÿ è ÷åòâåðòàÿ àêñèîìû).
Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ëèíåéíîñòü ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó ôóíêöèè f(x, y) (ëè-
íåéíîñòü g(x, y) ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó áóäåò î÷åâèäíûì ñëåäñòâèåì).

Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî f(x+ y, z) = f(x, z) + f(y, z). Èç îïðåäåëåíèÿ f è òîæäåñòâà
ïàðàëëåëîãðàììà âèäíî, ÷òî

f(x, z) =
1

4
(||x+ z||2 − ||x− z||2), f(y, z) =

1

4
(||y + z||2 − ||y − z||2).

Çàïèøåì x+ z = u+ v, y + z = u− v ⇒ u = 1
2
(x+ y + 2z), v = 1

2
(x− y). Â ñèëó

òîæäåñòâà ïàðàëëåëîãðàììà äëÿ âåêòîðîâ u è v,

||x+ z||2 + ||y + z||2 =
1

2
(||(x+ y + z) + z||2 +

1

2
||x− y||2.

Àíàëîãè÷íî,

||x− z||2 + ||y − z||2 =
1

2
(||(x+ y − z)− z||2 +

1

2
||x− y||2.

Ïî òîìó æå òîæäåñòâó ïàðàëëåëîãðàììà äëÿ x+ y + z è z,

1

2
(||(x+ y + z) + z||2 = ||x+ y + z||2 + ||z||2 − 1

2
||x+ y||2,

1

2
(||(x+ y − z)− z||2 = ||x+ y − z||2 + ||z||2 − 1

2
||x+ y||2.

Îòñþäà

f(x, z) + f(y, z) =
1

4
(||x+ y + z||2 − ||x+ y − z||2) = f(x+ y, z).

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî f(αx, y) = α f(x, y) äëÿ ëþáîãî α ∈ R. Ïóñòü α = m
n
� ðàöèî-

íàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà, ïîëüçóÿñü óæå äîêàçàííûì ñâîéñòâîì, íàõîäèì

n f( 1
n
x, y) = f(n ( 1

n
x), y) = f(x, y) ⇒ f( 1

n
x, y) = 1

n
f(x, y) ⇒

f(m
n
x, y) = f(m( 1

n
x, y) = m f( 1

n
x, y) = m

n
f(x, y).

Ïðîèçâîëüíîå âåùåñòâåííîå α ïðåäñòàâèì êàê ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàöèîíàëü-
íûõ αk → α. Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x, y) íåïðåðûâíà ïî x. Ïîýòîìó
â ðàâåíñòâàõ f(αkx, y) = αkf(x, y) ìîæíî ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè k →∞.

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ðàâåíñòâî (αx, y) = (αx, y) ïîêà òîëüêî äëÿ âåùåñòâåí-
íûõ α. Îíî áóäåò âåðíî äëÿ ëþáûõ êîìïëåêñíûõ α, åñëè ìû óñòàíîâèì, ÷òî (ix, y) =
i(x, y). Ýòî âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ (∗) è âèäà ôóíêöèé f(x, y) è
g(x, y). 2
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24.6 Îðòîãîíàëüíîñòü âåêòîðîâ
Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïîçâîëÿåò ââåñòè îáùåå ïîíÿòèå îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîðîâ: x
è y íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè, åñëè (x, y) = 0. Îáîçíà÷åíèå: x⊥y.

Çàìåòèì, ÷òî â îäíîì è òîì æå ïðîñòðàíñòâå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ìîæíî ââåñ-
òè ìíîãèìè ðàçíûìè ñïîñîáàìè, è âåêòîðû, îðòîãîíàëüíûå äëÿ êàêîãî-òî ñêàëÿðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ, ìîãóò áûòü íå îðòîãîíàëüíûìè ïî îòíîøåíèþ ê äðóãîìó ñêàëÿðíîìó
ïðîèçâåäåíèþ.

Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî ââåñòè òàêæå îáùåå ïîíÿòèå óãëà φ = φ(x, y)
ìåæäó âåêòîðàìè x è y. Ïî îïðåäåëåíèþ,

cosφ =
(x, y)

|x| |y|
.

Íóæíî çàìåòèòü, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ïî ìîäóëþ íå áîëüøå 1 (â ñèëó íåðàâåíñòâà Êîøè-
Áóíÿêîâñêîãî-Øâàðöà). Äëÿ îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ φ = π/2. Ïî ïîíÿòíîé ïðè÷èíå
äàííîå îïðåäåëåíèå óãëà íå ïåðåíîñèòñÿ íà ñëó÷àé óíèòàðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Íî ïîíÿòèå
îðòîãîíàëüíîñòè ðàáîòàåò, êîíå÷íî, è òàì.

Òåîðåìà Ïèôàãîðà. Åñëè x⊥y, òî |x+ y|2 = |x|2 + |y|2.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (x, y) = 0. Òîãäà (x+y, x+y) = (x, x)+(x, y)+(y, x)+(y, y) =
(x, x) + (y, y). 2

Çàìå÷àíèå. Â åâêëèäîâîì (íî íå â óíèòàðíîì!) ïðîñòðàíñòâå òåîðåìó Ïèôàãîðà
ìîæíî îáðàòèòü: åñëè |x + y|2 = |x|2 + |y|2, òî (x, y) = 0 � ýòî î÷åâèäíî, ïîñêîëü-
êó (x, y) + (y, x) = 2(x, y). Îäíàêî, ïîñëåäíåå íå âåðíî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðîâ â
óíèòàðíîì ïðîñòðàíñòâå.

24.7 Îðòîãîíàëüíîñòü ìíîæåñòâ
Ïóñòü V � ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì è L ⊂ V � ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå
ïîäìíîæåñòâî âåêòîðîâ. Âåêòîð x ∈ V íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíûì ìíîæåñòâó L, åñëè
(x, y) = 0 äëÿ âñåõ y ∈ L. Îáîçíà÷åíèå: x⊥L. Ïî îïðåäåëåíèþ, ìíîæåñòâà L è M
îðòîãîíàëüíû, åñëè (x, y) = 0 äëÿ ëþáûõ x ∈ L è y ∈M . Îáîçíà÷åíèå: L⊥M .

Ìíîæåñòâî M âñåõ âåêòîðîâ èç V , êàæäûé èç êîòîðûõ îðòîãîíàëåí çàäàííîìó ìíî-
æåñòâó L, íàçûâàåòñÿ åãî îðòîãîíàëüíûì äîïîëíåíèåì â ïðîñòðàíñòâå V . Îáîçíà÷å-
íèå: M = L⊥.

Óòâåðæäåíèå. Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà L åãî îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå L⊥ ÿâëÿåòñÿ
ïîäïðîñòðàíñòâîì. Ïðè ýòîì L ⊂ (L⊥)⊥.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x, y ∈ L⊥. Òîãäà (x, z) = (y, z) = 0 ∀ z ∈ L ⇒ (αx+βy, z) =
α(x, y) + β(y, z) = 0 ∀ z ∈ L ⇒ αx+ βy ∈ L>.

Ïî îïðåäåëåíèþ, ìíîæåñòâî (L⊥)⊥ ñîäåðæèò âñå âåêòîðû, îðòîãîíàëüíûå L>, à çíà-
÷èò, è âñå âåêòîðû èç ìíîæåñòâà L. 2

24.8 Îðòîãîíàëüíàÿ ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ
Íàïîìíèì, ÷òî ñóììîé ïîäïðîñòðàíñòâ L1, L2, . . . , Lm íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî L âñåõ
âåêòîðîâ âèäà x = x1 + x2 + . . .+ xm, ãäå xi ∈ Li äëÿ âñåõ i. Ýëåìåíòàðíî ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî L � ïîäïðîñòðàíñòâî. Îáîçíà÷åíèå: L = L1 + . . .+ Lm.
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Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî L íàçûâàåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé, åñëè ïîäïðîñòðàíñòâà Li íåíó-
ëåâûå è êàæäûé âåêòîð x ∈ L èìååò åäèíñòâåííîå ðàçëîæåíèå âèäà x = x1 + . . . + xm,
ãäå xi ∈ Li (åñëè x = x′1 + . . .+ x′m è x′i ∈ Li ∀ i, òî íåïðåìåííî x′i = xi ∀ i).

Ñóììà L = L1 + . . . + Lm íåíóëåâûõ ïîäïðîñòðàíñòâ íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé
ñóììîé, åñëè Li⊥Lj ïðè i 6= j. Îáîçíà÷åíèå: L = L1 ⊕ . . .⊕ Lm.

Óòâåðæäåíèå. Îðòîãîíàëüíàÿ ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ L = L1 ⊕ . . . ⊕ Lm ÿâëÿåòñÿ
ïðÿìîé ñóììîé. Êðîìå òîãî, åñëè xi ∈ Li, òî

|x1 + . . .+ xm|2 = |x1|2 + . . .+ |xm|2. (∗)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñíà÷àëà (∗). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî (xi, xj) = 0 ïðè i 6= j, íàõîäèì

|x1 + . . .+ xm|2 =
m∑

i=1

m∑
j=1

(xi, xj) =
m∑

i=1

(xi, xi) =
m∑

i=1

|xi|2.

Äàëåå, ïóñòü x1 + . . .+ xm = x′1 + . . .+ x′m, ãäå xi, x
′
i ∈ Li ∀ i. Òîãäà

0 = |(x1 − x′1) + . . .+ (xm − x′m)|2 = |x1 − x′1|2 + . . .+ |xm − x′m|2 ⇒ xi = x′i ∀ i. 2

Ñëåäñòâèå 1. Êîíå÷íàÿ ñèñòåìà íåíóëåâûõ ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ ÿâëÿ-
åòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âåêòîðû x1, . . . , xm ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû è îòëè÷íû îò íóëÿ.
Òîãäà ñóììà ëèíåéíûõ îáîëî÷åê L(x1), . . . , L(xm) ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ñóììîé, è
åñëè α1x1 + . . .+ αmxm = 0, òî, ñîãëàñíî (∗),

0 = |α1x1 + . . .+ αmxm|2 = |α1|2|x1|2 + . . .+ |αm|2|xm|2 ⇒ α1 = . . . = αm = 0. 2

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè íåíóëåâûå ïîäïðîñòðàíñòâà L1, . . . , Lm êîíå÷íîìåðíû è ïîïàðíî
îðòîãîíàëüíû, òî

dim(L1 ⊕ . . .⊕ Lm) = dimL1 + . . .+ dimLm.

Äîñòàòî÷íî âñïîìíèòü, ÷òî äëÿ ïðÿìîé ñóììû êîíå÷íîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Li

áàçèñ ïîëó÷àåòñÿ îáúåäèíåíèåì áàçèñîâ â ïîäïðîñòðàíñòâàõ Li (ñì. Ëåêöèþ 12).
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ÎÑÍÎÂÍÀß ×ÀÑÒÜ

25.1 Ìàòðèöà Ãðàìà
Ïóñòü äàíà ñèñòåìà âåêòîðîâ v1, . . . , vn è ïóñòü

x = α1v1 + . . .+ αnvn, y = β1v1 + . . .+ βnvn.

Òîãäà ïðÿìîå âû÷èñëåíèå äàåò

(x, y) =
n∑

j=1

βj

(
n∑

i=1

(vj, vi)αj

)
= b∗Ga, (∗)

ãäå

G = G(v1, . . . , vn) =

[
(v1, v1) . . . (vn, v1)

. . . . . . . . .
(v1, vn) . . . (vn, vn)

]
, a =

[
α1

. . .
αn

]
, b =

[
β1

. . .
βn

]
.

Ìàòðèöà G èç ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé ñèñòåìû âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ åå ìàòðèöåé
Ãðàìà. 1

Òåîðåìà î ìàòðèöå Ãðàìà. Ñèñòåìà âåêòîðîâ v1, . . . , vn ëèíåéíî çàâèñèìà òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà åå ìàòðèöà Ãðàìà âûðîæäåííàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x = α1v1 + . . .+ αnvn. Èñïîëüçóÿ (∗) ïðè x = y, íàõîäèì

(x, x) = a∗Ga, a = [α1, . . . , αn]>. (#)

Åñëè G � âûðîæäåííàÿ ìàòðèöà, òî ñóùåñòâóåò ñòîëáåö a 6= 0 òàêîé, ÷òî Ga = 0 ⇒
x = 0 ⇒ ñèñòåìà âåêòîðîâ v1, . . . , vn ëèíåéíî çàâèñèìà.

Îáðàòíî, åñëè ýòà ñèñòåìà ëèíåéíî çàâèñèìà, òî x = 0 ïðè íåêîòîðîì a 6= 0. Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî Ga = [(x, v1), . . . , (x, vn)]> = 0 åñòü ðàâíàÿ íóëþ íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ
êîìáèíàöèÿ ñòîëáöîâ ìàòðèöû G ⇒ ñòîëáöû G ëèíåéíî çàâèñèìû ⇒ G âûðîæ-
äåííàÿ. 2

25.2 Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
Ïóñòü v1, . . . , vn � áàçèñ â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå V . Òîãäà ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
âåêòîðîâ x = α1v1 + . . . + αnvn è y = β1v1 + . . . + βnvn èìååò âèä (∗), ãäå G � ìàòðèöà
Ãðàìà, a = [α1, . . . , αn]>, b = [β1, . . . , βn]>.

1Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ýëåìåíò â ïîçèöèè i, j èìååò âèä (vj , vi). ×àñòî ìàòðèöåé Ãðàìà
íàçûâàþò G> (â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå, êîíå÷íî, G> = G).
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Êàêèìè ñâîéñòâàìè äîëæíà îáëàäàòü ìàòðèöà, ÷òîáû ÿâëÿòüñÿ ìàòðèöåé Ãðàìà äëÿ
ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìû?

Âî-ïåðâûõ, ëþáàÿ ìàòðèöà Ãðàìà îáëàäàåò ñâîéñòâîì G∗ = G. Ìàòðèöû ñ òàêèì
ñâîéñòâîì íàçûâàþòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûìè èëè ýðìèòîâûìè. 2 Â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå
G∗ = G>, à ìàòðèöû ñî ñâîéñòâîì G> = G íàçûâàþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè.

Âî-âòîðûõ, ñîãëàñíî (#), a∗Ga > 0 äëÿ âñåõ a 6= 0, ïðè÷åì åñëè V � âåùåñòâåííîå
ïðîñòðàíñòâî, òî a ∈ Rn, à åñëè êîìïëåêñíîå, òî a ∈ Cn. Ëþáàÿ ìàòðèöà ñ òàêèì
ñâîéñòâîì â ñëó÷àå a ∈ Cn íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé. Âåùåñòâåííàÿ
ìàòðèöà ñ òåì æå ñâîéñòâîì, êîãäà a ∈ Rn, íàçûâàåòñÿ âåùåñòâåííîé ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííîé.

Èòàê, ëþáàÿ ìàòðèöà Ãðàìà â ñëó÷àå óíèòàðíîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâîé
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé. Íî âåðíî è îáðàòíîå. Ïóñòü G � ïðîèçâîëüíàÿ ýðìèòîâà
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà. Òîãäà ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ

f(a, b) = b∗Ga, a, b ∈ Cn, (!)

çàäàåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà Cn è G ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé Ãðàìà ñèñòåìû ñòàíäàðò-
íûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ e1, . . . , en (ei èìååò 1 íà i-ì ìåñòå è 0 â îñòàëüíûõ ïîçèöèÿõ).
Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà (!) îïðåäåëÿåò îáùèé âèä ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â ïðîñò-
ðàíñòâå Cn.

Ñîîòâåòñòâèÿ a ↔ x, b ↔ y (çàäàþùèå èçîìîðôèçì V è Cn) ïîçâîëÿþò ñ ïîìîùüþ
f(a, b) ââåñòè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è íà V .

25.3 Ïåðïåíäèêóëÿð è ïðîåêöèÿ
Ïóñòü V � ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì è L � åãî ïîäïðîñòðàíñòâî ðàç-
ìåðíîñòè m. Ìû óæå çíàåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ V ñóùåñòâóåò ýëåìåíò íàèëó÷øåãî
ïðèáëèæåíèÿ z0 ∈ L � òàêîé, ÷òî |x − z0| ≤ |x − z| äëÿ âñåõ z ∈ L. Â äàííîì ñïåöè-
àëüíîì ñëó÷àå � äëÿ íîðìû, ïîðîæäåííîé ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì � èìååò ìåñòî
åäèíñòâåííîñòü z0 è åñòü î÷åíü ïðîñòîé ñïîñîá åãî ïîëó÷åíèÿ.

Èñõîäèì èç òîãî, ÷òî â L çàäàí áàçèñ z1, . . . , zm. Òîãäà

z0 = α1z1 + . . .+ αmzm.

Íàéäåì êîýôôèöèåíòû α1, . . . , αm èç óñëîâèÿ

x− z0⊥L ⇔ (x− z0, z1) = 0, . . . , (x− z0, zm) = 0 ⇔
α1(z1, z1) + . . . + αm(zm, z1) = (x, z1),
α1(z1, z2) + . . . + αm(zm, z2) = (x, z2),

. . .
α1(z1, zm) + . . . + αm(zm, zm) = (x, zm).

Î÷åâèäíî, èìååì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, äëÿ êîòîðîé ìàòðè-
öà êîýôôèöèåíòîâ ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé Ãðàìà G = G(z1, . . . , zm) ñèñòåìû âåêòîðîâ
z1, . . . , zm. Ïî òåîðåìå î ìàòðèöå Ãðàìà, äëÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìû îíà íåâû-
ðîæäåííàÿ ⇒ ñèñòåìà îòíîñèòåëüíî α1, . . . αm èìååò è ïðèòîì åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

2Â ÷åñòü ôðàíöóçñêîãî ìàòåìàòèêà Øàðëÿ Ýðìèòà (1822�1901).
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⇒ âåêòîð z0, ïîä÷èíåííûé óñëîâèþ x− z0⊥L, ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåí.

Âåêòîð h ≡ x− z0 â ñëó÷àå h⊥L, z0 ∈ L íàçûâàåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðîì, îïóùåííûì
èç x íà L, à z0 � îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé âåêòîðà x íà L.

Òåîðåìà î ïåðïåíäèêóëÿðå. Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x è êîíå÷íîìåðíîãî ïîäïðîñò-
ðàíñòâà L ñóùåñòâóþò è åäèíñòâåííû ïåðïåíäèêóëÿð h⊥L è ïðîåêöèÿ z0 ∈ L òàêèå,
÷òî x = z0 + h. Ïðè ýòîì

|h| = |x− z0| < |x− z| ∀ z ∈ L, z 6= z0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îñòàåòñÿ äîêàçàòü ëèøü òî, ÷òî z0 � îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûé
ýëåìåíò íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ íà L äëÿ âåêòîðà x. Ïóñòü z � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð
èç L. Òîãäà x− z = (x− z0) + (z0− z), ãäå x− z0⊥L è z0− z ∈ L. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî
x− z0 è z0 − z ñóòü ïåðïåíäèêóëÿð è îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ íà L äëÿ âåêòîðà x− z.
Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà,

|x− z|2 = |x− z0|2 + |z0 − z|2 ⇒ |x− z0| < |x− z| ∀ z 6= z0. 2

Ñëåäñòâèå. Åñëè L � êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, òî L = (L⊥)⊥.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû óæå çíàåì, ÷òî L ⊂ (L⊥)⊥. Âîçüìåì x ∈ (L⊥)⊥ è îïóñòèì èç
íåãî ïåðïåíäèêóëÿð h íà L. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ, h ∈ L⊥.
Â òî æå âðåìÿ, h⊥L⊥ ⇒ (h, h) = 0 ⇒ h = 0. Çíà÷èò, x ∈ L ⇒ (L⊥)⊥ ⊂ L. 2

25.4 Îðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû
Ñèñòåìà íåíóëåâûõ âåêòîðîâ x1, . . . , xn íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé, åñëè

(xi, xj) = 0, i 6= j, (∗)

è îðòîíîðìèðîâàííîé, åñëè, äîïîëíèòåëüíî, |x1| = . . . = |xn| = 1. Òàêèì îáðàçîì,
ìàòðèöà Ãðàìà äëÿ îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé ñ ïîëîæèòåëüíûìè
äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè, à äëÿ îðòîíîðìèðîâàííîé � åäèíè÷íîé ìàòðèöåé.

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî Cn ñ åñòåñòâåííûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì è îðòîíîð-
ìèðîâàííóþ ñèñòåìó âåêòîð-ñòîëáöîâ

x1 =

[
x11

. . .
xn1

]
, . . . , xn =

[
x1n

. . .
xnn

]
∈ Cn.

Ñîñòàâèì èç íèõ n× n-ìàòðèöó

X = [x1, . . . , xn] =

[
x11 . . . x1n

. . . . . . . . .
xn1 . . . xnn

]
è çàìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (∗) ðàâíîñèëüíû ìàòðè÷íîìó ðàâåíñòâó

X∗X =

[
(x1, x1) . . . (xn, x1)

. . . . . . . . .
(x1, xn) . . . (xn, xn)

]
= I.

Ìàòðèöà X ∈ Cn×n ñî ñâîéñòâîì X∗X = I íàçûâàåòñÿ óíèòàðíîé. Òàêèì îáðàçîì,
ëþáàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ñ îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìîé ñòîëáöîâ ÿâëÿåòñÿ óíèòàð-
íîé, à ëþáàÿ óíèòàðíàÿ ìàòðèöà èìååò îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó ñòîëáöîâ. ßñíî
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òàêæå, ÷òî äëÿ óíèòàðíîñòè ìàòðèöû íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà èìåëà îðòî-
íîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó ñòðîê (äîêàæèòå!).

Âåùåñòâåííàÿ óíèòàðíàÿ ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé. Ðàíåå ìû óæå îòìå-
÷àëè, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé îòíîñè-
òåëüíî îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ìàòðèö. Òî æå ñïðàâåäëèâî è ïî îòíîøåíèþ ê ìíîæåñòâó
âñåõ óíèòàðíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n.

25.5 Ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè
Èç òåîðåìû î ïåðïåíäèêóëÿðå ñðàçó æå âûòåêàåò, ÷òî â ëþáîì êîíå÷íîìåðíîì ïðîñò-
ðàíñòâå V ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ.

Â ñàìîì äåëå, âîçüìåì â V ïðîèçâîëüíûé áàçèñ v1, . . . , vn è ïðåäïîëîæèì, ÷òî â
ëèíåéíîé îáîëî÷êå Ln−1 = L(v1, . . . , vn−1) óæå ïîñòðîåí îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ èç
âåêòîðîâ q1, . . . , qn−1 (êîíå÷íî, Ln−1 = L(q1, . . . , qn−1)). Ïóñòü hn � ïåðïåíäèêóëÿð, îïó-
ùåííûé èç âåêòîðà vn íà Ln−1. ßñíî, ÷òî hn 6= 0 (èíà÷å vn ∈ Ln−1 ⇒ ñèñòåìà v1, . . . , vn

ëèíåéíî çàâèñèìà). Ïîëîæèì qn = hn/|hn|. Òîãäà ñèñòåìà q1, . . . , qn è áóäåò èñêîìûì
îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîâ â V .

Çàìåòèì, ÷òî â ïîñòðîåííîì áàçèñå äëÿ ëþáîãî k = 1, . . . , n ïåðâûå k âåêòîðîâ
q1, . . . , qk îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â ëèíåéíîé îáîëî÷êå Lk = L(v1, . . . , vk).
Òàêèì îáðàçîì,

L(q1, . . . , qk) = L(v1, . . . , vk), k = 1, . . . , n.

Ðåàëüíûå âû÷èñëåíèÿ íà÷èíàþòñÿ ñ ïîëó÷åíèÿ âåêòîðà q1 = v1/|v1|. Çàòåì èç âåê-
òîðà v2 îïóñêàåòñÿ íà L1 ïåðïåíäèêóëÿð h2 è íîðìèðóåòñÿ: q2 = h2/|h2|. È òàê äàëåå.
Îïóñêàÿ ïåðïåíäèêóëÿð íà Lk, ðàçóìíî èñêàòü ðàçëîæåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîåêöèè
íå ïî èñõîäíîé ñèñòåìå v1, . . . , vk, à ïî óæå ïîñòðîåííîé îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìå
q1, . . . , qk. Âûãîäà î÷åâèäíà: ìàòðèöà Ãðàìà äëÿ q1, . . . , qk ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íîé!

Äàííûé àëãîðèòì íàçûâàåòñÿ ïðîöåññîì îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà�Øìèäòà. Âîò åãî
ôîðìàëüíîå îïèñàíèå:

hk = vk −
k−1∑
i=1

(vk, qi) qi, qk = hk/|hk|, k = 1, . . . , n.

25.6 Äîïîëíåíèå äî îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà
Ïóñòü V � ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì.

Ëåììà î äîïîëíåíèè äî îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà. Ëþáàÿ îðòîãîíàëüíàÿ (îðòî-
íîðìèðîâàííàÿ) ñèñòåìà âåêòîðîâ v1, . . . , vk ∈ V ìîæåò áûòü äîñòðîåíà êàêèìè-òî
âåêòîðàìè èç V äî îðòîãîíàëüíîãî (îðòîíîðìèðîâàííîãî) áàçèñà â V .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïîëíèì v1, . . . , vk êàêèìè-íèáóäü âåêòîðàìè äî áàçèñà â V , à çàòåì
ê ïîëó÷åííîìó áàçèñó ïðèìåíèì ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè. 2

Ñëåäñòâèå. Åñëè Lk � ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè k, òî dimL⊥k = n − k. Ïðè
ýòîì

V = Lk ⊕ L⊥k .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â V ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ q1, . . . , qn òàêîé, ÷òî
Lk = L(q1, . . . , qk). Ïðè ýòîì î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîé âåêòîð, îðòîãîíàëüíûé Lk, åñòü ëè-
íåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ qk+1, . . . , qn. 2
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25.7 Áèîðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû
Ïóñòü V � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (· , ·) è L ⊂ V � ïîä-
ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè m.

Ñèñòåìû âåêòîðîâ u1, . . . , um ∈ L è v1, . . . , vm ∈ L íàçûâàþòñÿ áèîðòîãîíàëüíûìè,
åñëè

(ui, vj) =

{
1, i = j,
0, i 6= j.

Ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî êàæäàÿ èç ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ áèîðòîãîíàëüíîé äëÿ äðóãîé ñèñòåìû.

Óòâåðæäåíèå 1. Â ñëó÷àå áèîðòîãîíàëüíîñòè êàæäàÿ èç ñèñòåì u1, . . . , um è
v1, . . . , vm ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü z ≡ α1u1 + . . . + αmum = 0. Èñïîëüçóÿ áèîðòîãîíàëüíîñòü,
íàõîäèì (z, vi) = αi = 0. 2

Óòâåðæäåíèå 2. Äëÿ ëþáîé ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìû u1, . . . , um ∈ L, dimL =
m, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ áèîðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà v1, . . . , vm ∈ L.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì â L îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ p1, . . . , pm, ðàññìîòðèì
ðàçëîæåíèÿ

ui =
m∑

k=1

aikpk, i = 1, . . . , m,

è îáðàçóåì m×m-ìàòðèöó A = [aij]. Ñòîëáöû A ëèíåéíî íåçàâèñèìû ⇒ ìàòðèöà A
îáðàòèìà. Áóäåì èñêàòü v1, . . . , vm â âèäå

vj =
m∑

k=1

bkjpk, j = 1, . . . , m. (∗)

Â ñëó÷àå áèîðòîãîíàëüíîñòè ïîëó÷àåì

(ui, vj) =
m∑

k=1

aikb̄kj ⇒ B ≡ [b̄kj] = A−1,

÷òî äîêàçûâàåò åäèíñòâåííîñòü ñèñòåìû v1, . . . , vm. ×òîáû äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå,
ïîëîæèì bkj = (A−1)kj è îïðåäåëèì vj ôîðìóëîé (∗). 2

ÄÎÏÎËÍÈÒÅËÜÍÀß ×ÀÑÒÜ

25.8 QR-ðàçëîæåíèå ìàòðèöû
Ïóñòü A ∈ Cn×m èìååò ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ñòîëáöû a1, . . . , am ∈ Cn è ê íèì ïðèìå-
íÿåòñÿ ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà�Øìèäòà ñ èñïîëüçîâàíèåì åñòåñòâåííîãî ñêà-
ëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.. Ïóñòü â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àþòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûå âåêòîðû
q1, . . . , qm ∈ Cm.

Ñîîòíîøåíèÿ ak ∈ L(q1, . . . , qk) âûïîëíÿþòñÿ ïðè k = 1, . . . ,m è îçíà÷àþò, ÷òî äëÿ
êàêèõ-òî ÷èñåë rik èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

ak =
k∑

i=1

rik qi, k = 1, . . . , m,



190 Ëåêöèÿ 25

èëè, â ìàòðè÷íîì âèäå,

A = QR, Q = [q1, . . . , qm], R =


r11 r12 . . . r1m

r22 . . . r2m

. . . . . .
rmm

 .

Îïðåäåëåíèå. Ðàçëîæåíèå A = QR, ãäå Q èìååò îðòîíîðìèðîâàííûå ñòîëáöû, à R �
âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà, íàçûâàåòñÿ QR-ðàçëîæåíèåì ìàòðèöû A.

Òàêèì îáðàçîì, ìû òîëüêî ÷òî äîêàçàëè, ÷òî äëÿ ëþáîé ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöû
ñ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè ñòîëáöàìè ñóùåñòâóåò QR-ðàçëîæåíèå. Â ÷àñòíîñòè, îíî
ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîé íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû. Â äåéñòâèòåëüíîñòè ñïðàâåäëèâà áîëåå
îáùàÿ

Òåîðåìà. Ëþáàÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ ìàòðèöà, â êîòîðîé ÷èñëî ñòðîê íå ìåíüøå ÷èñëà
ñòîëáöîâ, îáëàäàåò QR-ðàçëîæåíèåì ñ âåðõíåé ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöåé R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ai1 � ïåðâûé íåíóëåâîé ñòîëáåö ìàòðèöû A, ai2 � ïåðâûé
ñòîëáåö òàêîé, ÷òî ai2 /∈ L(ai1), ai3 � ïåðâûé ñòîëáåö òàêîé, ÷òî ai3 /∈ L(ai1 , ai2), è òàê
äàëåå. Â èòîãå ïîëó÷àåì â A áàçèñíóþ ñèñòåìó ñòîëáöîâ

ai1 , . . . , air , i1 < i2 < . . . < ir,

îáëàäàþùóþ òàêèìè ñâîéñòâàìè:

aj = 0 ïðè j < i1;

aj ∈ L(ai1 , . . . , ail) ïðè il < j < il+1, l = 1, . . . , r − 1;

aj ∈ L(ai1 , . . . , air) ïðè ir < j.

Íàéäåì QR-ðàçëîæåíèå

[ai1 , . . . , air ] = [qi1 , . . . , qir ]Rr.

Ñèñòåìó ñòîëáöîâ qi1 , . . . , qir äîïîëíèì äî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà â n-ìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå ñòîëáöîâ è èç ïîëó÷åííûõ ñòîëáöîâ ñîñòàâèì ìàòðèöó Q, ñîõðàíèâ
ïåðâîíà÷àëüíûå ñòîëáöû â ïîçèöèÿõ i1, . . . , ir.

Çàïèñàâ A = QR, âèäèì, ÷òî â ìàòðèöå R ïåðâûå r ýëåìåíòîâ il-ãî ñòîëáöà òå æå,
÷òî â l-ì ñòîëáöå ìàòðèöû Rr. Â òî æå âðåìÿ, j-é ñòîëáåö ïðè il < j < il+1 èìååò íóëè
â ïîçèöèÿõ íèæå il-é. 2

Çàäà÷à. Ïóñòü A ∈ Cn×n èìååò ñòîëáöû a1, . . . , an ∈ Cn. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

|detA| ≤
n∏

j=1

||aj ||2.
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25.9 Ïîòåðÿ îðòîãîíàëüíîñòè ïðè âû÷èñëåíèÿõ
Ïîïðîáóéòå ðåàëèçîâàòü ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà�Øìèäòà íà êîìïüþòåðå. Ïî
çàâåðøåíèè âû÷èñëåíèé çàêîííî æåëàíèå ïðîâåðèòü, �íàñêîëüêî îðòîãîíàëüíûìè� áó-
äóò âû÷èñëåííûå âåêòîðû q̃1, . . . , q̃n ∈ Cn.

Â ñèëó îøèáîê îêðóãëåíèÿ îíè, êîíå÷íî, îòëè÷àþòñÿ îò òî÷íûõ îðòîíîðìèðîâàííûõ
âåêòîðîâ q1, . . . , qn. Îäíàêî, ïðîâåðêà ìîæåò Âàñ è óäèâèòü: â áîëüøîì ÷èñëå ñëó÷àåâ
ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ âû÷èñëåííûõ âåêòîðîâ (q̃i, q̃j) ïðè i 6= j ñîâñåì íå ïîõîæè íà
íóëè.

Ïðè÷èíó ïîíÿòü íåòðóäíî. Äîïóñòèì, ÷òî âñå õîðîøî íà ïåðâûõ k øàãàõ:

(q̃i, q̃i) ≈ 1, (q̃i, q̃j) ≈ 0, i 6= j, 1 ≤ i, j ≤ k.

Äàëåå, ïóñòü âû÷èñëåííûé ïåðïåíäèêóëÿð h̃k+1 òàêîâ, ÷òî

(h̃k+1, q̃i) = ε, ε ≈ 0. (∗)
Ïîñëå íîðìèðîâêè, òåì íå ìåíåå,

(q̃k+1, q̃i) = (h̃k+1, q̃i)/|h̃k+1| = ε/|h̃k+1|.
Îòñþäà âèäíî, ÷òî îðòîãîíàëüíîñòü óòðà÷èâàåòñÿ ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîé äëèíå ïðè-

áëèæåííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà h̃k+1. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîð ak+1 áëèçîê ê ëèíåé-
íîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ a1, . . . , ak.

×òî æå äåëàòü? Õîðîøèé ðåöåïò � �çàäåðæàòüñÿ� íà k + 1-ì øàãå è ïîâòîðèòü p
ðàç âû÷èñëåíèÿ k + 1-ãî øàãà ñ çàìåíîé ak+1 íà h̃k+1. Ýòî òàê íàçûâàåìàÿ ïðîöåäóðà
p-êðàòíîé ðåîðòîãîíàëèçàöèè.

Â ðåçóëüòàòå âåëè÷èíà ε â ñîîòíîøåíèÿõ òèïà (∗) óìåíüøàåòñÿ è ìîæåò áûòü ñäåëàíà
ñêîëü óãîäíî ìàëîé. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü Qk = [q1, . . . , qk], Q̃k = [q̃1, . . . , q̃k]. Òîãäà

hk+1 = ak+1 −
k∑

i=1

qi (q
∗
i ak+1) = ak+1 −

k∑
i=1

(qi q
∗
i )ak+1 = (I −QkQ

∗
k)ak+1 ⇒

[
(hk+1, q1)
(hk+1, q2)

. . .
(hk+1, qk)

]
= Q∗khk+1 = Q∗k(I −QkQ

∗
k)ak+1 = (Ik −Q∗kQk)Q

∗
kak+1.

Çäåñü I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n, à Ik � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà k. Åñëè
ïîãðåøíîñòè èìåëè ìåñòî òîëüêî ïðè âû÷èñëåíèè ïåðâûõ k âåêòîðîâ, à íà k+1-ì øàãå
èõ íå áûëî, òî äëÿ âû÷èñëåííûõ âåêòîðîâ ïîëó÷àåì

Q̃∗kh̃k+1 = (Ik − Q̃∗kQ̃) Q̃∗kak+1.

Ïóñòü ðåîðòîãîíàëèçàöèÿ ïîâòîðÿåòñÿ p ðàç áåç íîðìèðîâêè ïåðïåíäèêóëÿðà è â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ âåêòîð h(p). Òîãäà

Q̃∗kh
(p) = (Ik − Q̃∗kQ̃)p Q̃∗kak+1.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî â ñëó÷àå äîñòàòî÷íî ìàëûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû Ik − Q̃∗kQ̃k (òî
åñòü, â ñëó÷àå �ïðèåìëåìîé� îðòîãîíàëüíîñòè ïåðâûõ k âåêòîðîâ)

(Ik − Q̃∗kQ̃k)
p → 0 ïðè p→∞.

Ïîýòîìó Q̃∗kh
(p) → 0 ïðè p→∞.

Çàìå÷àòåëüíî òî, ÷òî ìåòîä ðåîðòîãîíàëèçàöèè ïîçâîëÿåò äîáèòüñÿ �õîðîøåé� îð-
òîãîíàëüíîñòè âåêòîðà q̃k+1 ê âåêòîðàì q̃1, . . . , q̃k äàæå òîì ñëó÷àå, êîãäà îíè ñàìè
îðòîãîíàëüíû ñ ñóùåñòâåííî ìåíüøåé òî÷íîñòüþ.
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25.10 Îáîáùåíèå òåîðåìû î ïåðïåíäèêóëÿðå
Òåîðåìó î ïåðïåíäèêóëÿðå ìîæíî äîêàçàòü ñ ïîìîùüþ ñîâåðøåííî äðóãîé òåõíèêè � ìåíåå êîíñòðóê-
òèâíîé, íî ðàáîòàþùåé òàêæå â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà L.

Òåîðåìà. Ïóñòü V � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, à L � åãî çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Òîãäà äëÿ
ëþáîãî âåêòîðà x ñóùåñòâóþò è åäèíñòâåííû ïåðïåíäèêóëÿð h⊥L è ïðîåêöèÿ z0 ∈ L òàêèå, ÷òî
x = z0 + h. Ïðè ýòîì

|h| = |x− z0| < |x− z| ∀ z ∈ L, z 6= z0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x 6= L è γ = inf
z∈L

|x − z| � ðàññòîÿíèå ìåæäó x è L. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü zn ∈ L ñî ñâîéñòâîì γ2 ≤ |x− zn|2 ≤ γ2 + 1/n. Â ñèëó òîæäåñòâà ïàðàëëåëîãðàììà,

|x− zn|2 + |x− zm|2 = 2|1
2

(zm − zn)|2 + 2|x− 1
2

(zn + zm)|2 ⇒ |zn − zm|2 ≤ 2(1/n+ 1/m).

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü zn ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé è, â ñèëó ïîëíîòû ãèëüáåðòîâà
ïðîñòðàíñòâà, ñõîäèòñÿ ê êàêîìó-òî âåêòîðó z0 ∈ V . Èç çàìêíóòîñòè L âûòåêàåò, ÷òî z0 ∈ L.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî y = x− z0 ⊥ L.
Âîçüìåì ëþáîé âåêòîð z ∈ L è çàïèøåì (y, z) = a + ib, a, b ∈ R. Åñëè a 6= 0, òî ïóñòü τ = a/|a|.

Äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàõîäèì

γ2 ≤ |x− z0 − ετz|2 = |y − ετz|2 ≤ |y|2 − 2ε|a|+ ε2|z|2 = γ2 − 2ε|a|+ ε2|z|2 ⇒ |a| ≤ ε|z|2/2.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε äîëæíî áûòü a = 0. Àíàëîãè÷íàÿ âûêëàäêà (ñ çàìåíîé z íà iz) ïîçâîëÿåò
äîêàçàòü, ÷òî è b = 0.

Òî, ÷òî z0 ÿâëÿåòñÿ äëÿ x åäèíñòâåííûì ýëåìåíòîì íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ íà L, äîêàçûâàåòñÿ
òàê æå, êàê â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå (ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ïèôàãîðà). 2

Çàìå÷àíèå. Äîêàçàíî, ïî ñóùåñòâó, ÷òî ýëåìåíò íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ z0 ñóùåñòâóåò äëÿ ïðî-
èçâîëüíîãî çàìêíóòîãî âûïóêëîãî ìíîæåñòâà L. Çíàíèå î òîì, ÷òî L � ïîäïðîñòðàíñòâî, òðåáóåòñÿ
ëèøü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îðòîãîíàëüíîñòè x− z0⊥L è åäèíñòâåííîñòè z0.



Ëåêöèÿ 26

ÎÑÍÎÂÍÀß ×ÀÑÒÜ

26.1 Ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû
Ïóñòü V � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ÷èñëîâûì ïîëåì P è f(x) � ôóíêöèÿ îò âåêòîðà
x ∈ V ñ ÷èñëîâûìè çíà÷åíèÿìè. Òàêèå ôóíêöèè ïðèíÿòî íàçûâàòü ôóíêöèîíàëàìè.
Åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè

f(αx+ βy) = αf(x) + βf(y) ∀ α, β ∈ P, ∀ x, y ∈ V,

òî ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì.
Ïóñòü òåïåðü V � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî1. Ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íàçûâàåòñÿ

îãðàíè÷åííûì, åñëè äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû c > 0

|f(x)| ≤ c||x||V ∀ x ∈ V. (∗)

Óòâåðæäåíèå 1. Äëÿ îãðàíè÷åííîñòè ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà íåîáõîäèìà è äîñòà-
òî÷íà åãî íåïðåðûâíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ (∗), òî èç ñõîäèìîñòè ||xk − x||V → 0 ïðè k → ∞
ñëåäóåò, ÷òî |f(xk)− f(x)| = |f(xk − x)| ≤ c||xk − x||V → 0.

Åñëè ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë f(x) íåïðåðûâåí, òî ïîêàæåì, ÷òî îí îãðàíè÷åí íà åäè-
íè÷íîé ñôåðå S = {x : ||x||V = 1}. Åñëè ýòî íå òàê, òî äëÿ êàêîé-òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
âåêòîðîâ xk ∈ S èìååì |f(xk)| → ∞.

Îòñþäà ||xk/|f(xk)| ||V → 0 ⇒ xk/|f(xk)| → 0. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè,
f(xk/|f(xk)|) → f(0) = 0, ÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê |f(xk/|f(xk)|)| = |f(xk)|/|f(xk)| = 1.

Èòàê, |f(x)| ≤ c äëÿ âñåõ x òàêèõ, ÷òî ||x||V = 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

|f(x/||x||V )| ≤ c ⇒ |f(x)| ≤ c||x||V ∀ x ∈ V. 2

Çàìå÷àíèå. Äëÿ ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà íåïðåðûâíîñòü â êàêîé-òî îäíîé òî÷êå ðàâ-
íîñèëüíà íåïðåðûâíîñòè âî âñåõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà.

Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè V êîíå÷íîìåðíî, òî ëþáîé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà V ÿâëÿ-
åòñÿ îãðàíè÷åííûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü v1, . . . , vn � áàçèñ â V . Åñëè x = x1v1 + . . .+ xnvn, òî

|f(x)| ≤
n∑

i=1

|xi| |f(vi)| ≤ c

n∑
i=1

|xi|, c ≡ max
1≤i≤n

|f(vi)|.

1Çíà÷èò, P = C èëè P = R.
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Â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå èç ñõîäèìîñòè ïî íîðìå âûòåêàåò ïîêîîðäèíàòíàÿ ñõî-
äèìîñòü. Ïîýòîìó åñëè xk → 0 ïðè k → ∞, òî xk

i → 0. Îòñþäà |f(xk)| → 0. Çíà÷èò,
ôóíêöèîíàë íåïðåðûâåí ïðè x = 0. 2

26.2 Ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî
Îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî äëÿ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ îïðåäåëÿþòñÿ
åñòåñòâåííûì îáðàçîì.

Ïóñòü f(x) è g(x) � ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû íà V . Òîãäà èõ ñóììîé íàçûâàåòñÿ
ôóíêöèÿ h = f + g : V → C, îïðåäåëåííàÿ ïðàâèëîì h(x) ≡ f(x) + g(x). Äëÿ α ∈ C
ôóíêöèÿ h = αf : V → C îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâèëîì h(x) ≡ αf(x).

Ýëåìåíòàðíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî f + g è αf îñòàþòñÿ ëèíåéíûìè ôóíêöèîíàëàìè.
Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî âñåõ âñåõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà V ïðåâðàùàåòñÿ â
ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî.

Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ìíîæåñòâî âñåõ îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíà-
ëîâ. Îíî òîæå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì, ïîñêîëüêó ñëîæåíèå è óìíîæåíèå íà
÷èñëî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ñîõðàíÿþò ñâîéñòâî íåïðåðûâíîñòè.

Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî âñåõ îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà V íàçûâà-
åòñÿ ñîïðÿæåííûì ïðîñòðàíñòâîì äëÿ V . Îáîçíà÷åíèå: V ∗.

Íîðìîé ôóíêöèîíàëà f ∈ V ∗ íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

||f || = sup
||x||V =1

|f(x)|.

Êîíå÷íîñòü ||f || âûòåêàåò èç îãðàíè÷åííîñòè f . Àêñèîìû âåêòîðíîé íîðìû ïðîâåðÿþòñÿ
î÷åâèäíûì îáðàçîì.

26.3 Ïðèìåðû ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ
(1) Ïóñòü P � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî âñåõ âåùåñòâåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ íà îòðåçêå

[−1, 1] ñ C-íîðìîé ||p||C = sup
−1≤x≤1

|p(x)|. Ïóñòü p′(x) îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ìíî-

ãî÷ëåíà p(x) (ÿñíî, ÷òî p′ ∈ P). Ôóíêöèîíàë f : P → R, çàäàííûé ïðàâèëîì

f(p) ≡ p′(1), p ∈ P ,

ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, ëèíåéíûì, íî íå îãðàíè÷åííûì (äîêàæèòå!).

Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèîíàë f(p) = p′(0) òàêæå íå áóäåò îãðàíè÷åííûì.

(2) Â òîì æå ïðîñòðàíñòâå P ôóíêöèîíàë f(p) = p(0) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ëèíåé-
íûì ôóíêöèîíàëîì.

(3) Ôóíêöèîíàë f(p) =
1∫
−1

p(x)dx ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì è îãðàíè÷åííûì íà P . 2

(4) Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî Cn ñ ëþáîé íîðìîé, è ïóñòü äàíû ÷èñëà c1, . . . , cn.
Ïóñòü x = [x1, . . . , xn]> ∈ Cn è f(x) = c1x1 + . . .+ cnxn. Ýòî îãðàíè÷åííûé ëèíåé-
íûé ôóíêöèîíàë íà Cn.

2Â äàííîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî óìåòü èíòåãðèðîâàòü ëèøü ìíîãî÷ëåíû.
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26.4 Ðàçìåðíîñòü äîïîëíèòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà
Ìíîæåñòâî L = {x ∈ V : f(x) = 0} íàçûâàåòñÿ ÿäðîì èëè íóëü-ïðîñòðàíñòâîì ëèíåé-
íîãî ôóíêöèîíàëà f : V → C. Îáîçíà÷åíèå: L = kerf . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî L � ïîäïðîñò-
ðàíñòâî. Åñëè dimV = n è ôóíêöèîíàë íå ðàâåí íóëþ òîæäåñòâåííî, òî dimL = n− 1
(äîêàæèòå!). Ìû ñîáèðàåìñÿ äîêàçàòü, ÷òî â áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå êîíå÷íîé (è ðàâ-
íîé 1) îêàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòü òàê íàçûâàåìîãî äîïîëíèòåëüíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà.

Ïîäïðîñòðàíñòâî L′ â ïðîñòðàíñòâå V íàçûâàåòñÿ äîïîëíèòåëüíûì äëÿ ïîäïðîñò-
ðàíñòâà L, åñëè ðàçëîæåíèå V = L + L′ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé. Ðàçìåðíîñòü äîïîë-
íèòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ êîðàçìåðíîñòüþ ïîäïðîñòðàíñòâà L.

Åñëè V êîíå÷íîìåðíî, òî åãî áàçèñ ìîæíî ïîëó÷èòü îáúåäèíåíèåì áàçèñîâ â L è
L′. Ïîýòîìó dimL′ = dimV − dimL ⇒ êîðàçìåðíîñòü îäíà è òà æå äëÿ ëþáîãî
äîïîëíèòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà. Òî æå âåðíî è â áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå.

Ñêàæåì, ÷òî a ∼ b, åñëè a − b ∈ L. Ýòî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà V . Ïîýòîìó
V ðàçáèâàåòñÿ íà ìíîæåñòâî íåïåðåñåêàþùèõñÿ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ïóñòü êëàññû [a] è [b] ïîðîæäåíû âåêòîðàìè a è b. Åñòåñòâåííûå îïðåäåëåíèÿ îïå-
ðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî

[a] + [b] = [a+ b], α[a] = [αa]

êîððåêòíû, òàê êàê èõ ðåçóëüòàòû íå çàâèñÿò îò âûáîðà ïðåäñòàâèòåëåé â êëàññàõ ýêâè-
âàëåíòíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ïðåâðàùàåòñÿ â ëè-
íåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä òåì æå ïîëåì, ÷òî è ïðîñòðàíñòâî V . Îíî íàçûâàåòñÿ ôàêòîð-
ïðîñòðàíñòâîì. Îáîçíà÷åíèå: V/L.

Óòâåðæäåíèå. Ëþáîå äîïîëíèòåëüíîå äëÿ L ïîäïðîñòðàíñòâî èçîìîðôíî ôàêòîð-
ïðîñòðàíñòâó V/L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ a ∈ L′ ïóñòü Φ(a) = [a]. Î÷åâèäíî, îòîáðàæåíèå Φ : L′ → V/L
ñîõðàíÿåò îïåðàöèè è Φ(L) = V/L. Êðîìå òîãî, åñëè Φ(a) = Φ(b), òî a ∼ b ⇒
a− b ∈ L è îäíîâðåìåííî a− b ∈ L′ ⇒ a− b = 0. Çíà÷èò, Φ � ñîõðàíÿþùåå îïåðàöèè
âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå L′ íà V/L � äðóãèìè ñëîâàìè, èçîìîðôèìçì. 2

Ñëåäñòâèå. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëîæåíèé â ïðÿìóþ ñóììó V = L + L′ = L + L′′

ðàçìåðíîñòè äîïîëíèòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ L′ è L′′ îäèíàêîâû.

26.5 Ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû è ãèïåðïëîñêîñòè
Ïóñòü L = kerf . Åñëè L = V , òî ôóíêöèîíàë òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ (è ïîýòîìó
íàçûâàåòñÿ íóëåâûì èëè òðèâèàëüíûì).

Ïóñòü L 6= V . Òîãäà ñóùåñòâóåò âåêòîð x0, äëÿ êîòîðîãî f(x0) 6= 0. Äëÿ ïðîèçâîëü-
íîãî âåêòîðà x ∈ V íàõîäèì

f(x− αx0) = 0 ïðè α = f(x)/f(x0) ⇒ x = z + αx0, z ∈ L.

Î÷åâèäíî, α îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì z ∈ L. Ïîýòîìó V åñòü ïðÿìàÿ ñóììà
ïîäïðîñòðàíñòâ L è L(x0). Òàêèì îáðàçîì, ÿäðî íåòðèâèàëüíîãî ëèíåéíîãî ôóíêöèîíà-
ëà èìååò êîðàçìåðíîñòü, ðàâíóþ 1.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Mc = {x ∈ V : f(x) = c}. Åñëè f(x0) = c, òî, î÷å-
âèäíî, Mc = x0 + L. Òàêèì îáðàçîì, Mc åñòü ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå ñ íàïðàâëÿþùèì
ïðîñòðàíñòâîì L êîðàçìåðíîñòè 1. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ
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ãèïåðïëîñêîñòüþ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îòîáðàæåíèå f(x) 7→ M(f) = {x ∈ V : f(x) = 1}
ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì ñîîòâåòñòâèåì ìåæäó ëèíåéíûìè ôóíêöèîíàëàìè è ãè-
ïåðïëîñêîñòÿìè.

Ïóñòü dimV = n è e1, . . . , en � áàçèñ â V . Â äàííîì ñëó÷àå ÿñíî, ÷òî ëþáîé ëèíåé-
íûé ôóíêöèîíàë èìååò âèä f(x1e1 + . . .+xnen) = c1x1 + . . .+ cnxn, ãäå ci = f(ei). Òàêèì
îáðàçîì, ëþáàÿ ãèïåðïëîñêîñòü â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå èìååò âèä

c1x1 + . . .+ cnxn = c, (∗)

ãäå x1, . . . , xn � êîîðäèíàòû ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà ïî âûáðàííîìó áàçèñó.

26.6 Îïîðíûå ãèïåðïëîñêîñòè
Óðàâíåíèå ãèïåðïëîñêîñòè (∗) â Rn óäîáíî çàïèñûâàòü â âèäå

(x, h) = c, ãäå h = [c1, . . . , cn]>.

Ãèïåðïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó x0, çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì (x, h) = (x0, h). Ïîä
ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì çäåñü ïîíèìàåòñÿ åñòåñòâåííîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Rn.

Ïóñòü M ⊂ Rn � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî. Òî÷êà x0 ∈ M íàçûâàåòñÿ ãðàíè÷íîé äëÿ
M , åñëè â ëþáîé åå îêðåñòíîñòè èìåþòñÿ òî÷êè u ∈ M è v /∈ M . Ãèïåðïëîñêîñòü
π : (x, h) = (x0, h), ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ãðàíè÷íóþ òî÷êó x0 ∈ M , íàçûâàåòñÿ îïîðíîé
ãèïåðïëîñêîñòüþ äëÿ M , åñëè (x, h) ≤ (x0, h) ∀ x ∈M .

Ëåììà î íàèëó÷øåì ïðèáëèæåíèè íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå. Ïóñòü M ⊂ Rn �
çàìêíóòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè x /∈M ñóùåñòâóåò åäèíñò-
âåííàÿ òî÷êà z0 ∈M òàêàÿ, ÷òî

|x− z0| = ρ ≡ inf
z∈M

|x− z|.

Ïðè ýòîì (x− z0, z − z0) ≤ 0 ∀ z ∈M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü |x − zk| → ρ, zk ∈ M . Â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè äëèí |zk|,
íàéäåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü zkl

→ z0 ∈ M . Ïîëîæèì h = x − z0. Ñ ïîìîùüþ
ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïîëó÷àåì |h| = ρ. Äàëåå, åñëè z ∈ M è v ≡ z − z0, òî, â ñèëó
âûïóêëîñòè M , z0 + εv ∈M äëÿ âñåõ 0 ≤ ε ≤ 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

ρ2 ≤ |x− (z0 + εv)|2 = (h− εv, h− εv) = ρ2 − 2ε(h, v) + ε2|v|2 ⇒

(h, v) ≤ ε|v|2/2 ∀ 0 < ε ≤ 1 ⇒ (h, v) ≤ 0.

Åñëè |x− (z0 + v)| = ρ, òî |v|2 = 2(h, v) ≤ 0 ⇒ v = 0. 2

Òåîðåìà. ×åðåç ëþáóþ ãðàíè÷íóþ òî÷êó çàìêíóòîãî âûïóêëîãî ìíîæåñòâà M ⊂ Rn

ïðîõîäèò õîòÿ áû îäíà îïîðíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü äëÿ M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëþáàÿ ãðàíè÷íàÿ òî÷êà x0 ∈ M åñòü ïðåäåë íåêîòîðîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè âíåøíèõ äëÿM òî÷åê: xk → x0, xk /∈M . Â ñèëó ëåììû, äëÿ êàæäîé òî÷êè xk

ñóùåñòâóåò ýëåìåíò íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ zk ∈M : |xk−zk| ≤ |xk−z| ∀ z ∈M , ïðè
ýòîì äëÿ ëþáîé òî÷êè z ∈M èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî (pk, z) ≤ (pk, z0), ãäå pk = hk/|hk|,
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hk = xk − zk. Èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåêòîðîâ pk âûáåðåì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõî-
äÿùóþñÿ ê íåêîòîðîìó âåêòîðó p; î÷åâèäíî, |p| = 1. Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè z ∈ M
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (z, p) ≤ (x0, p). 2

Ñëåäñòâèå. Åñëè x0 /∈M , òî ñóùåñòâóåò ãèïåðïëîñêîñòü (x, h) = (x0, h) òàêàÿ, ÷òî
(x, h) < (x0, h) ∀ x ∈M .

ÄÎÏÎËÍÈÒÅËÜÍÀß ×ÀÑÒÜ

26.7 Ñòðîåíèå âûïóêëûõ ìíîæåñòâ
Ñóùåñòâîâàíèå îïîðíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî â Rn ëþáîå çà-
ìêíóòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì (âîçìîæíî, áåñêîíå÷íîãî) ÷èñëà
çàìêíóòûõ ïîëóïðîñòðàíñòâ. Ïðèìå÷àòåëåí òàêæå ñëåäóþùèé ôàêò.

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîé òî÷êè çàìêíóòîãî îãðàíè÷åííîãî âûïóêëîãî ìíîæåñòâàM ⊂ Rn

ìîæíî íàéòè êîíå÷íîå ÷èñëî óãëîâûõ òî÷åê ìíîæåñòâà M è èõ âûïóêëóþ êîìáèíà-
öèþ, ðàâíóþ äàííîé òî÷êå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü çàäàííîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî ñîäåðæèòñÿ â ëèíåéíîì ìíî-
ãîîáðàçèè ðàçìåðíîñòè n. Óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî, åñëè n = 1. Ïðîâåäåì èíäóêöèþ ïî
n. Íà÷íåì ñ ïðîèçâîëüíîé ãðàíè÷íîé òî÷êè x0 ∈ M . Ðàññìîòðèì ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç
íåå îïîðíóþ ãèïåðïëîñêîñòü π : (x, h) = (x0, h). Ïåðåñå÷åíèå N = M ∩ π åñòü çà-
ìêíóòîå îãðàíè÷åííîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî, ïðèíàäëåæàùåå ëèíåéíîìó ìíîãîîáðàçèþ
ðàçìåðíîñòè n− 1. Ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ, ëþáàÿ òî÷êà N ′ áóäåò âûïóêëîé
êîìáèíàöèåé åãî óãëîâûõ òî÷åê.

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî óãëîâûå òî÷êè N ÿâëÿþòñÿ òàêæå óãëîâûìè òî÷êàìè ìíî-
æåñòâà M . Â ñàìîì äåëå, ïóñòü òî÷êà x ∈ N ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé îòðåçêà,
ñîåäèíÿþùåãî a, b ∈ M , a 6= b. Î÷åâèäíî, a è b äîëæíû ïðèíàäëåæàòü îïîðíîé ãèïåð-
ïëîñêîñòè π. À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x íå ÿâëÿåòñÿ óãëîâîé òî÷êîé äëÿ N .

Äàëåå, ïóñòü x0 � âíóòðåííÿÿ òî÷êà ìíîæåñòâà M . Ïðîâåäåì ÷åðåç íåå ïðÿìóþ,
ïåðåñåêàþùóþñÿ ñ ãðàíèöåé ìíîæåñòâà M â òî÷êàõ x1 è x2. Î÷åâèäíî, x0 ÿâëÿåòñÿ
âûïóêëîé êîìáèíàöèåé òî÷åê x1 è x2, à îíè, â ñâîþ î÷åðåäü, ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè
êîìáèíàöèÿìè óãëîâûõ òî÷åê äëÿ ïåðåñå÷åíèé M ñ ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç íèõ îïîðíûìè
ãèïåðïëîñêîñòÿìè. 2

Ñëåäñòâèå. Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ëèíåéíîé ôóíêöèè f(x) = c>x = c1x1 + . . .+ cnxn,
c, x ∈ Rn, íà çàìêíóòîì îãðàíè÷åííîì âûïóêëîì ìíîæåñòâå M ⊂ Rn äîñòèãàåòñÿ â
íåêîòîðîé óãëîâîé òî÷êå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå f(x) äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå x0 ∈M . Êàê
è ëþáàÿ òî÷êà M , x0 ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé êîìáèíàöèåé êîíå÷íîãî ÷èñëà óãëîâûõ òî÷åê:
x0 = s1x1 + . . .m xm, si ≥ 0, s1 + . . .+ sm = 1. Îòñþäà

f(x0) = s1f(x1) + . . .+ smf(xm) ≥ (s1 + . . .+ sm) min
1≤i≤m

f(xi) = min
1≤i≤m

f(xi). 2

26.8 Ëèíåéíûå íåðàâåíñòâà
Âîïðîñû î ñèñòåìàõ ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ ÿâëÿþòñÿ, ïî ñóùåñòâó, âîïðîñàìè î ñâîéñò-
âàõ ïåðåñå÷åíèé ïîëóïðîñòðàíñòâ (x, ak) ≤ γk, 1 ≤ k ≤ m. Ïðè ýòîì âàæíî, êîíå÷íî,
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çíàòü, â êàêèõ ñëó÷àÿõ êàêèå-òî íåðàâåíñòâà ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì äðóãèõ íåðàâåíñòâ.
Îñíîâîé äëÿ îòâåòà íà äàííûé âîïðîñ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà Ôàðêàøà. Ïóñòü a, a1, . . . , am ∈ Rn, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåðàâåíñòâî
(x, a) ≤ 0 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñèñòåìû íåðàâåíñòâ (x, ak) ≤ 0, 1 ≤ k ≤ m. Ýòî
âîçìîæíî â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà a = s1a1 + . . . + smam äëÿ íåêîòîðûõ
íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë s1, . . . , sm.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè a = s1a1 + . . . + smam ïðè si ≥ 0, òî íåðàâåíñòâî (x, a) ≤ 0
ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâ (x, ak) ≤ 0 î÷åâèäíûì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

M = {v ∈ Rn : v =
m∑

k=1

skak, sk ≥ 0, 1 ≤ k ≤ m}.

Ýòî âûïóêëîå è çàìêíóòîå ìíîæåñòâî (äîêàæèòå!). Ïîýòîìó åñëè a /∈M , òî ñóùåñòâóåò
ýëåìåíò íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ z0 ∈ M : |a − z0| ≤ |a − z| ∀ z ∈ M . Ïîëîæèì
x0 = a − z0. Òîãäà (x0, z − z0) ≤ 0 ∀ z ∈ M ⇒ (x0, ak) ≤ 0, 1 ≤ k ≤ m. Êðîìå
òîãî, (x0, z) < (x0, a) ∀ z ∈ M . Ïîñêîëüêó 0 ∈ M , íàõîäèì 0 < (x0, a). Òàêèì îáðàçîì,
íåðàâåíñòâî (x, a) ≤ 0 íàðóøàåòñÿ äëÿ âåêòîðà x = x0, êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå
íåðàâåíñòâ (x0, ak) ≤ 0, 1 ≤ k ≤ m. 2

26.9 Ïîèñê òî÷êè â ïåðåñå÷åíèè ãèïåðïëîñêîñòåé
Ãèïåðïëîñêîñòü â Cn � ýòî ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè n− 1. Ïóñòü çàäàíî m
ãèïåðïëîñêîñòåé

a11x1 + . . .+ a1nxn = b1,
. . .

am1x1 + . . .+ amnxn = bm.
(∗)

Îáîçíà÷èì i-þ ãèïåðïëîñêîñòü ÷åðåç Mi. Î÷åâèäíî, èõ ïåðåñå÷åíèå M = M1 ∩ . . .∩Mm

ñîñòîèò èç âåêòîðîâ [x1, . . . , xn]>, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé (∗). Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ïåðåñå÷åíèå m ãèïåðïëîñêîñòåé íå ïóñòî, òî îíî
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ìíîãîîáðàçèåì ðàçìåðíîñòè n− r, ãäå r � ðàíã ìàòðèöû êîýôôè-
öèåíòîâ ñèñòåìû (∗).

Ïóñòü â Cn ââåäåíî åñòåñòâåííîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Òîãäà Mi ìîæíî çàäàòü
óðàâíåíèåì (x, ai) = bi, ãäå ai = [ai1, . . . , ain]>, à ñèñòåìó (∗) çàïèñàòü â âèäå

(x, a1) = b1, . . . , (x, am) = bm.

Íàïðàâëÿþùåå ïîäïðîñòðàíñòâî äëÿ Mi èìååò âèä Li = {x : (x, ai) = 0} ⇒ ai⊥Li.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ãèïåðïëîñêîñòåé M íå ïóñòî. ßñíî, ÷òî M = x̃+ L,

ãäå x̃ ∈ M � ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (∗), à L = L1 ∩ . . . ∩ Lm � ëèíåéíîå ïîäïðîñò-
ðàíñòâî âñåõ ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû.

Äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (∗) ïîïðîáóåì èñïîëü-
çîâàòü ïðîñòóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ èäåþ. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð x0 ∈ Cn, íàéäåì
áëèæàéøèé ê íåìó âåêòîð x1 ∈M1, çàòåì áëèæàéøèé ê x1 âåêòîð x2 ∈M2, è òàê äàëåå.
Ïîëó÷èâ xm ∈Mm, áóäåì ïîâòîðÿòü òå æå äåéñòâèÿ öèêëè÷åñêè: íàéäåì áëèæàéøèé ê
xm âåêòîð xm+1 ∈M1, è òàê äàëåå. 3

Îáîçíà÷èì ÷åðåç x̂ áëèæàéøèé ê x0 âåêòîð èç L, è ïóñòü zk ≡ xk − x̂. Î÷åâèäíî,

zk ∈ Lk, zk − zk−1 = xk − xk−1⊥Lk.

3Ìåòîä îïèñàí â ðàáîòå ïîëüñêîãî ìàòåìàòèêà Êà÷ìàæà (1937 ã.).
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Òàêèì îáðàçîì, xk = xk−1 + tak, ãäå t îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì (xk, ak) = bk ⇒

xk = xk−1 +
bk − (xk−1, ak)

(ak, ak)
ak.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

Mj = Mkm+j, Lj = Lkm+j, aj = akm+j, 1 ≤ j ≤ m, k = 1, 2 . . . .

Óòâåðæäåíèå. xk → x̂ ïðè k →∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà, |z0|2 = |zk|2 +
k−1∑
j=0

|zj+1 − zj|2. Îòñþäà

ρ(zk, Li) ≡ inf
y∈Li

|zk − y| ≤
m∑

j=1

|zk+j+1 − zk+j| → 0, k →∞.

Ôóíêöèÿ ρ(v, Li) = inf
y∈li

|v − y| íåïðåðûâíà ïî v: ïóñòü p1, p2 ∈ Li, v − p1⊥Li, w − p2⊥Li;
òîãäà

|ρ(v, Li)− ρ(w,Li)| = | |v − p1| − |w − p2| | ≤ |(v − w)− (p1 − P2)| ≤ |v − w|.

Ïîýòîìó åñëè zk → z, òî ρ(z, Li) = 0 ïðè 1 ≤ i ≤ m. Ñëåäîâàòåëüíî, z ∈ L.
Êðîìå òîãî, z1−z0⊥L1 ⇒ z1−z0⊥L. Ïîñêîëüêó z0⊥L, íàõîäèì z1 = z0+(z1−z0)⊥L.

Àíàëîãè÷íî, zk⊥L äëÿ âñåõ k. Çíà÷èò, z⊥L. Òàêèì îáðàçîì, z = 0.
ßñíî, ÷òî ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü |zk| ìîíîòîííî óáûâàåò è ïîýòîìó ñõîäèòñÿ.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñü âåêòîðîâ zk îãðàíè÷åíà è ïîýòîìó, â ñèëó êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè
ïðîñòðàíñòâà, èìååò ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Åñëè z � åå ïðåäåë, òî, ñî-
ãëàñíî ïðåäûäóùåìó, z = 0. Çíà÷èò, |zk| → 0 ⇒ zk → 0. 2

26.10 Ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû è ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ
Ïóñòü V � ïðîèçâîëüíîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì. Ôèêñèðóåì ëþáîé âåêòîð z ∈ V è
ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) = (x, z). Èç íåðàâåíñòâà Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî�Øâàðöà âûòåêàåò, ÷òî f(x) �
îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà V . Çàìå÷àòåëüíî, ÷òî äàííûé ïðèìåð èìååò îáøèé õàðàêòåð.

Òåîðåìà Ðèññà. Åñëè V � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, òî äëÿ ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî ëèíåéíîãî ôóíê-
öèîíàëà f ñóùåñòâóåò âåêòîð h ∈ V òàêîé, ÷òî

f(x) = (x, h) ∀ x ∈ V è ||f || = |h|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì â V ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî

L = {x ∈ V : f(x) = 0}

è åãî îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå M = L>.
Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî â M èìååòñÿ íåíóëåâîé âåêòîð h0. Òîãäà f(h0) 6= 0 (èíà÷å h0 ∈ L è

h0⊥L ⇒ h0 = 0). Åñëè h � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èç M è α = f(h)/f(h0), òî z ≡ h − αh0 ∈ L è
îäíîâðåìåííî z⊥L ⇒ z = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, dimM = 1 è ëþáîé âåêòîð x ∈ V äîïóñêàåò åäèíñòâåííîå ðàçëîæåíèå x = αh0 + z,
ãäå z ∈ L. Ïîëîæèì α = f(h0)/|h0|2 è h = αh0. Òîãäà f(x) = αf(h0) = (x, h). Êðîìå òîãî, |f(x)| ≤ |h||x|
è f(h/|h|) = |h| ⇒ ||f || = |h|.

Çàìåòèì, ÷òî ïîëíîòà ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà ïîêà åùå íå èñïîëüçîâàëàñü. Îíà íóæíà ëèøü
äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàññìîòðåòü îñîáûé ñëó÷àé, êîãäà ïîäïðîñòðàíñòâî M íóëåâîå, è äîêàçàòü, ÷òî â
ýòîì ñëó÷àå L = V ⇒ f(x) = 0 = (x, 0) ∀ x ∈ V . Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî L �
çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî è âîñïîëüçîâàòüñÿ îáîáùåíèåì òåîðåìû î ïåðïåíäèêóëÿðå. Òàêèì îáðàçîì,
åñëè L 6= V , òî L> ñîäåðæèò íåíóëåâîé âåêòîð. 2
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26.11 Äóàëüíûå íîðìû
Â Cn ëþáîé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë èìååò âèä f(x) = z∗x, ãäå z � íåêîòîðûé ôèêñèðîâàííûé âåêòîð
èç Cn. Â ñèëó âçàèìíî-îäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ f ↔ z ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî â äàííîì ñëó÷àå
åñòåñòâåííûì îáðàçîì îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ Cn. Ïóñòü â Cn çàäàíà êàêàÿ-òî âåêòîðíàÿ íîðìà || · ||. Òîã-
äà íîðìà ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà f ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê íîðìà âåêòîðà z è, òàêèì îáðàçîì,
ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíîé íîðìîé íà òîì æå ïðîñòðàíñòâå Cn:

||z||′ = sup
||x||=1

|z∗x|.

Íîðìà || · ||′ íàçûâàåòñÿ äóàëüíîé äëÿ íîðìû || · ||.

Óòâåðæäåíèå. Â ïðîñòðàíñòâå Cn ñ ãåëüäåðîâñêîé íîðìîé || · ||p, p ≥ 1, äóàëüíàÿ íîðìà åñòü || · ||q,
ãäå 1/p+ 1/q = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà |z∗x| ≤ ||z||q||x||p ñëåäóåò, ÷òî ||z||′ ≤ ||z||q. Â òî æå âðåìÿ,
ðàâåíñòâî ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ ïðè âûáîðå x âèäà x = αz. 2

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî íîðìà || · ||′′, äóàëüíàÿ ê äóàëüíîé íîðìå || · ||′, ñîâïàäàåò ñ èñõîäíîé
íîðìîé || · ||. Ïî îïðåäåëåíèþ,

||x||′′ = sup
||y||′=1

|y∗x| ≤ ||x||.

Åñëè n = 1, òî ||x|| = c|x| äëÿ êàêîãî-òî c > 0. Ïîýòîìó

||y||′ = sup
x6=0

|y||x|
||x||

=
|y|
c

⇒ ||x||′′ = sup
y 6=0

|y||x|
||y||′

= c|x| = ||x||.

Ïðè n > 1 ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé áàçèñ x1, . . . , xn. Ïóñòü f1(x) � ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà
îäíîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå L(x1), âûáðàííûé òàêèì îáðàçîì, ÷òî f1(x1) = ||x1||′′. Çàìåòèì, ÷òî ||f1|| =
||x1||′′/||x1||. Îêàçûâàåòñÿ, f1 ìîæíî ïðîäîëæèòü íà äâóìåðíîå ïðîñòðàíñòâî L(x1, x2) ñ ñîõðàíåíèåì
íîðìû: ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë f2(x), x ∈ L(x1, x2), òàêîé, ÷òî f2(x) = f1(x) ïðè x ∈ L(x1)
è ||f2|| = ||f1||. Äàëåå, èç f2 ìîæíî ïîëó÷èòü f3 ñ áîëåå øèðîêîé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ L(x1, x2, x3) è
òîé æå íîðìîé, è òàê äàëåå. Â èòîãå ïîëó÷àåòñÿ ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë fn(x), îïðåäåëåííûé íà âñåì
Cn, èìåþùèé íîðìó ||fn|| = ||x1||′′ è òàêîé, ÷òî fn(x1) = f1(x1) = ||x1||′′. Çíà÷èò,

||x1||′′ = sup
f 6=0

|f(x1)|
||f ||

≥ |fn(x1)|
||fn||

= ||x1||.

Îòñþäà ||x1||′′ = ||x1||. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî áàçèñ ìîæíî íà÷èíàòü ñ ëþáîãî âåêòîðà x1 6= 0.

Âîçìîæíîñòü ïðîäîëæåíèÿ ëèíåéíîãî îãðàíè÷åííîãî ôóíêöèîíàëà ñ ñîõðàíåíèåì íîðìû â äîñòà-
òî÷íî îáùåì ñëó÷àå � ãëóáîêèé è íå î÷åíü ïðîñòîé ðåçóëüòàò. Îí îòíîñèòñÿ ê ñîâîêóïíîñòè ôàêòîâ,
êîòîðûå ïðèíÿòî íàçûâàòü òåîðåìàìè Õàíà�Áàíàõà.

Òåîðåìà Õàíà�Áàíàõà. Ïóñòü V � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, L � åãî ïîäïðîñòðàíñòâî, w /∈ L
è L̃ = L+L(w). Òîãäà ëþáîé ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé ôóíêöèîíàë f : L→ C íà L ìîæíî ïðîäîëæèòü
äî ëèíåéíîãî îãðàíè÷åííîãî ôóíêöèîíàëà f̃ : L̃→ C íà L̃ òàêèì îáðàçîì, ÷òî f̃(x) = f(x) ∀ x ∈ L è
ïðè ýòîì ||f̃ || = ||f ||.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u ∈ L è α ∈ C. Òîãäà f̃(u+ αw) = f(u) + αc, ãäå c = f̃(w). Òàêèì îáðàçîì, f̃
îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì c. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ||f || = 1. ßñíî, ÷òî ||f̃ || ≥ 1 ïðè ëþáîì âûáîðå c. Ïîýòîìó
íóæíî íàéòè òàêîå c, ÷òîáû |f(u) + αc| ≤ ||u+ αw|| ïðè âñåõ u ∈ L è α ∈ C.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà áîëåå ïðîñòîé ñëó÷àé, êîãäà âñå ïðîñòðàíñòâà è ôóíêöèîíàëû ÿâëÿþòñÿ âå-
ùåñòâåííûìè. 4 Âñå ïîëó÷àåòñÿ èç âïîëíå ýëåìåíòàðíîãî íàáëþäåíèÿ:

f(u)− f(v) ≤ ||u− v|| ≤ ||u+ w||+ ||v + w|| ∀ u, v ∈ L.

Íî åãî íóæíî ïðàâèëüíî ïðîèíòåðïðåòèðîâàòü. Çàïèøåì åãî â âèäå

f(u)− ||u+ w|| ≤ f(v) + ||v + w||,

4Íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà, Õàí è Áàíàõ ðàññìîòðåëè èìåííî ýòî ñëó÷àé.
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ãäå ëåâàÿ ÷àñòü çàâèñèò òîëüêî îò u, à ïðàâàÿ òîëüêî îò v. Ïîýòîìó âñå ÷èñëà ñëåâà è ñïðàâà ðàçäåëÿ-
þòñÿ êàêèì-òî îäíèì ÷èñëîì:

f(u)− ||u+ w|| ≤ −c ≤ f(v) + ||v + w|| ∀ u, v ∈ L.

Òåïåðü óæå ÿñíî, |f(u) + c| ≤ ||u + w|| äëÿ âñåõ u ∈ L. Äëÿ ëþáîãî âåùåñòâåííîãî s 6= 0 íàõîäèì
|f(u) + sc| = |s||f(u/s) + c| ≤ |s|||u/s + w|| = ||u + sw||. Òî æå âåðíî, êîíå÷íî, è äëÿ s = 0. Èòàê,
âåùåñòâåííûé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë f(x) ìîæíî äîîïðåäåëèòü ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà f̃(w) = c íà
áîëåå øèðîêîì ïðîñòðàíñòâå L̃ òàêèì îáðàçîì, ÷òî

|f̃(u+ sw)| = |f(u) + sc| ≤ ||u+ sw|| ∀ u ∈ L, ∀ s ∈ R.

Ïåðåéäåì ê îáùåìó ñëó÷àþ, êîãäà ïðîñòðàíñòâà è ôóíêöèîíàëû êîìïëåêñíûå. Âûäåëèâ âåùåñò-
âåííóþ è ìíèìóþ ÷àñòè f(x) = g(x) + ih(x), çàìåòèì, ÷òî âåùåñòâåííûå ôóíêöèîíàëû g(x) è h(x)
óæå íå áóäóò ëèíåéíûìè. Òåì íå ìåíåå, g(x) ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì, åñëè
L ðàññìàòðèâàòü êàê ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Âûïîëíèâ ïîäðÿä äâà
îïèñàííûõ âûøå øàãà ïðîäîëæåíèÿ, ïîëó÷èì âåùåñòâåííûé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë g̃(x) íà ïðîñò-
ðàíñòâå âåêòîðîâ âèäà u + sw + t(iw), ãäå u ∈ L è s, t ∈ R. Ïðè ýòîì áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî
|g̃(u+sw+t(iw))| ≤ ||u+sw+tiw||. Îòñþäà ïîíÿòíî, ÷òî g̃(x) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âåùåñòâåííûé
ôóíêöèîíàë, îïðåäåëåííûé íà L̃ è òàêîé, ÷òî

|g̃(x)| ≤ ||x|| ∀ x ∈ L̃. (∗)

Ôóíêöèîíàë g̃(x) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ëèíåéíîñòè ëèøü ïðè óìíîæåíèè íà âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Îäíà-
êî, ñ åãî ïîìîùüþ ìîæíî îïðåäåëèòü ôóíêöèîíàë

f̃(x) = g̃(x)− ig̃(ix), x ∈ L̃,

êîòîðûé, êàê ìîæíî óáåäèòüñÿ, óæå ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíûì ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì íà L̃. Ê òîìó æå,
ïðè âñåõ x ∈ L̃ åãî âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü re(f̃(x)) ñîâïàäàåò ñ g̃(x), à ïðè âñåõ x ∈ L èìååì f̃(x) = f(x).

Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî |f̃(x)| ≤ ||x|| ïðè âñåõ x ∈ L̃. Ïóñòü f̃(x) = |f̃(x)|ξ, ãäå ξ ∈ C è, î÷åâèäíî,
|ξ| = 1. Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó (∗), íàõîäèì

|f̃(x)| = |f̃(ξx)| = |g̃(ξx)| ≤ ||ξx|| = ||x||. 2



202 Ëåêöèÿ 26



Ëåêöèÿ 27

ÎÑÍÎÂÍÀß ×ÀÑÒÜ

27.1 Ëèíåéíûå îïåðàòîðû
Ëþáóþ ìàòðèöó A ∈ Cm×n ìîæíî åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàññìàòðèâàòü êàê îïåðàòîð,
îòîáðàæàþùèé âåêòîð x ∈ Cn â âåêòîð Ax ∈ Cm. Ýòîò îïåðàòîð î÷åâèäíî îáëàäàåò
ñâîéñòâîì ëèíåéíîñòè 1

A(αx+ βy) = αAx+ βAy ∀ α, β ∈ C, ∀ x, y ∈ Cn.

Òî æå ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ìíîãèõ î÷åíü âàæíûõ îòîáðàæåíèé
â ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ýëåìåíòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè, îáúåäèíåííûå
êàêèì-ëèáî îáùèì ïðèçíàêîì (íåïðåðûâíîñòü, äèôôåðåíöèðóåìîñòü è ò.ï.). Ïðåæäå
âñåãî, íóæíî ñêàçàòü îá îòîáðàæåíèÿõ, ñâÿçàííûõ ñ äèôôåðåíöèðîâàíèåì è èíòåãðèðî-
âàíèåì ôóíêöèé. Òàêèì îáðàçîì, ïîâîäîâ ê òîìó, ÷òîáû èçó÷èòü ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè
ñ áîëåå îáùèõ ïîçèöèé áîëåå ÷åì äîñòàòî÷íî.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü V è W � ïðîèçâîëüíûå ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàä îäíèì è
òåì æå ïîëåì P . Îòîáðàæåíèå A : V → W ñî ñâîéñòâîì

A(αx+ βy) = αA(x) + βA(y) ∀ α, β ∈ P, ∀ x, y ∈ V,

íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì èç V â W . Â ñëó÷àå ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ àðãóìåíò
ïðèíÿòî ïèñàòü áåç ñêîáîê: A(x) = Ax.

27.2 Íåïðåðûâíîñòü è îãðàíè÷åííîñòü
Ïóñòü V è W � íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà. Îòîáðàæåíèå A : V → W íàçûâàåòñÿ
íåïðåðûâíûì â òî÷êå x ∈ V , åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xk ∈ V òàêîé, ÷òî
xk → x ïðè k →∞, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáðàçîâ A(xk) ñõîäèòñÿ ê A(x):

||xk − x||V → 0 ⇒ ||A(xk)−A(x)||W → 0.

Îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì íà V , åñëè îíî íåïðåðûâíî äëÿ âñåõ x ∈ V .
Ëèíåéíûé îïåðàòîð A : V → W íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñëè äëÿ íåêîòîðîé

êîíñòàíòû c > 0
||Ax||W ≤ c||x||V ∀ x ∈ V.

1Ýòî ñâîéñòâî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òàêæå êàê ñâîéñòâî ñîõðàíåíèÿ îïåðàöèé ïðè îòîáðàæåíèè îä-
íîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà â äðóãîå ïðîñòðàíñòâî íàä òåì æå ïîëåì. Òàêèå îòîáðàæåíèÿ íàçûâàþòñÿ
ãîìîìîðôèçìàìè.

203
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Òåîðåìà. Äëÿ íåïðåðûâíîñòè ëèíåéíîãî îïåðàòîðà íåîáõîäèìà è äîñòàòî÷íà åãî îãðà-
íè÷åííîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü î÷åâèäíà èç íåðàâåíñòâà

||Axk −Ax||W = ||A(xk − x)||W ≤ c||xk − x||V .

×òîáû äîêàçàòü íåîáõîäèìîñòü, ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî çíà÷åíèé íîðìû ||Ax||W íà åäè-
íè÷íîé ñôåðå S = {x : ||x||V = 1}. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî íå îãðàíè÷å-
íî. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk ∈ S òàêàÿ, ÷òî ||Axk||W → ∞. Ïîëîæèì
yk = xk/||Axk||W è çàìåòèì, ÷òî

||yk||V = 1/||Axk||W → 0 ⇒ ||Ayk||W → 0.

Ïîñëåäíåå íåâîçìîæíî, òàê êàê ||Ayk||W = 1 äëÿ âñåõ k. Çíà÷èò, äëÿ êàêîãî-òî c > 0

||Ax||W ≤ c ∀ x ∈ S ⇒ ||Ax||W ≤ c||x||V ∀ x ∈ V. 2

27.3 Îïåðàòîðíàÿ íîðìà
Óòâåðæäåíèå 1. Ìíîæåñòâî L(V,W ) âñåõ îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ èç V
â W ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì (íàä îáùèì äëÿ V è W ïîëåì).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ||Ax||W ≤ c1||x||V , ||Bx||W ≤ c2||x||V . Òîãäà äëÿ ëþáûõ ÷èñåë
α è β

||(αA+ βB)x||W ≤ c||x||V , c = |α|c1 + |β|c2. 2

Óòâåðæäåíèå 2. Âåëè÷èíà

||A|| ≡ sup
||x||V =1

||Ax||W , A ∈ L(V,W ), (∗)

ÿâëÿåòñÿ íîðìîé íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå L(V,W ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, âåëè÷èíà ||A|| èìååò êîíå÷íîå çíà÷åíèå è, êîíå÷íî, íåîò-
ðèöàòåëüíà. Åñëè ||A|| = 0, òî ||Ax||W = 0 íà åäèíè÷íîé ñôåðå ||x||V = 1 ⇒
||Ax||W = 0 ∀ x ∈ V ⇒ Ax = 0 ∀ x ∈ V ⇒ A = 0. Ïîëîæèòåëüíàÿ
îäíîðîäíîñòü ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà

||αAx||W = |α| ||Ax||W ,

à íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà � èç íåðàâåíñòâà

||(αA+ βB)x||W ≤ |α| ||Ax||W + |β| ||Bx||W . 2

Îïðåäåëåíèå. Íîðìà (∗) äëÿ îïåðàòîðîâ A ∈ L(V,W ) íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðíîé íîð-
ìîé èëè íîðìîé, ïîä÷èíåííîé âåêòîðíûì íîðìàì || · ||V , || · ||W .

Óòâåðæäåíèå 3. Åñëè V � êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, òî ëþáîé ëèíåéíûé îïåðà-
òîð A : V → W ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì è ||A|| = ||Ax0||W äëÿ íåêîòîðîãî (çàâèñÿ-
ùåãî îò A) âåêòîðà x0 ∈ V ñ íîðìîé ||x0||V = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü e1, . . . , en � áàçèñ â V è x =
n∑

i=1

αiei. Òîãäà ||x||(e) ≡
n∑

i=1

|αi| åñòü

íîðìà íà V , ýêâèâàëåíòíàÿ ëþáîé äðóãîé íîðìå, â òîì ÷èñëå è íîðìå ||x||V . Ïîýòîìó
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äëÿ êàêîãî-òî c > 0
||x||(e) ≤ c||x||V ∀ x ∈ V.

Ñëåäîâàòåëüíî,

||Ax||W ≤
∑
i=1

|αi| max
1≤i≤n

||Aei||W = ||x||(e) max
1≤i≤n

||Aei||W

≤ (c max
1≤i≤n

||Aei||W ) ||x||V ∀ x ∈ V.

×òîáû äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå x0, äîñòàòî÷íî ó÷åñòü êîìïàêòíîñòü åäèíè÷íîé ñôåðû
â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, íåïðåðûâíîñòü íà íåé ôóíêöèè ||Ax||W è òåîðåìó Âåé-
åðøòðàññà. 2

27.4 Ìàòðè÷íàÿ íîðìà
Ïóñòü êàæäîé êîìïëåêñíîé ìàòðèöå A ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñ-
ëî f(A) òàêèì îáðàçîì, ÷òî:

(1) f(A) ÿâëÿåòñÿ íîðìîé íà Cm×n äëÿ âñåõ m,n;

(2) f(AB) ≤ f(A)f(B) äëÿ ëþáûõ ìàòðèö A è B, äîïóñêàþùèõ óìíîæåíèå.

Â òàêèõ ñëó÷àÿõ f(A) íàçûâàåòñÿ ìàòðè÷íîé íîðìîé.

Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü äëÿ êàæäîãî n çàäàíà âåêòîðíàÿ íîðìà íà Cn, è ïóñòü äëÿ
êàæäûõ m,n è êàæäîé ìàòðèöû A ∈ Cm×n íîðìà ||A|| îïðåäåëåíà êàê îïåðàòîðíàÿ
íîðìà, ïîðîæäåííàÿ äàííûìè âåêòîðíûìè íîðìàìè. Òîãäà ||A|| ÿâëÿåòñÿ ìàòðè÷íîé
íîðìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ||x||∗ îáîçíà÷àåò âåêòîðíóþ íîðìó äëÿ x ∈ Cn ïðè ëþáîì n.
Äëÿ ëþáûõ ìàòðèö A è B, äîïóñêàþùèõ óìíîæåíèå, ñóùåñòâóåò âåêòîð x0 åäèíè÷íîé
íîðìû òàêîé,

||AB|| = ||ABx0||∗ ≤ ||A|| ||Bx0||∗ ≤ ||A|| ||B|| ||x0||∗ = ||A|| ||B||. 2

Çàäà÷à. Äàíà îáðàòèìàÿ ìàòðèöà A ∈ Cn×n, âûáèðàåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà X0 ∈ Cn×n è

ñòðîèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòðèö Xk+1 = 2Xk − XkAXk, k = 0, 1, . . . . Äîêàçàòü, ÷òî åñëè äëÿ

íåêîòîðîé ìàòðè÷íîé íîðìû ||I −AX0|| < 1, òî Xk → A−1 ïðè k →∞.

27.5 Íîðìà Ôðîáåíèóñà
Ïóñòü A = [aij] � ìàòðèöà ðàçìåðîâ m× n. Âåëè÷èíà

||A||F =

√√√√ m∑
i=1

n∑
j=1

|aij|2

íàçûâàåòñÿ íîðìîé Ôðîáåíèóñà èëè åâêëèäîâîé íîðìîé ìàòðèöû A.

Óòâåðæäåíèå. Íîðìà Ôðîáåíèóñà ÿâëÿåòñÿ ìàòðè÷íîé íîðìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäûõ m,n íîðìà Ôðîáåíèóñà ÿâëÿåòñÿ íîðìîé íà ëèíåé-
íîì ïðîñòðàíñòâå Cm×n (êàê 2-íîðìà íà ïðîñòðàíñòâå Cmn, èçîìîðôíîì Cm×n). Ïóñòü
a1, . . . , an � ñòîëáöû ìàòðèöû A, à b>1 , . . . , b

>
n � ñòðîêè ìàòðèöû B. Òîãäà

AB = a1b
>
1 + . . .+ anb

>
n .
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Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà, ëåãêî ïðîâåðÿåìûå ðàâåíñòâà ||aib
>
i ||F =

||ai||F ||bi||F è íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî�Øâàðöà, íàõîäèì

||AB||F ≤
n∑

i=1

||aib
>
i ||F =

n∑
i=1

||ai||F ||bi||F

≤

(
n∑

i=1

||ai||2F

)1/2( n∑
i=1

||bi||2F

)1/2

= ||A||F ||B||F . 2

Çàìå÷àíèå. Íîðìà Ôðîáåíèóñà íå ìîæåò áûòü îïåðàòîðíîé íîðìîé íà Cm×n íè ïðè
êàêîì âûáîðå âåêòîðíûõ íîðì â ïðîñòðàíñòâàõ Cn è Cm (äîêàæèòå!).

27.6 Ñîõðàíåíèå íîðì
Ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð A : V → V ñî ñâîéñòâîì

||Ax|| = ||x|| ∀ x ∈ V

íàçûâàåòñÿ èçîìåòðè÷åñêèì èëè ñîõðàíÿþùèì íîðìó. Ñðàçó æå çàìåòèì, ÷òî ñîõðà-
íåíèå êàêîé-òî îäíîé íîðìû íå îçíà÷àåò ñîõðàíåíèå äðóãîé íîðìû.

Ïóñòü â Cn çàäàíà êàêàÿ-òî íîðìà, à ìàòðèöà A ∈ Cn×n (êàê ëèíåéíûé îïåðàòîð èç
Cn â Cn) åå ñîõðàíÿåò. Òàêóþ ìàòðèöó áóäåì íàçûâàòü èçîìåòðè÷åñêîé îòíîñèòåëüíî
äàííîé íîðìû.

Óòâåðæäåíèå. Ìíîæåñòâî âñåõ êîìïëåêñíûõ n× n-ìàòðèö, èçîìåòðè÷åñêèõ îòíî-
ñèòåëüíî ãåëüäåðîâñêîé 2-íîðìû, ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì óíèòàðíûõ ìàòðèö ïî-
ðÿäêà n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, 2-íîðìà ïîðîæäàåòñÿ åñòåñòâåííûì ñêàëÿðíûì ïðîèç-
âåäåíèåì â Cn. Èç íàøèõ èññëåäîâàíèé, ñâÿçàííûõ ñ òîæäåñòâîì ïàðàëëåëîãðàììà,
âûòåêàåò, ÷òî ñîõðàíåíèå äëèí âëå÷åò çà ñîáîé ñîõðàíåíèå ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé:

(Ax,Ay) = (x, y) ⇔ y∗(A∗A)x = y∗x ∀ x, y ∈ Cn.

Îòñþäà y∗(A∗A−I)x = 0 äëÿ âñå x, y ∈ Cn. Âûáèðàÿ â êà÷åñòâå x è y âåêòîðû ñòàíäàðò-
íîãî áàçèñà, ïðèõîäèì ê âûâîäó î òîì, ÷òî âñå ýëåìåíòû ìàòðèöû A∗A− I ðàâíû íóëþ.
Òàêèì îáðàçîì, ñîõðàíåíèå 2-íîðìû ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ A∗A = I, îïðåäåëÿþùåì
óíèòàðíóþ ìàòðèöó. 2

Çàìå÷àíèå. Ìíîæåñòâî ìàòðèö, ñîõðàíÿþùèõ p-íîðìó â ñëó÷àå p 6= 2, çíà÷èòåëüíî
áåäíåå. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñåõ p 6= 2 îíî îäíî è òî æå è ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì
ìàòðèö âèäà DP , ãäå D � äèàãîíàëüíàÿ óíèòàðíàÿ ìàòðèöà, à P � ìàòðèöà ïåðåñòà-
íîâêè.

27.7 Óíèòàðíî èíâàðèàíòíûå íîðìû
Ìàòðè÷íàÿ íîðìà || · || íàçûâàåòñÿ óíèòàðíî èíâàðèàíòíîé, åñëè ||PAQ|| = ||A|| äëÿ
ëþáîé ìàòðèöû A è ëþáûõ óíèòàðíûõ ìàòðèö P è Q, äîïóñêàþùèõ óìíîæåíèå.

Óòâåðæäåíèå 1. Íîðìà Ôðîáåíèóñà ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíî èíâàðèàíòíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Q � óíèòàðíàÿ ìàòðèö è A = [a1, . . . , an]. Òîãäà

||Qaj||2 = ||aj||2, j = 1, . . . , n.
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Îòñþäà

||QA||2F =
n∑

j=1

||Qaj||22 =
n∑

j=1

||aj||22 = ||A||2F . 2

Çàìåòèì, ÷òî ïðè èçó÷åíèè ìåòîäà âðàùåíèé (â ñâÿçè ñ óïðîùåíèåì âèäà óðàâ-
íåíèé äëÿ ïîâåðõíîñòåé 2-ãî ïîðÿäêà) ìû óæå èñïîëüçîâàëè ôàêò ñîõðàíåíèÿ ñóììû
êâàäðàòîâ ýëåìåíòîâ âåùåñòâåííîé ìàòðèöû ïðè óìíîæåíèè åå ñëåâà è ñïðàâà íà îð-
òîãîíàëüíûå ìàòðèöû.

Ðàññìîòðèì åùå ìàòðè÷íóþ íîðìó, ïîä÷èíåííóþ ãåëüäåðîâñêîé 2-íîðìå:

||A|| = sup
||x||2=1

||Ax||2.

Äàííàÿ íîðìà íàçûâàåòñÿ ñïåêòðàëüíîé íîðìîé ìàòðèöû (ñìûñë íàçâàíèÿ ÷åðåç íåêî-
òîðîå âðåìÿ ïðîÿñíèòñÿ). Îáîçíà÷åíèå: ||A||2.
Óòâåðæäåíèå 2. Ñïåêòðàëüíàÿ íîðìà ìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíî èíâàðèàíòíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Q � óíèòàðíàÿ ìàòðèö è A = [a1, . . . , an]. Ïî îïðåäåëåíèþ,

||A||2 = sup
||x||2=1

||Ax||2 = sup
||x||2=1

||(QA)x||2 = ||QA||2.

Êðîìå òîãî,

||AQ||2 = sup
||x||2=1

||(AQ)x||2 = sup
||Q∗x||2=1

||(AQ)(Q∗x)||2 = sup
||x||2=1

||(Ax)||2 = ||A||2. 2

27.8 Ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå ìàòðèöû
Â 70-õ ãîäàõ 19-ãî âåêà íåçàâèñèìî è ïî÷òè îäíîâðåìåííî Áåëüòðàìè (1873) è Æîðäàí
(1874) îòêðûëè, ÷òî ëþáóþ êâàäðàòíóþ ìàòðèöó ìîæíî ïðèâåñòè ê äèàãîíàëüíîìó
âèäó ñ ïîìîùüþ óìíîæåíèÿ ñëåâà è ñïðàâà íà óíèòàðíûå ìàòðèöû. Ðàçëè÷íûå âîïðîñû,
ñâÿçàííûå ñ äàííûì îòêðûòèåì, â òîì ÷èñëå åãî îáîáùåíèÿ, ñòàëè çàòåì ïðåäìåòîì
öåëîãî ðÿäà èññëåäîâàíèé. Íå áóäåò ñèëüíûì ïðåóâåëè÷åíèåì ñêàçàòü, ÷òî äàííûé ôàêò
îêàçàëñÿ ïîòðÿñàþùå ïîëåçíûì è îäíèì èç íàèáîëåå âîñòðåáîâàííûõ â òåîðèè ìàòðèö
è ïðèëîæåíèÿõ ëèíåéíîé àëãåáðû.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè òî æå âåðíî è äëÿ ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöû. Ñ ïîìîùüþ óìíî-
æåíèÿ íà óíèòàðíûå ìàòðèöû îíà ïðèâîäèòñÿ ê ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöå òåõ æå ðàçìå-
ðîâ, èìåþùåé âñþäó íóëè, êðîìå ýëåìåíòîâ ñ èíäåêñàìè i = j. Òàêèå ìàòðèöû áóäåì
íàçûâàòü äèàãîíàëüíûìè ïðÿìîóãîëüíûìè ìàòðèöàìè. Èòàê, ðå÷ü èäåò î ðàçëîæåíèè
âèäà

A = V ΣU∗, (∗)

ãäå A � çàäàííàÿ m × n-ìàòðèöà, U è V � óíèòàðíûå ìàòðèöû ñîîòâåòñòâåííî ïî-
ðÿäêà m è n, à Σ � äèàãîíàëüíàÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ m × n-ìàòðèöà, èìåþùàÿ ïðè i = j
íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà

σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σmin(m,n).

Ðàçëîæåíèå (∗) íàçûâàåòñÿ ñèíãóëÿðíûì ðàçëîæåíèåì ìàòðèöû A. ×èñëà σi íàçûâà-
þòñÿ ñèíãóëÿðíûìè ÷èñëàìè ìàòðèöû A.

Òåîðåìà. Ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå A = V ΣU∗ ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîé êîìïëåêñíîé
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ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöû A. Åñëè A âåùåñòâåííàÿ, òî ìàòðèöû U è V ìîæíî âû-
áðàòü âåùåñòâåííûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì σ1 = ||A||2 = sup
x 6=0

||Ax||2/||x||2. Â ñèëó êîìïàêòíîñòè åäè-

íè÷íîé ñôåðû â Cn, íåïðåðûâíîñòè íîðìû è òåîðåìû Âåéåðøðàññà, íàéäåòñÿ âåêòîð x1

òàêîé, ÷òî ||Ax1||2 = ||A||2 è ||x1||2 = 1. Ïóñòü y1 = Ax1/||Ax1||2. Òàêèì îáðàçîì,

Ax1 = σ1y1, ||x1||2 = ||y1||2. (#)

Äîïîëíèì x1 è y1 äî îðòîíîðìèðîâàííûõ áàçèñîâ è îáðàçóåì óíèòàðíûå ìàòðèöû

U1 = [x1, x2, . . . , xn], V1 = [y1, y2, . . . , ym].

Ñîãëàñíî (#), ìàòðèöà A1 ≡ V ∗1 AU1 èìååò â ïåðâîì ñòîëáöå òîëüêî îäèí íåíóëåâîé
ýëåìåíò, ðàâíûé σ1:

A1 = V ∗1 AU1 =
[

σ1 z∗

0 A2

]
.

Â ñèëó óíèòàðíîé èíâàðèàíòíîñòè ñïåêòðàëüíîé íîðìû, ||A1|| = σ1. Ïîýòîìó

σ1

∥∥∥ [σ1

z

] ∥∥∥
2
≥
∥∥∥ A1

[
σ1

z

] ∥∥∥
2
≥ σ2

1 + ||z||22 ⇒ σ2
1 ≥ σ2

1 + ||z||22 ⇒ z = 0 ⇒ A1 =
[

σ1 0
0 A2

]
.

Äàëåå áóäåì ðàññóæäàòü ïî èíäóêöèè. Åñëè äëÿ A2 óæå èìååòñÿ ñèíãóëÿðíîå ðàç-
ëîæåíèå A2 = V ∗2 Σ2U2, òî ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå äëÿ A íàõîäèòñÿ ñ ëåãêîñòüþ. Äëÿ
ýòîãî äîñòàòî÷íî âçÿòü

U = U1

[
1 0
0 U2

]
, V = V1

[
1 0
0 V2

]
,

çàìåòèòü, ÷òî ìàòðèöû U è V óíèòàðíûå (êàê ïðîèçâåäåíèå óíèòàðíûõ ìàòðèö), è
óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

V ∗AU =

[
σ1 0
0 Σ2

]
.

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî èíäóêöèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ ïîñòðîåíèÿ ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæå-
íèÿ äëÿ ìàòðèö, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé îäèí ñòîëáåö ëèáî îäíó ñòðîêó.

Ïóñòü A = [a] ∈ Cm×1 � ìàòðèöà-ñòîëáåö. Â ýòîì ñëó÷àå íàéäåì â Cm îðòîíîðìè-
ðîâàííûé áàçèñ v1, . . . , vm, íà÷èíàþùèéñÿ ñ v1 = a/||a||2. Òîãäà

A = V ΣU∗, V = [v1, . . . , vm], Σ = [||a||2, 0, . . . , 0]>, U = [1] ∈ C1×1.

Äëÿ ìàòðèöû-ñòðîêè ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå ïîëó÷àåòñÿ òðàíñïîíèðîâàíèåì. 2

Ñëåäñòâèå 1. Ñïåêòðàëüíàÿ íîðìà ìàòðèöû ðàâíà åå ñòàðøåìó ñèíãóëÿðíîìó ÷èñëó.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü ìàòðèöà A îáðàòèìà è σn � åå ìëàäøåå ñèíãóëÿðíîå ÷èñëî.
Òîãäà ||A−1||2 = 1/σn.

Òåïåðü ÿñíî, ÷òî ñòàðøåå ñèíãóëÿðíîå ÷èñëî ìàòðèöû è ìëàäøåå ñèíãóëÿðíîå ÷èñëî
îáðàòèìîé ìàòðèöû îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî. Òî æå âåðíî äëÿ âñåãî íàáîðà ñèíãóëÿð-
íûõ ÷èñåë, íî ýòî ìû äîêàæåì ïîçæå. Ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå âìåñòå åùå ñ ðÿäîì
âàæíûõ ñëåäñòâèé çàñëóæèâàåò áîëåå îáñòîÿòåëüíîãî îáñóæäåíèÿ, êîòîðîå ìû âðåìåí-
íî îòëîæèì � ñ òåì, ÷òîáû âåðíóòüñÿ ê íåìó íà áîëåå ïîäãîòîâëåííîé ïî÷âå.
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ÎÑÍÎÂÍÀß ×ÀÑÒÜ

28.1 Ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà
Ðàññìîòðèì ëèíåéíûé îïåðàòîð A : Vn → Vm, ãäå Vn è Vm � ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà
ðàçìåðíîñòè n è m (íàä îáùèì ïîëåì P ).

Ôèêñèðóåì êàêîé-íèáóäü áàçèñ e1, . . . , en â Vn è êàêîé-íèáóäü áàçèñ f1, . . . , fm â Vm.
Â ñèëó ëèíåéíîñòè îïåðàòîðà A,

A(x1e1 + . . .+ xnen) = x1(Ae1) + . . . + xn(Aen). (1)

Ïîýòîìó A ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì äåéñòâèåì íà áàçèñíûõ âåêòîðàõ e1, . . . , en.
Ðàçëîæèì îáðàçû áàçèñíûõ âåêòîðîâ ïî áàçèñó ïðîñòðàíñòâà îáðàçîâ:

Aej = a1jf1 + . . . + amjfm, j = 1, . . . , n. (2)

Èç (1) è (2) ïîëó÷àåì

A(x1e1 + . . .+ xnen) = (a11x1 + . . .+ a1nxn) f1 + . . . + (am1x1 + . . .+ amnxn) fm.

Ñëåäîâàòåëüíî,

A(x1e1 + . . .+ xnen) = y1f1 + . . .+ ymfm ⇔

y1

. . .
ym

 =

a11 . . . a1n

. . . . . . . . .
am1 . . . amn

x1

. . .
xn

 .
Ìàòðèöà, âîçíèêøàÿ ñïðàâà, íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A â ïàðå áà-
çèñîâ {ej} è {fi}.

Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ ôèêñèðîâàííàÿ ïàðà áàçèñîâ ïîðîæäàåò òðè èçîìîðôèçìà

Vn ↔ P n, Vm ↔ Pm, L(Vn, Vm) ↔ Pm×n,

ãäå L(Vn, Vm) � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî âñåõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç
ïðîñòðàíñòâà Vn â ïðîñòðàíñòâî Vm, à Pm×n � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî âñåõ m × n-
ìàòðèö ñ ýëåìåíòàìè èç ïîëÿ P .

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, âèäíî, ÷òî ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ
L(Vn, Vm) ðàâíà mn.

209
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28.2 Ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ
Ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ A : Vn → Vm è B : Vm → Vk îïðåäåëÿåòñÿ êàê êîì-
ïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé: BA � ýòî îïåðàòîð èç Vn â Vk, çàäàííûé ïðàâèëîì (BA)(x) =
B(Ax). Ýëåìåíòàðíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ÿâëÿåòñÿ ëè-
íåéíûì îïåðàòîðîì.

Ïóñòü A� ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðàA â ïàðå áàçèñîâ {ej} è {fi}, à B � ìàòðèöà
ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â ïàðå áàçèñîâ {fi} è {gl}. Òîãäà ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö BA åñòü
ìàòðèöà ïðîèçâåäåíèÿ îïåðàòîðîâ BA â ïàðå áàçèñîâ {ej} è {gl}.

Äîêàçàòåëüñòâî ñâîäèòñÿ ê ïðÿìîé ïðîâåðêå. Çàìåòèì, ÷òî íàø êóðñ, ñîáñòâåííî,
íà÷àëñÿ ñ îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö è ôàêòè÷åñêè ñ îáñóæäåíèÿ êîìïîçèöèè
ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé!

28.3 Ïåðåõîä ê äðóãèì áàçèñàì
Ïóñòü Aef � ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A â ïàðå áàçèñîâ e = {ej} è f = {fi}. Êàê
íàéòè ìàòðèöó Agh òîãî æå îïåðàòîðà â äðóãîé ïàðå áàçèñîâ g = {gj} è h = {hi}?

Ðàññìîòðèì ðàâåíñòâà

A(x1e1 + . . .+ xnen) = y1f1 + . . .+ ymfm, A(z1g1 + . . .+ zngn) = u1h1 + . . .+ umhm.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ìàòðèö Aef è Agh, íàõîäèì

Aefx = y, Aghz = u, x =

x1

. . .
xn

 , y =

y1

. . .
ym

 , z =

 z1

. . .
zn

 , u =

u1

. . .
um

 ,
Äàëåå, çàïèøåì

gj = s1je1 + . . .+ snjen, 1 ≤ j ≤ n, hi = t1if1 + . . .+ tmifm, 1 ≤ i ≤ m,

è ââåäåì ìàòðèöû ïåðåõîäà

S =

s11 . . . s1n

. . . . . . . . .
sn1 . . . snn

 , T =

 t11 . . . t1m

. . . . . . . . .
tm1 . . . smm

 .
Òîãäà x = Sz è y = Tu. Ñëåäîâàòåëüíî, Aef (Sz) = Tu ⇒ (T−1AefS)z = u ⇒

Agh = T−1AefS. (∗)

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ýêâèâàëåíòíûõ ìàòðèö: A è B íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíû-
ìè, åñëè B = PAQ äëÿ êàêèõ-òî íåâûðîæäåííûõ P è Q.

Óòâåðæäåíèå 1. Ìàòðèöû ýêâèâàëåíòíû â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà îíè ÿâ-
ëÿþòñÿ ìàòðèöàìè îäíîãî è òîãî æå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â êàêèõ-òî ïàðàõ áàçèñîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, (∗) îçíà÷àåò ýêâèâàëåíòíîñòü ìàòðèö Agh è Aef . Åñëè
B = PAQ, òî P è Q ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìàòðèöû ïåðåõîäà äëÿ ðàçíûõ ïàð
áàçèñîâ. 2

Ñëåäñòâèå. Äëÿ òîãî ÷òîáû ìàòðèöû îäèíàêîâûõ ðàçìåðîâ áûëè ìàòðèöàìè îäíîãî
è òîãî æå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â êàêèõ-òî ïàðàõ áàçèñîâ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû îíè èìåëè îäèíàêîâûé ðàíã.
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Ïóñòü A � ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A â êàêîé-òî ïàðå áàçèñîâ. Åñëè r = rankA,
òî A ýêâèâàëåíòíà ìàòðèöå B = [bij], â êîòîðîé b11 = . . . = brr = 1, à âñå îñòàëüíûå
ýëåìåíòû ðàâíû 0. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååòñÿ ïàðà �êàíîíè÷åñêèõ� áàçèñîâ, â êîòîðîé A
îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðèöåé B.

Òàêèì îáðàçîì, çà ñ÷åò âûáîðà ïàðû áàçèñîâ ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ìîæåò
ïðèîáðåñòè âèä íàñòîëüêî ïðîñòîé, ÷òîáû îêàçàòüñÿ ïî÷òè áåñïîëåçíîé äëÿ èçó÷åíèÿ
èíäèâèäóàëüíûõ ñâîéñòâ äàííîãî îïåðàòîðà. Ïîýòîìó èçó÷åíèå îïåðàòîðà, âîîáùå ãî-
âîðÿ, íåëüçÿ ñâåñòè ê èçó÷åíèþ åãî ìàòðèöû.

Åñëè Vn = Vm, òî ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü âçÿòü e = f . Âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî îáðàçû
è ïðîîáðàçû ðàññìàòðèâàþòñÿ â îäíîì è òîì æå áàçèñå, òåïåðü â ìàòðèöå îïåðàòîðà
åñòü âñå, ÷òî íóæíî äëÿ ëþáîãî ïîäðîáíîãî åãî èçó÷åíèÿ. Òî æå âåðíî äëÿ ëþáîé äðóãîé
ïàðû áàçèñîâ f è g, åñëè òîëüêî f = g. Â ýòîì ñëó÷àå, êîíå÷íî, T = S ⇒

Agg = S−1AeeS. (∗∗)

Ìàòðèöû A è B íàçûâàþòñÿ ïîäîáíûìè, åñëè B = S−1AS äëÿ êàêîé-òî íåâûðîæäåííîé
ìàòðèöû S. Î÷åâèäíî, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 2. Ìàòðèöû ïîäîáíû â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà îíè ÿâëÿþòñÿ
ìàòðèöàìè îäíîãî è òîãî æå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â êàêèõ-òî áàçèñàõ ïðè óñëîâèè
âûáîðà îäèíàêîâûõ áàçèñîâ â îáùåì ïðîñòðàíñòâå îáðàçîâ è ïðîîáðàçîâ.

28.4 Ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ
Ïóñòü A : Vn → Vn � ëèíåéíûé îïåðàòîð â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Vn, è A � åãî
ìàòðèöà ïðè âûáîðå îäíîãî è òîãî æå áàçèñà â ïðîñòðàíñòâå îáðàçîâ è ïðîîáðàçîâ. Â
ýòîì ñëó÷àå èçó÷åíèå îïåðàòîðà A ïîëíîñòüþ ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ åãî ìàòðèöû A.

Åñòåñòâåííî ïîïûòàòüñÿ âûáðàòü áàçèñ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìàòðèöà A ïîëó÷èëà
�íàèáîëåå ïðîñòîé� âèä. Åñëè îïåðàòîð A çàäàí ñâîåé ìàòðèöåé A â êàêîì-òî áàçèñå,
òî âûáîð íîâîãî áàçèñà äàåò äëÿ òîãî æå îïåðàòîðà äðóãóþ ìàòðèöó B, êîòîðàÿ áóäåò
ïîäîáíà çàäàííîé ìàòðèöå. Ïåðåõîä îò A ê ïîäîáíîé åé ìàòðèöå B = S−1AS íàçûâàåòñÿ
ïðåîáðàçîâàíèåì ïîäîáèÿ.

Âîçíèêàåò òàêîé âîïðîñ: ê êàêîìó �íàèáîëåå ïðîñòîìó� âèäó ìîæíî ïðèâåñòè çàäàí-
íóþ ìàòðèöó ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ? Ôàêòè÷åñêè ìû ñåé÷àñ íà÷èíàåì íå
î÷åíü ïðîñòîé ïóòü ê ïîëíîìó îòâåòó íà äàííûé âîïðîñ.

28.5 Èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà
Ïðîáëåì íåò, åñëè n = 1. Êàæåòñÿ òàêæå, ÷òî ïðîùå èçó÷àòü îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå
ìàëîé ðàçìåðíîñòè. Ïîýòîìó äàâàéòå äëÿ íà÷àëà ïîèçó÷àåì äåéñòâèå îïåðàòîðà A íà
ïîäïðîñòðàíñòâàõ ìàëîé ðàçìåðíîñòè.

Ïóñòü L � ïîäïðîñòðàíñòâî â Vn. ×òîáû èçó÷àòü A, èñïîëüçóÿ òîëüêî âåêòîðû èç
L, íóæíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû Ax ∈ L äëÿ âñåõ x ∈ L. Ëþáîå ïîäïðîñòðàíñòâî ñ òàêèì
ñâîéñòâîì íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî A.

Ïóñòü v1, . . . , vk � áàçèñ â ïîäïðîñòðàíñòâå L. Òîãäà åãî ìîæíî äîïîëíèòü êàêèìè-òî
âåêòîðàìè vk+1, . . . , vn äî áàçèñà â Vn.

Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü v1, . . . , vn � áàçèñ â Vn è L = L(v1, . . . , vk). Òîãäà L èíâàðè-
àíòíî îòíîñèòåëüíî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A : Vn → Vn òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
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ìàòðèöà îïåðàòîðà A â áàçèñå v1, . . . , vn èìååò áëî÷íî òðåóãîëüíûé âèä

A =

[
A11 A12

0 A22

]
, (∗)

ãäå A11 � ïîäìàòðèöà ïîðÿäêà k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè èçîìîðôèçìå x = [x1, . . . , xn]> ↔ x1v1 + . . . + xnvn âåêòîðàì
èç L ñîîòâåòñòâóþò òå è òîëüêî òå ñòîëáöû x, äëÿ êîòîðûõ xk+1 = . . . = xn = 0. Åñëè A
èìååò âèä (∗), òî, î÷åâèäíî, äëÿ y = [y1, . . . , yn]> = Ax ïîëó÷àåì yk+1 = . . . = yk = 0.
Çíà÷èò, L èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ íà ìàòðèöó A ⇒ L èíâàðèàíòíî
îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà A.

Ïóñòü èçâåñòíî, ÷òî L èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ íà ìàòðèöó A = [aij],
è ïóñòü y = Ax, ãäå xk+1 = . . . = xn = 0. Òîãäà yk+1 = . . . = yn = 0 ⇒ aij = 0 ïðè
1 ≤ j ≤ k, i ≥ k + 1. 2

28.6 ßäðî è îáðàç ëèíåéíîãî îïåðàòîðà
Ìíîæåñòâî kerA ≡ {x ∈ Vn : Ax = 0} íàçûâàåòñÿ ÿäðîì ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A, à
ìíîæåñòâî imA ≡ {y ∈ Vn : y = Ax, x ∈ Vn} � åãî îáðàçîì.

Óòâåðæäåíèå 1. ßäðî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A : V → W ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì
â V , à åãî îáðàç � ïîäïðîñòðàíñòâîì â W .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x, y ∈ kerA. Òîãäà A(αx+ βy) = αAx+ βAy = α · 0 + β · 0 = 0
⇒ αx+βy ∈ ker. Ïóñòü x, y ∈ imA. Òîãäà x = Au è y = Av äëÿ êàêèõ-òî u, v ∈ V ⇒
αx+ βy = A(αu+ βv) ⇒ αx+ βy ∈ imA. 2

Òåîðåìà î ðàçìåðíîñòè ÿäðà è îáðàçà. Ïóñòü V êîíå÷íîìåðíî. Òîãäà

dim kerA + dim imA = dimV.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü dim kerA = k è v1, . . . , vk � áàçèñ â kerA. Äîñòðîèì åãî
êàêèìè-òî âåêòîðàìè vk+1 . . . , vn äî áàçèñà â V . Î÷åâèäíî,

imA = L(Avk+1, . . . , Avn).

Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî âåêòîðû Avk+1, . . . , Avn ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
Ïóñòü αk+1Avk+1 + . . . + αnAvn = 0 ⇒ A(αk+1vk+1 + . . . + αnvn) = 0 ⇒

αk+1vk+1 + . . .+αnvn ∈ kerA ⇒ αk+1vk+1 + . . .+αnvn = β1v1 + . . .+ βkvk äëÿ êàêèõ-òî
÷èñåë β1, . . . , βk ⇒ αk+1 = . . . = αn = 0. 2

Çàìå÷àíèå. Äàííóþ òåîðåìó ìîæíî áûëî áû è íå äîêàçûâàòü, ïîñêîëüêó îíà åñòü ñëåäñòâèå óæå

èçâåñòíîãî íàì ôàêòà: äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A ñóììà åå ðàíãà è ðàçìåðíîñòè åå ÿäðà (ëèíåéíîãî ïðîñò-

ðàíñòâà ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû Ax = 0) ðàâíà ÷èñëó åå ñòîëáöîâ. Ìû çíàåì, ÷òî ðàíã ñîâïàäàåò

ñ ðàçìåðíîñòüþ ëèíåéíîé îáîëî÷êè ñòîëáöîâ ìàòðèöû, à ïîñëåäíÿÿ, î÷åâèäíî, åñòü åå îáðàç (êàê îïå-

ðàòîðà óìíîæåíèÿ íà äàííóþ ìàòðèöó).

Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü ëèíåéíûé îïåðàòîð A äåéñòâóåò èç V â V . Òîãäà åãî ÿäðî è
îáðàç èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî A.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èíâàðèàíòíîñòü ÿäðà î÷åâèäíà, ïîñêîëüêó ëþáîé åãî âåêòîð îòî-
áðàæàåòñÿ â 0.

Ïóñòü x ∈ imA. Òîãäà x = Au ⇒ Ax = A(Au) ⇒ Ax ∈ imA. 2



Å. Å. Òûðòûøíèêîâ 213

28.7 Îáðàòíûé îïåðàòîð
Îïåðàòîð A : V → W íàçûâàåòñÿ îáðàòèìûì, åñëè ñóùåñòâóåò îïåðàòîð B : W → V
òàêîé, ÷òî A(B(y)) = y ∀ y ∈ W è B(A(x)) = x ∀ x ∈ V . Ïðè ýòîì B íàçûâàåòñÿ
îáðàòíûì îïåðàòîðîì äëÿ A.
Óòâåðæäåíèå. Åñëè ëèíåéíûé îïåðàòîð îáðàòèì, òî îáðàòíûé îïåðàòîð òàêæå
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëþáûå âåêòîðû y1, y2 ∈ W ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå y1 = Ax1,
y2 = Ax2. Ïîýòîìó

B(αy1 + βy2) = B(αAy1 + βBy2) = B(A(αx1 + βx2)) = αx1 + βx2.

Îñòàåòñÿ ó÷åñòü, ÷òî
x1 = By1, x2 = By2. 2

Òåîðåìà. Ïóñòü A : V → W � ëèíåéíûé îïåðàòîð, à V è W � êîíå÷íîìåðíûå
ïðîñòðàíñòâà îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè. Òîãäà A ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì îïåðàòîðîì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà kerA = {0}.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü dimV = dimW = n. Ñîãëàñíî òåîðåìå î ðàçìåðíîñòè ÿäðà
è îáðàçà, åñëè dim kerA = 0, òî dim imA = n. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî âåêòîðà
y ∈ W ñóùåñòâóåò x ∈ V òàêîé, ÷òî Ax = y. Áîëåå òîãî, òàêîé âåêòîð x åäèíñòâåí (èíà÷å
ÿäðî ñîäåðæàëî áû íåíóëåâîé âåêòîð). Îïðåäåëèì îïåðàòîð B : W → V ïðàâèëîì
B(y) = x. Òîãäà A(B(y)) = y è B(A(x)) = x ⇒ B ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì îïåðàòîðîì äëÿ
A.

Åñëè æå èçâåñòíî, ÷òî A � îáðàòèìûé îïåðàòîð, òî åãî ÿäðî ìîæåò áûòü òîëüêî
íóëåâûì (åñëè äëÿ êàêèõ-òî x1 6= x2 âûïîëíÿëîñü áû ðàâåíñòâî Ax1 = Ax2, òî ýòî
ïðîòèâîðå÷èëî áû îáðàòèìîñòè îïåðàòîðà A). 2

Çàìå÷àíèå. Åñëè ëèíåéíûé îïåðàòîð A : V → W îáðàòèì, òî íåïðåìåííî W = imA.
Â òî æå âðåìÿ, óñëîâèå W = imA íåäîñòàòî÷íî äëÿ îáðàòèìîñòè A.

28.8 Îðòîãîíàëüíûå äîïîëíåíèÿ ÿäðà è îáðàçà
Äàäèì åùå îäíî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ðàçìåðíîñòè ÿäðà è îáðàçà. Ïóñòü A ∈ Cm×n.
Åñëè x ∈ kerA, òî äëÿ ëþáîãî y ∈ Cm íàõîäèì

0 = y∗Ax = (A∗y)∗x = (x,A∗y) ⇒ x⊥ imA∗ ⇒ kerA ⊂ (imA∗)⊥.

Ïóñòü òåïåðü x ∈ (imA∗)⊥. Òîãäà (x,A∗y) = y∗Ax = 0 ∀ y ∈ Cm. Âçÿâ y = Ax, ïîëó÷àåì
y∗Ax = (Ax)∗(Ax) = |Ax|2 = 0 ⇒ Ax = 0 ⇒ x ∈ kerA ⇒ (imA∗)⊥ ⊂ kerA.

Èòàê, kerA = (imA∗)⊥. Ìû óæå çíàåì, ÷òî ðàçìåðíîñòü îðòîãîãîíàëüíîãî äîïîëíå-
íèÿ ê imA∗ ðàâíà n− dim imA∗ = n− rankA = n− dim imA. 2

Â äåéñòâèòåëüíîñòè íàìè îáíàðóæåíî èíòåðåñíîå îáùåå ñâîéñòâî ÿäðà ìàòðèöû è
îáðàçà ñîïðÿæåííîé ìàòðèöû.

Òåîðåìà. Ïóñòü A ∈ Cm×n. Òîãäà Cn è Cm ïðåäñòàâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè ñóììà-
ìè âèäà

Cn = kerA⊕ imA∗, Cm = kerA∗ ⊕ imA.



214 Ëåêöèÿ 28

Îòìåòèì äâà î÷åâèäíûõ ñëåäñòâèÿ. Îíè èíòåðåñíû, ïðåæäå âñåãî, òåì, ÷òî â òåõ æå
ôîðìóëèðîâêàõ ïåðåíîñÿòñÿ íà âàæíûå êëàññû îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé â ãèëüáåðòî-
âûõ ïðîñòðàíñòâàõ è ïîìîãàþò ïîëó÷àòü òàì ôàêòû î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè
ðåøåíèé.

Òåîðåìà Ôðåäãîëüìà. Äëÿ ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû Ax = b íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷-
íî, ÷òîáû ïðàâàÿ ÷àñòü b áûëà îðòîãîíàëüíà êî âñåì ðåøåíèÿì y îäíîðîäíîé ñîïðÿ-
æåííîé ñèñòåìû A∗y = 0.

Àëüòåðíàòèâà Ôðåäãîëüìà. Ëèáî ñèñòåìà Ax = b èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
äëÿ ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè b, ëèáî îäíîðîäíàÿ ñîïðÿæåííàÿ ñèñòåìà A∗y = 0 èìååò
òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå.

ÄÎÏÎËÍÈÒÅËÜÍÀß ×ÀÑÒÜ

28.9 Âûáîð áàçèñà
Ñ òî÷êè çðåíèÿ �òî÷íîé ìàòåìàòèêè� âñå áàçèñû ðàâíîïðàâíû. Íî ïðè ïðîâåäåíèè âû-
÷èñëåíèé ðàçíèöà ìåæäó áàçèñàìè îãðîìíà!

Ïóñòü e = {e1, . . . , en} � ñòàíäàðòíûé áàçèñ â Cn, à g = {g1, . . . , gn} � êàêîé-òî äðó-
ãîé áàçèñ. Ïóñòü j-é ñòîëáåö ìàòðèöû P ñîñòîèò èç êîîðäèíàò âåêòîðà gj â ñòàíäàðòíîì
áàçèñå e. Òîãäà êîîðäèíàòû îäíîãî è òîãî æå âåêòîðà â áàçèñàõ e è g ñâÿçàíû ðàâåíñò-
âîì x = Pz, ãäå x ∈ Cn ñîäåðæèò êîîðäèíàòû ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà ïî ñòàíäàðòíîìó
áàçèñó e, à z ∈ Cn � êîîðäèíàòû ðàçëîæåíèÿ òîãî æå âåêòîðà ïî áàçèñó g. ⇒

z = P−1x.

Òèïè÷íà ñèòóàöèÿ, êîãäà â õîäå âû÷èñëåíèé âìåñòî x âîçíèê ñëàáî âîçìóùåííûé
âåêòîð x̃ = x+ δ. Òîãäà âìåñòî z áóäåò ïîëó÷åí âåêòîð

z̃ ≡ z + ∆ = P−1(x+ δ) ⇒ ∆ = P−1δ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x 6= 0 (òîãäà è z 6= 0). Èñïîëüçóÿ ñïåêòðàëüíóþ íîðìó, íàõîäèì

||∆||2 =
||P−1δ||2
||x||2

||Pz||2 ≤
||P−1||2||δ||2

||x||2
||P ||2||z||2 ⇒

||∆||2
||z||2

≤ (||P−1||2||P ||2)
||δ||2
||x||2

. (#)

Òàêèì îáðàçîì, îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ||∆||2/||z||2 â âåêòîðå z íå áîëüøå, ÷åì
îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ||δ||2/||x||2 â âåêòîðå x, óìíîæåííàÿ íà ÷èñëî

γ(P ) ≡ ||P−1||2||P ||2.

Âåëè÷èíà γ(P ) íàçûâàåòñÿ ñïåêòðàëüíûì ÷èñëîì îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû P .

Ê ñîæàëåíèþ, ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ìîæåò îêàçàòüñÿ î÷åíü áîëüøèì, à íåðàâåíñòâî
(#) äëÿ íåêîòîðûõ âåêòîðîâ x è δ ìîæåò ïðåâðàùàòüñÿ â ðàâåíñòâî. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü

P = V ΣU∗ � ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå ìàòðèöû P ,
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u1 è v1 � ïåðâûå ñòîëáöû ìàòðèö U è V , à un è vn � ïîñëåäíèå ñòîëáöû òåõ æå ìàòðèö.
Òîãäà

Pu1 = σ1v1, Pun = σnvn.

Âçÿâ x = v1 è δ = εvn, íàõîäèì

||∆||2
||z||2

=
|ε|/σn

1/σ1

= |ε| σ1

σn

= ||P−1||2||P ||2
||δ||1
||x||2

.

Â îòëè÷èå îò ïðîèçâîëüíûõ áàçèñîâ, îðòîíîðìèðîâàííûå áàçèñû îáëàäàþò çàìå÷à-
òåëüíûì äîñòîèíñòâîì. Äëÿ íèõ ìàòðèöà P óíèòàðíàÿ, à äëÿ ëþáîé óíèòàðíîé ìàòðèöû
ñïåêòðàëüíîå ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ðàâíî 1 (äîêàæèòå!).

Ïî ýòîé ïðè÷èíå ìàòåìàòèêè-âû÷èñëèòåëè ïðåäïî÷èòàþò, åñëè âîçìîæíî, èìåòü äå-
ëî ñ îðòîíîðìèðîâàííûìè áàçèñàìè.

28.10 Áàçèñû â ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ
Ïóñòü Pn � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ïîðÿäêà n (ñòåïåíè n − 1 è íèæå).
Åñòåñòâåííûé áàçèñ â Pn îáðàçóþò îäíî÷ëåíû 1, x, . . . , xn−1.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ âû÷èñëåíèé ýòî �î÷åíü ïëîõîé� áàçèñ. Ïóñòü, íàïðèìåð, íóæíî íàéòè ìíîãî-
÷ëåí p(x) ∈ Pn, ïðèíèìàþùèé â çàäàííûõ òî÷êàõ a ≤ x1 < x2 < . . . < xn ≤ b çàäàííûå çíà÷åíèÿ
f1, f2, . . . , fn. Ýòî ìîãóò áûòü çíà÷åíèÿ êàêîé-òî ôóíêöèè f(x) íà îòðåçêå [a, b] � â ýòîì ñëó÷àå p(x)
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåêîòîðîå ïðèáëèæåíèå ê f(x) íà äàííîì îòðåçêå, âûáèðàåìîå èç óñëîâèÿ
ñîâïàäåíèÿ çíà÷åíèé f(x) è p(x) â òî÷êàõ xi. Òàêàÿ çàäà÷à íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé èíòåðïîëÿöèè, à p(x)
� èíòåðïîëÿöèîííûì ìíîãî÷ëåíîì äëÿ ôóíêöèè f(x) â óçëàõ xi. Ðåøåíèå âðîäå áû î÷åâèäíî: åñëè
p(x) = a0 + a1x + . . . + an−1x

n−1, òî
1 x1 . . . xn−1

1

1 x2 . . . xn−1
2

. . . . . . . . . . . .
1 xn . . . xn−1

n



a0

a1

. . .
an−1

 =


f1
f2
. . .
fn

 .
Îäíàêî, ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ äàííîé ñèñòåìû èìååò ñïåêòðàëüíîå ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè

íå ìåíüøå 2n−2/
√
n íåçàâèñèìî îò âûáîðà óçëîâ xi. 1 Ïîýòîìó äàæå ìàëûå ïîãðåøíîñòè â çíà÷åíèÿõ

fi ìîãóò ïðèâåñòè ê íåäîïóñòèìûì ïîãðåøíîñòÿì â êîýôôèöèåíòàõ èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà
p(x).

Ñòðîèòü âû÷èñëåíèÿ íà îñíîâå êîýôôèöèåíòîâ èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà � äåëî ïî÷òè áåç-
íàäåæíîå. Íî ýòî íå îçíà÷àåò, ÷òî íóæíî îòêàçàòüñÿ îò èñïîëüçîâàíèÿ èíòåðïîëÿöèîííûõ ìíîãî÷ëåíîâ.
Íóæíî ëèøü âûáðàòü äðóãîé áàçèñ äëÿ èõ ïðåäñòàâëåíèÿ!

Îäíà èç âîçìîæíîñòåé � çàïèñàòü p(x) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

p(x) =
n∑

i=1

fi

∏
1 ≤ j ≤ n

j 6= i

x− xj

xi − xj
. (∗)

Â äàííîì ñëó÷àå äëÿ ðàçëîæåíèÿ p(x) èñïîëüçóåòñÿ áàçèñ èç òàê íàçûâàåìûõ ýëåìåíòàðíûõ ìíîãî-
÷ëåíîâ Ëàãðàíæà

li(x) =
∏

1 ≤ j ≤ n
j 6= i

x− xj

xi − xj
.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

li(xk) =
{

1, i = k,
0, i 6= k.

1Ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî (âñå æå òðåáóþùåå òåõíèêè, êîòîðóþ ìû åùå íå óñïåëè ðàçâèòü), ìîæíî
íàéòè â ñòàòüå: E. E. Tyrtyshnikov, How bad are Hankel matrices?, Numer. Math., no. 67, 1994, pp. 261�269.
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Ïîýòîìó p(x) äåéñòâèòåëüíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì p(xk) = fk, 1 ≤ k ≤ n. Ôîðìóëà (∗) íàçûâàåòñÿ
èíòåðïîëÿöèîííîé ôîðìóëîé Ëàãðàíæà.

Äðóãàÿ âîçìîæíîñòü � ââåñòè â Pn ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è ïîñòðîèòü áàçèñ èç îðòîãîíàëüíûõ
(îðòîíîðìèðîâàííûõ) ìíîãî÷ëåíîâ ñ ïîìîùüþ ïðîöåññà îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà-Øìèäòà, ïðèìåíåí-
íîãî ê ñèñòåìå ìíîãî÷ëåíîâ 1, x, x2, . . . . Íàïðèìåð, äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ íà îòðåçêå [−1, 1] ìîæíî îïðå-
äåëèòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå êàê èíòåãðàë

(f, g) =

1∫
−1

f(x)g(x) dx, f, g ∈ Pn.

Òîãäà ïîëó÷àòñÿ îðòîãîíàëüíûå ìíîãî÷ëåíû, èçâåñòíûå êàê ìíîãî÷ëåíû Ëåæàíäðà.
Â òåîðèè è âû÷èñëåíèÿõ ïðèìåíÿþòñÿ è ìíîãèå äðóãèå ñïîñîáû çàäàíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

â Pn, ïðèâîäÿùèå ê äðóãèì ïîëåçíûì ñèñòåìàì îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ.
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ÎÑÍÎÂÍÀß ×ÀÑÒÜ

29.1 Äèàãîíàëèçóåìûå ìàòðèöû
Ìàòðèöû, ïîäîáíûå äèàãîíàëüíûì ìàòðèöàì, íàçûâàþò äèàãîíàëèçóåìûìè èëè ìàò-
ðèöàìè ïðîñòîé ñòðóêòóðû.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î äèàãîíàëèçàöèè 3× 3-ìàòðèöû:

AP = PΛ ⇔

a11 a12 a13

a21 a12 a23

a31 a32 a33

p11 p12 p13

p21 p22 p23

p31 p32 p33

 =

p11 p12 p13

p21 p22 p23

p31 p32 p33

λ1

λ2

λ3

 .
Äàííîå ðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî òðåì ðàâåíñòâàìa11 a12 a13

a11 a12 a23

a31 a32 a33

p1j

p2j

p3j

 = λj

p1j

p2j

p3j

 , j = 1, 2, 3.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çíà÷åíèå λj èçâåñòíî. Òîãäà ýëåìåíòû j-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû P óäîâ-
ëåòâîðÿþò îäíîðîäíîé ñèñòåìåa11 − λj a12 a13

a11 a12 − λj a23

a31 a32 a33 − λj

p1j

p2j

p3j

 =

0
0
0

 . (∗)

Äàííàÿ ñèñòåìà äîëæíà èìåòü íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ⇔ îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû
êîýôôèöèåíòîâ ðàâåí íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, λj óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ
îòíîñèòåëüíî λ:

det

a11 − λ a12 a13

a11 a12 − λ a23

a31 a32 a33 − λ

 = 0. (#)

Ýòî êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå âèäà λ3 − s2λ
2 + s1λ− s0 = 0, ãäå, êàê ëåãêî âèäåòü,

s2 = a11 + a22 + a33,

s1 = det

[
a11 a12

a21 a22

]
+ det

[
a11 a13

a31 a33

]
+ det

[
a22 a23

a32 a33

]
,

s0 = det

a11 a12 a13

a11 a12 a23

a31 a32 a33

 .
217
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Ìîæíî âñïîìíèòü, ÷òî âîïðîñîì î äèàãîíàëèçàöèè ìàòðèö ïîðÿäêà 3 ìû çàíèìàëèñü
ïðè èçó÷åíèè ëèíèé è ïîâåðõíîñòåé âòîðîãî ïîðÿäêà � ïðè ïîèñêå òàêîé ñèñòåìû êîîð-
äèíàò, â êîòîðîé ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé ÷àñòè (âåùåñòâåííàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà
ïîðÿäêà 3) ñòàíîâèòñÿ äèàãîíàëüíîé. 1

29.2 Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû
Ïóñòü A � ìàòðèöà ïîðÿäêà n è P � îáðàòèìàÿ ìàòðèöà ñî ñòîëáöàìè p1, . . . , pn.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðàâåíñòâî AP = PΛ ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå ðàâåíñòâ

Apj = λj pj, j = 1, . . . , n.

Ýòè ðàâåíñòâà ïîäâîäÿò íàñ ê âàæíûì ïîíÿòèÿì ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ìàòðèöû è
ñîáñòâåííîãî âåêòîðà.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü A � ìàòðèöà ïîðÿäêà n. ×èñëî λ ∈ C è íåíóëåâîé ñòîëáåö
x ∈ Cn, ñâÿçàííûå ñîîòíîøåíèåì Ax = λx, íàçûâàþòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì è
ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ìàòðèöû A. Ïàðà λ, x èíîãäà íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííîé ïàðîé
ìàòðèöû A.

Çàäà÷à. Ïóñòü λ � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû A. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ìàòðè÷íîé íîðìû

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |λ| ≤ ||A||.

Òåîðåìà. Ìàòðèöà A ïîðÿäêà n äèàãîíàëèçóåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà
îáëàäàåò ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìîé n ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p1, . . . , pn � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ âåò-
êîðîâ ìàòðèöû A, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λ1, . . . , λn:

Apj = λjpj, j = 1, . . . , n. ⇔ AP = P

λ1

. . .
λn

 , P = [p1, . . . , pn].

Ìàòðèöà A îáðàòèìà êàê ìàòðèöà ñ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè ñòîëáöàìè. 2

Ïðèìåð íåäèàãîíàëèçóåìîé ìàòðèöû: A =
[

0 1
0 0

]
. Äîïóñòèì, ÷òî[

p11 p12

p21 p22

]−1 [
0 1
0 0

] [
p11 p12

p21 p22

]
=

[
λ1 0
0 λ2

]
⇒

[
0 1
0 0

] [
p11 p12

p21 p22

]
=

[
p11 p12

p21 p22

] [
λ1 0
0 λ2

]
.

1Åñëè B è A � íîâàÿ è èñõîäíàÿ ìàòðèöû, òî B = P>AP è, áîëåå òîãî, P> = P−1 � ïîñêîëüêó
èñõîäíàÿ è íîâàÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò ïðåäïîëàãàëèñü äåêàðòîâûìè. Òàêèì îáðàçîì, A è B ïîäîáíû è
ïðè ýòîì ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ óíèòàðíîé ìàòðèöû. Òàêèå ìàòðèöû íà-
çûâàþòñÿ óíèòàðíî ïîäîáíûìè. Â Ëåêöèè 20 áûëî äîêàçàíî, ÷òî ëþáàÿ âåùåñòâåííàÿ ñèììåòðè÷íàÿ
ìàòðèöà óíèòàðíî ïîäîáíà äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå. Ýòî æå óòâåðæäåíèå ñêîðî ïîÿâèòñÿ êàê ïðîñòîå
ñëåäñòâèå áîëåå îáùèõ ðåçóëüòàòîâ.
Òåïåðü ÿñíî, ÷òî ïðè ïîèñêå íîâîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò â ñëó÷àå ïîâåðõíîñòåé âòîðîãî

ïîðÿäêà ìîæíî îáîéòèñü áåç áåñêîíå÷íîãî ïðîöåññà ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòðèö âðàùåíèÿ. Äîñòàòî÷íî
ðåøèòü êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå (#) (íàïðèìåð, ïî ôîðìóëå Êàðäàíî � áîëåå ñëîæíîé, ÷åì ôîðìóëà
äëÿ êîðíåé êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ, íî â öåëîì âïîëíå àíàëîãè÷íîé � ñì. ðàçäåë 14.8), à çàòåì ñ óæå
èçâåñòíûìè λ1, λ2, λ3 íàéòè íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ îäíîðîäíûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé (∗). Â ñèëó ïîëó÷åííîé â Ëåêöèè 20 òåîðåìû î äèàãîíàëèçàöèè âåùåñòâåííûõ ñèììåòðè÷-
íûõ ìàòðèö ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî äëÿ âåùåñòâåííûõ ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö ïîðÿäêà 3 êóáè÷åñêîå
óðàâíåíèå (#) èìååò ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé òðè âåùåñòâåííûõ êîðíÿ, à èç êîìïîíåíò íåòðèâèàëüíûõ
ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ îäíîðîäíûõ ñèñòåì (∗) ìîæíî ñîñòàâèòü îðòîãîíàëüíóþ ìàòðèöó P .
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Îòñþäà [
p21 p22

0 0

]
=

[
p11λ1 p12λ2

p21λ1 p22λ2

]
.

Õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë λ1, λ2 äîëæíî îòëè÷àòüñÿ îò íóëÿ. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè
λ1 6= 0 ⇒ p21 = 0 ⇒ p11 = 0. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå, ïîñêîëüêó ìàòðèöà ñ íóëåâûì
ñòîëáöîì íå ìîæåò áûòü îáðàòèìîé. 2

29.3 Ñîáñòâåííûå âåêòîðû äëÿ ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé

Òåîðåìà. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå ïîïàðíî ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì
çíà÷åíèÿì ìàòðèöû, ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè.

Ïóñòü x1, . . . , xm � ñîáñòâåííûå âåêòîðû äëÿ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷å-
íèé λ1, . . . , λm ìàòðèöû A. Ïóñòü α1x1 + . . . + αmxm = 0. Óìíîæèì îáå ÷àñòè ñëåâà
íà ìàòðèöó A:

α1λ1x1 + . . .+ αmλmxm = 0.

Èç äàííîãî ðàâåíñòâà âû÷òåì ïðåäûäóùåå, óìíîæåííîå íà λm:

α1(λ1 − λm)x1 + . . .+ αm−1(λm−1 − λm)xm−1 = 0.

Îòñþäà ÿñíî, ÷òî èç ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ x1, . . . , xm−1 âûòåêàëà áû ëè-
íåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü âåêòîðîâ x1, . . . , xm. Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøàåòñÿ ïðèìåíåíèåì
èíäóêöèè. 2

Ñëåäñòâèå. Åñëè ìàòðèöà ïîðÿäêà n èìååò n ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, òî
îíà äèàãîíàëèçóåìà.

29.4 Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå
Ïóñòü λ � ïðîèçâîëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû A. Ïðè ôèêñèðîâàííîì λ âñå
ñîîòâåòñòâóþùèå åìó ñîáñòâåííûå âåêòîðû x óäîâëåòâîðÿþò îäíîðîäíîé ñèñòåìå ëè-
íåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

(A− λI)x = 0.

×èñëî λ ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ìàòðèöû A ⇔ äàííàÿ ñèñòåìà èìååò
íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ⇔ det(A− λI) = 0.

Îïðåäåëåíèå. Óðàâíåíèå det(A−λI) = 0 îòíîñèòåëüíî λ íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèì óðàâíåíèåì ìàòðèöû A. Ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ åñòü ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè
n îò λ, íàçûâàåìûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì ìàòðèöû A.

Óòâåðæäåíèå. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí f(λ) = det(A−λI) ìàòðèöû A èìååò
âèä

f(λ) = (−1)n(λn − sn−1λ
n−1 + sn−2λ

n−2 − . . .+ (−1)ns0),

ãäå sk åñòü ñóììà âñåõ ìèíîðîâ ìàòðèöû A ïîðÿäêà n− k, ðàñïîëîæåííûõ íà ïåðåñå-
÷åíèè ñòîëáöîâ è ñòðîê ñ îäèíàêîâûìè íîìåðàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×òîáû ïîëó÷èòü êîýôôèöèåíò sk, íóæíî ñðåäè n! ÷ëåíîâ îïðåäå-
ëèòåëÿ

det(A− λI) =
∑
σ∈Sn

dσ
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âûáðàòü òå è òîëüêî òå ÷ëåíû dσ, êîòîðûå ñîäåðæàò ïðîèçâåäåíèå ðîâíî k äèàãîíàëü-
íûõ ÷ëåíîâ âèäà aii − λ (îíè è òîëüêî îíè ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè ñòåïåíè k îò λ), â
êàæäîì èç íèõ âûäåëèòü ñëàãàåìîå ñòàðøåé ñòåïåíè âèäà (−λ)k cσ è ïðîñóììèðîâàòü
ïîëó÷åííûå êîýôôèöèåíòû cσ. Î÷åâèäíî, ÷òî ñóììà âñåõ cσ, îòâå÷àþùèõ k äèàãîíàëü-
íûì ýëåìåíòàì â ôèêñèðîâàííûõ ïîçèöèÿõ i1 < . . . < ik, áóäåò ðàâíà ìèíîðó ìàòðèöû
A, ðàñïîëîæåííîìó íà ñòðîêàõ è ñòîëáöàõ, äîïîëíèòåëüíûõ ê ñòðîêàì è ñòîëáöàì ñ
íîìåðàìè i1, . . . , ik. 2

Â ÷àñòíîñòè, sn−1 = a11 + . . . + ann � âåëè÷èíà, íàçûâàåìàÿ ñëåäîì ìàòðèöû A.
Îáîçíà÷åíèå: trA. Â ñèëó ôîðìóë Âèåòà, ñëåä ðàâåí ñóììå âñåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî s0 = detA.

Ïðè n ≤ 4 ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (êàê êîðíè ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè n ≤ 4) ìîãóò
áûòü âûðàæåíû â ðàäèêàëàõ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà è,
ñëåäîâàòåëüíî, ÷åðåç ýëåìåíòû ìàòðèöû. Ïðè n ≥ 5 òàêèõ ôîðìóë óæå íå ñóùåñòâóåò
(çíàìåíèòûé ðåçóëüòàò Àáåëÿ, Ðóôôèíè è Ãàëóà).

29.5 Àëãåáðàè÷åñêàÿ êðàòíîñòü ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ
Êðàòíîñòü ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ êàê êîðíÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà íàçûâà-
åòñÿ åãî àëãåáðàè÷åñêîé êðàòíîñòüþ. Èç îñíîâíîé òåîðåìû àëãåáðû ñðàçó æå âûòåêàåò
ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà. Ëþáàÿ êîìïëåêñíàÿ ìàòðèöà A ïîðÿäêà n èìååò n êîìïëåêñíûõ ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèé ñ ó÷åòîì àëãåáðàè÷åñêèõ êðàòíîñòåé.

29.6 Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí è ïîäîáèå
Òåîðåìà. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû ïîäîáíûõ ìàòðèö ñîâïàäàþò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B = P−1AP , ãäå P � îáðàòèìàÿ ìàòðèöà. Òîãäà

det(B − λI) = det(P−1AP − λP−1P ) = det(P−1(A− λI)P )

= detP−1 detP det(A− λI) = det(P−1P ) det(A− λI)

= det(A− λI). 2

Ñëåäñòâèå. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è èõ àëãåáðàè÷åñêèå êðàòíîñòè äëÿ ïîäîáíûõ
ìàòðèö ñîâïàäàþò.

Çàäà÷à. Ïóñòü A è B � êâàäðàòíûå ìàòðèöû îäíîãî è òîãî æå ïîðÿäêà. Äîêàæèòå, ÷òî AB è BA

èìåþò îäèíàêîâûå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû.

29.7 Ïðèâåäåíèå ê ïî÷òè òðåóãîëüíîé ìàòðèöå
Òàêèì îáðàçîì, ïðè âû÷èñëåíèè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A ìîæíî èñïîëüçîâàòü
ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ äëÿ ïåðåõîäà ê ìàòðèöå áîëåå ïðîñòîãî âèäà, èìåþùåé òå æå
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

Íàïðèìåð, îò A ìîæíî ïåðåéòè ê ïîäîáíîé åé âåðõíåé ïî÷òè òðåóãîëüíîé ìàòðèöå.
Òàê íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà H = [hij], â êîòîðîé hij = 0 ïðè i ≥ j + 2. Òàêàÿ ìàòðèöà
íàçûâàåòñÿ òàêæå âåðõíåé õåññåíáåðãîâîé.

Óòâåðæäåíèå. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû A ïîðÿäêà n ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííàÿ
ìàòðèöà P òàêàÿ, ÷òî ìàòðèöà B = PAP−1 ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ïî÷òè òðåóãîëüíîé.
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Ìàòðèöó P ìîæíî âûáðàòü â âèäå P = Pn−2 . . . P1, ãäå Pk = ZkΠk � ïðîèçâåäåíèå
ìàòðèöû ïåðåñòàíîâêè Πk è ìàòðèöû ìîäèôèêàöèè ñòðîê Zk.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè a21 6= 0, òî Π1 = I. Åñëè a21 = 0, íî ai1 6= 0 ïðè i ≥ 3, òî 2-þ è
i-þ ñòðîêè ñëåäóåò ïåðåñòàâèòü � ñ ïîìîùüþ óìíîæåíèÿ íà ñîîòâåòñòâóþùóþ ìàòðèöó
ïåðåñòàíîâêè Π1. Â ñëó÷àå a21 6= 0 ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû ìîäèôèêàöèè ñòðîê Z1 èñêëþ-
÷àåì âñå ýëåìåíòû ïåðâîãî ñòîëáöà â ïîçèöèÿõ (i, 1) ïðè 3 ≤ i ≤ n. Ïðîèëëþñòðèðóåì
ïåðâûé øàã äëÿ n = 4:1 0 0 0

0 1 0 0
0 −a31

a21
1 0

0 −a41
a21

0 1


a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44

 =

b11 b12 b13 b14
b21 b22 b23 b24
0 b32 b33 b34
0 b42 b43 b44

 ,
b11 b12 b13 b14
b21 b22 b23 b24
0 b32 b33 b34
0 b42 b43 b44


1 0 0 0

0 1 0 0
0 a31

a21
1 0

0 a41
a21

0 1

 =

c11 c12 c13 c14
c21 c22 c23 c24
0 c32 c33 c34
0 c42 c43 c44

 .
Âàæíî, ÷òî ïðè óìíîæåíèè ñïðàâà íà P−1

1 ýëåìåíòû ïåðâîãî ñòîëáöà íå èçìåíÿþòñÿ
⇒ íóëè, ïîëó÷åííûå òàì ðàíåå, ñîõðàíÿòñÿ.

Âòîðîé øàã íàïðàâëåí íà ïîëó÷åíèå íóëåé âî âòîðîì ñòîëáöå. Åñëè c32 6= 0, òî
èñêëþ÷åíèå ïðîâîäèòñÿ òàêèì îáðàçîì:1 0 0 0

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 −c42

c32
1


c11 c12 c13 c14
c21 c22 c23 c24
0 c32 c33 c34
0 c42 c43 c44

 =

d11 d12 d13 d14

d21 d22 d23 d24

0 d32 d33 d34

0 0 d43 d44

 ,
d11 d12 d13 d14

d21 d22 d23 d24

0 d32 d33 d34

0 0 d43 d44


1 0 0 0

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 c42

c32
1

 =

h11 h12 h13 h14

h21 h22 h23 h24

0 h32 h33 h34

0 0 h43 h44

 .
Â ñëó÷àå n ≥ 5 òî÷íî òàê æå íà òðåòüåì øàãå ïîëó÷àåì íóëè â ïîçèöèÿõ òðåòüåãî

ñòîëáöà (i, 3) ïðè i ≥ 5. È òàê äàëåå. 2

ÄÎÏÎËÍÈÒÅËÜÍÀß ×ÀÑÒÜ

29.8 Ìàòðèöû Ôðîáåíèóñà
Çàäà÷à î âû÷èñëåíèè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ êîðíåé
íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà (õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà äàííîé ìàòðèöû). Âåðíî ëè
îáðàòíîå? Ìîæíî ëè çàäà÷ó î âû÷èñëåíèè êîðíåé ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè n ñâåñòè ê âû÷èñ-
ëåíèþ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íåêîòîðîé ìàòðèöû? Îòâåò ïîëîæèòåëüíûé. Ïóñòü ìíî-
ãî÷ëåí èìååò âèä

f(λ) = λn + an−1λ
n−1 + . . .+ a0.

Òîãäà èíòåðåñóþùàÿ íàñ ìàòðèöà ìîæåò áûòü, â ÷àñòíîñòè, òàêîé:

Af =


0 0 0 . . . 0 −a0

1 0 0 . . . 0 −a1

0 1 0 . . . 0 −a2

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 0 −an−2

0 0 0 . . . 1 −an−1

 .
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Ìàòðèöà Af íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé Ôðîáåíèóñà èëè ñîïðîâîæäàþùåé ìàòðèöåé ìíî-
ãî÷ëåíà f(x).

Óòâåðæäåíèå. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû Ôðîáåíèóñà Af äëÿ ìíîãî-
÷ëåíà f(λ) èìååò âèä det(Af − λI) = (−1)nf(λ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè âû÷èñëåíèè îïðåäåëèòåëÿ det(Af − λI) ïðèáàâèì ê ïåðâîé
ñòðîêå 2-þ ñòðîêó, óìíîæåííóþ íà λ, çàòåì 3-þ ñòðîêó, óìíîæåííóþ íà λ2, è òàê äàëåå.
Âîò ÷òî ïîëó÷àåòñÿ ïðè n = 4:

det

 −λ 0 0 −a0

1 −λ 0 −a1

0 1 −λ −a2

0 0 1 −a3 − λ

 = det

 0 −λ2 0 −a0 − a1λ
1 −λ 0 −a1

0 1 −λ −a2

0 0 1 −a3 − λ



= det

 0 0 −λ3 −a0 − a1λ− a2λ
2

1 −λ 0 −a1

0 1 −λ −a2

0 0 1 −a3 − λ

 = det

 0 0 0 −a0 − a1λ− a2λ
2 − a3λ

3 − λ4

1 −λ 0 −a1

0 1 −λ −a2

0 0 1 −a3 − λ


= a0 + a1λ+ a2λ

2 + a3λ
3 + λ4. 2

29.9 Âû÷èñëåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà
Êàê ìû çíàåì, ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ëþáóþ êâàäðàòíóþ ìàòðèöó
ìîæíî ïðèâåñòè ê ïîäîáíîé åé âåðõíåé ïî÷òè òðåóãîëüíîé ìàòðèöå H. Ïîýòîìó äîñòà-
òî÷íî íàó÷èòüñÿ âû÷èñëÿòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí äëÿ H.

Äëÿ ýòîãî âëîæèì âåðõíþþ ïî÷òè òðåóãîëüíóþ ìàòðèöóH−λI â âåðõíþþ òðåóãîëü-
íóþ ìàòðèöó è ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
(ïóñòü äëÿ ïðîñòîòû n = 4):

1 h11 − λ h12 h13 h14

0 h21 h22 − λ h23 h24

0 0 h32 h33 − λ h34

0 0 0 h43 h44 − λ
0 0 0 0 1



f1(λ)
f2(λ)
f3(λ)
f4(λ)
f5(λ)

 =


0
0
0
0
1

 .
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîääèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû H îòëè÷íû îò íóëÿ. Òîãäà
ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ äàííîé ñèñòåìû îáðàòèìà ⇒ ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå, â êîòîðîì, î÷åâèäíî, fk(λ) áóäåò ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè n+1−k îò λ. Ñîãëàñíî
ïðàâèëó Êðàìåðà,

f1(λ) =
(−1)n+1 det(H − λI)

h21 . . . hn+1 n

.

Â äàííîì ìåòîäå äëÿ âû÷èñëåíèÿ âñåõ êîýôôèöèåíòîâ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà
ìàòðèöû ïîðÿäêà n âûïîëíÿåòñÿ O(n3) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé (ïðîâåðüòå!).
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ÎÑÍÎÂÍÀß ×ÀÑÒÜ

30.1 Îäíîìåðíûå èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà
Ïóñòü L èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíîA è dimL = 1. Ïóñòü x ∈ L è x 6= 0. Èíâàðèàíòíîñòü
îçíà÷àåò, ÷òî Ax = λx äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà λ. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ λ è x 6= 0 íàçûâàþòñÿ
ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì è ñîáñòâåííûì âåêòîðîì îïåðàòîðà A.

Åñëè x� ñîáñòâåííûé âåêòîð äëÿA, òî ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà L(x) áóäåò èíâàðèàíòíûì
ïîäïðîñòðàíñòâîì ðàçìåðíîñòè 1: z ∈ L(x) ⇒ z = αx ⇒ Az = (αλ)x ∈ L(x).

Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îïåðàòîðA äåéñòâóåò íà êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñò-
âå ðàçìåðíîñòè n è çàäàí ñâîåé ìàòðèöåé A ∈ Cn×n â ïðîèçâîëüíîì ôèêñèðîâàííîì
áàçèñå. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ãîâîðèòü î ïîäïðîñòðàíñòâàõ â Cn, èíâàðèàíòíûõ îòíî-
ñèòåëüíî óìíîæåíèÿ íà ìàòðèöó A (èëè, êîðî÷å, îòíîñèòåëüíî ìàòðèöû A). Ñîõðàíèì
îáîçíà÷åíèÿ L è x äëÿ ïîäïðîñòðàíñòâà è ñòîëáöà èç Cn, èìåþùèõ ñìûñë óïîìÿíóòûõ
âûøå L è x. Ìû óæå çíàåì, ÷òî ñîáñòâåííûå çía÷åíèÿ λ ìàòðèöû A è òîëüêî îíè ñóòü
êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ det(A − λI) = 0. Èç îñíîâíîé òåîðåìû àëãåá-
ðû âûòåêàåò, ÷òî ìàòðèöà A (îïåðàòîð A) èìååò êîìïëåêñíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå.
Îòñþäà ïîëó÷àåì íóæíîå íàì

Óòâåðæäåíèå. Ëþáàÿ ìàòðèöà A ∈ Cn×n èìååò èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
ðàçìåðíîñòè 1.

30.2 Ãåîìåòðè÷åñêàÿ êðàòíîñòü ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ
Ôèêñèðóåì ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ îïåðàòîðà A è ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî L âñåõ âåê-
òîðîâ x òàêèõ, ÷òî Ax = λx.

Óòâåðæäåíèå. Ìíîæåñòâî L ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì, èíâàðèàíòíûì îòíîñè-
òåëüíî A.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x, y ∈ L ⇒ Ax = λx, Ay = λy ⇒ A(αx+βy) = λ(αx+βy)
⇒ αx+ βy ∈ L. Èíâàðèàíòíîñòü L î÷åâèäíà: åñëè x ∈ L, òî Ax = λx ∈ L. 2

Îïðåäåëåíèå. Ïîäïðîñòðàíñòâî L íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì, à åãî
ðàçìåðíîñòü � ãåîìåòðè÷åñêîé êðàòíîñòüþ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ Λ.

30.3 Ìàòðè÷íîå âûðàæåíèå èíâàðèàíòíîñòè
Òåîðåìà. Ïóñòü L ⊂ Cn èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî A ∈ Cn×n è dimL = k. Òîãäà
ñóùåñòâóþò ìàòðèöû X ∈ Cn×k è B ∈ Ck×k òàêèå, ÷òî ñòîëáöû X îáðàçóþò â L

223



224 Ëåêöèÿ 30

áàçèñ è âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî AX = XB. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû
B ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ìàòðèöû A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáðàçóåì X èç áàçèñíûõ âåêòîðîâ x1, . . . , xk äëÿ L. Èíâàðèàíò-
íîñòü îçíà÷àåò, ÷òî Axj åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ x1, . . . , xk. Îïðåäåëèì
ìàòðèöó B òàêèì îáðàçîì, ÷òî åå j-é ñòîëáåö bj ñîäåðæèò êîýôôèöèåíòû äàííîé ëè-
íåéíîé êîìáèíàöèè. Òîãäà Axj = Xbj ⇒ AX = XB.

Äîïîëíèì X êàêèìè-òî ñòîëáöàìè äî íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû X̃ ∈ Cn×n. Òîãäà

AX̃ = X̃

[
B C
0 D

]
äëÿ êàêèõ-òî áëîêîâ C è D. Îòñþäà

det(A− λI) = det(X̃−1AX̃ − λI) = det(B − λIk) det(D − λIn−k). 2

Ñëåäñòâèå. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ êðàòíîñòü ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ íå âûøå åãî àëãåáðà-
è÷åñêîé êðàòíîñòè.

30.4 Ñóæåíèå îïåðàòîðà íà ïîäïðîñòðàíñòâî
Åñëè ïîäïðîñòðàíñòâî L èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà A, òî ìîæíî îïðåäåëèòü
ëèíåéíûé îïåðàòîð B : L→ L ïðàâèëîì

Bx = Ax, x ∈ L.

Îïåðàòîð A èìååò áîëåå øèðîêóþ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ, ÷åì B. Íî B äåéñòâóåò íà
âåêòîðû èç L òàê æå, êàê A � ïîýòîìó åãî íàçûâàþò ñóæåíèåì îïåðàòîðà A íà L.
Ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî A èíäóöèðóåò íà L îïåðàòîð B è íàçûâàþò B èíäóöèðîâàííûì
îïåðàòîðîì.

Åñëè A � ìàòðèöà îïåðàòîðà A â êàêîì-òî áàçèñå, x1, . . . , xk � áàçèñ â L è X =
[x1, . . . , xk], òî ðàâåíñòâî AX = XB îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöà B ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ñóæå-
íèÿ îïåðàòîðà A íà L â áàçèñå x1, . . . , xk.

30.5 Èíâàðèàíòíûå ïðîñòðàíñòâà è ñäâèãè
Óòâåðæäåíèå. Ìàòðèöû A è A−λI èìåþò îáùèå èíâàðèàíòíûå ïðîñòðàíñòâà äëÿ
ëþáîãî λ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî A. Åñëè x ∈ L, òî Ax ∈ L ⇒
Ax−λx ∈ L ⇒ L èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî A−λI. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî A = B−λ′I,
ãäå B = A− λI, λ′ = −λ. 2

30.6 Òðåóãîëüíàÿ ôîðìà ìàòðèöû
Ëåììà 1. Äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A ∈ Cn×n cóùåñòâóåò èíâàðèàíòíîå ïðîñòðàíñòâî
ðàçìåðíîñòè n− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû óæå çíàåì, ÷òî îáðàç imA ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ïðîñòðàíñò-
âîì. Åñëè åãî ðàçìåðíîñòü ðàâíà n− 1, òî âñå äîêàçàíî.
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Åñëè îíà ðàâíà k < n− 1, òî imA çàâåäîìî ïðèíàäëåæèò êàêîìó-òî áîëåå øèðîêîìó
ïîäïðîñòðàíñòâó L ðàçìåðíîñòè n− 1, ïðèòîì åñëè x ∈ L, òî Ax ∈ imA ⊂ L. Çíà÷èò, L
èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî A. Åñëè dim imA = n, òî ïåðåéäåì ê ìàòðèöå B = A − λI,
ãäå λ � êàêîå-òî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû A. ßñíî, ÷òî dim kerB ≥ 1 ⇒
dim imB ≤ n− 1 ⇒ B èìååò èíâàðèàíòíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n− 1. Îíî æå
èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî A. 2

Ëåììà 2. Ïóñòü L èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî A ∈ Cn×n è dimL = k > 1. Òîãäà â L
èìååòñÿ èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî A ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè k − 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ìàòðè÷íîìó âûðàæåíèþ èíâàðèàíòíîñòè, AX = XB, ãäå
ñòîëáöû X îáðàçóþò â L áàçèñ è B ∈ Ck×k. Ïî ëåììå 1, ìàòðèöà B èìååò èíâàðèàíòíîå
ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè k − 1. Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç M è ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî N
âåêòîðîâ âèäà Xz, z ∈ M . Êîíå÷íî, N ⊂ Cn åñòü ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè k − 1.
Ïðè ýòîì A(Xz) = X(Bz) ⇒ N èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî A. 2

Ñëåäñòâèå. Äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A ∈ Cn×n ñóùåñòâóåò öåïî÷êà âëîæåííûõ ïîä-
ïðîñòðàíñòâ

L1 ⊂ . . . ⊂ Ln = Cn,

êàæäîå èç êîòîðûõ èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî A è ïðèòîì dimLk = k.

Òåîðåìà î âåðõíåé òðåóãîëüíîé ôîðìå. Ëþáàÿ ìàòðèöà A ∈ Cn×n ïîäîáíà âåðõíåé
òðåóãîëüíîé ìàòðèöå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì áàçèñ x1, . . . , xn òàêèì îáðàçîì, ÷òî Lk = L(x1, . . . , xk)
(äîñòàòî÷íî âçÿòü x1 ∈ L1, äîïîëíèòü åãî äî áàçèñà â L2 âåêòîðîì x2, è òàê äàëåå).
Ïóñòü X = [x1, . . . , xn]. Òîãäà Axj åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñòîëáöîâ x1, . . . , xj ⇒
Axj = Xbj äëÿ ñòîëáöà bj ñ íóëÿìè â ïîçèöèÿõ íèæå j-é. Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà
B = [b1, . . . , bn] � âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ, è ïðè ýòîì AX = XB ⇒ B = X−1AX. 2

Çàìåòèì, ÷òî åñëè B = X−1AX, òî B è A èìåþò îäèí è òîò æå õàðàêòåðèñòè÷åñêèé
ìíîãî÷ëåí. Ïîýòîìó B è A èìåþò îäèí è òîò æå íàáîð n ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñ ó÷åòîì
êðàòíîñòåé. Åñëè ìàòðèöà B òðåóãîëüíàÿ, òî åå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñóòü ýëåìåíòû
ãëàâíîé äèàãîíàëè.

30.7 Òåîðåìà Øóðà
Ïóñòü λ1, . . . , λn � ïîëíûé íàáîð n ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A ∈ Cn×n ñ ó÷åòîì
êðàòíîñòåé. Ïóñòü ôèêñèðóåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ íóìåðàöèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Òåîðåìà Øóðà. Äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A ∈ Cn ñ ïðîèçâîëüíîé ïðåäïèñàííîé íóìåðà-
öèåé åå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ1, . . . , λn ñóùåñòâóåò óíèòàðíàÿ ìàòðèöà X ∈ Cn×n

òàêàÿ, ÷òî B = [bij] = X∗AX åñòü âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ äèàãîíàëüíûìè
ýëåìåíòàìè bii = λi, i = 1, . . . , n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Ax1 = λ1x1, |x1| = 1 (äëèíà îïðåäåëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì
ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì). Ïîñòðîèì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ x1, . . . , xn, íà÷èíàþ-
ùèéñÿ ñ âåêòîðà x1, è ïóñòü X = [x1, . . . , xn]. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

AX = X

[
λ1 u>

0 B

]
, B ∈ C(n−1)×(n−1), u ∈ Cn−1.

Çàìåòèì, ÷òî det(A−λI) = (λ1−λ)(λ2−λ) . . . (λn−λ) = (λ1−λ) det(B−λIn−1). Çíà÷èò,
B èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ2, . . . , λn.
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Ðàññóæäàÿ ïî èíäóêöèè, ïðåäïîëîæèì, ÷òî Y ∗BY = T , ãäå Y � óíèòàðíàÿ ìàòðöèà
ïîðÿäêà n − 1, à T � âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n − 1 ñ äèàãîíàëüíûìè
ýëåìåíòàìè λ2, . . . , λn. Â èòîãå

(Ỹ ∗X∗)A(XỸ ) =

[
λ1 u>Y
0 T

]
, Ỹ =

[
1 0
0 Y

]
.

Èç óíèòàðíîñòè ìàòðèöû Y ñëåäóåò, ÷òî Ỹ � óíèòàðíàÿ ìàòðèöà. Ìàòðèöà XỸ óíè-
òàðíà êàê ïðîèçâåäåíèå óíèòàðíûõ ìàòðèö. 2

Ñôîðìóëèðîâàííàÿ âûøå òåîðåìà î òðåóãîëüíîé ôîðìå ìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ, êîíå÷íî,
ñëåäñòâèåì òåîðåìûØóðà. Ïðè ýòîì â òåîðåìåØóðà óòâåðæäàåòñÿ áîëüøå � òðåóãîëü-
íàÿ ôîðìà ñ ïðåäïèñàííûì ïîðÿäêîì ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íà äèàãîíàëè äîñòèãàåòñÿ
ïðåîáðàçîâàíèåì ïîäîáèÿ ñ ïîìîùüþ óíèòàðíîé ìàòðèöû.

Îòìåòèì êîíñòðóêòèâíûé õàðàêòåð ïðèâåäåííîãî äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Øóðà.
Êàê òîëüêî íàéäåíû ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ1 è îòâå÷àþùèé åìó ñîáñòâåííûé âåêòîð
x1, çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ îñòàëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñâîäèòñÿ ê àíàëîãè÷íîé çàäà÷å
ïîðÿäêà n−1. 1 Òàêîãî ðîäà ïðèåì ïîíèæåíèÿ ðàçìåðíîñòè èíîãäà íàçûâàþò äåôëÿöèåé.

Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé êîìïëåêñíîé ìàòðèöû A ïîðÿäêà 3 ñóùåñòâóåò óíèòàðíàÿ
ìàòðèöà Q òàêàÿ, ÷òî ìàòðèöà B = Q∗AQ ÿâëÿåòñÿ òðåõäèàãîíàëüíîé. (Ìàòðèöà B íàçûâàåòñÿ òðåõ-
äèàãîíàëüíîé, åñëè bij = 0 ïðè |i− j| > 1.) 2

30.8 Äåëèòåëè è ïîäïðîñòðàíñòâà
Âñëåäñòâèå ìàòðè÷íîãî âûðàæåíèÿ èíâàðèàíòíîñòè, ëþáîìó èíâàðèàíòíîìó ïîäïðîñòðàíñòâó ìàòðè-
öû A ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðûé äåëèòåëü åå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà, ÿâëÿþùèéñÿ õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì ñóæåíèÿ A íà äàííîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Èç òåîðåìû Øóðà ëåãêî âûâåñòè è
îáðàòíîå.

Òåîðåìà î äåëèòåëÿõ è ïîäïðîñòðàíñòâàõ. Ïóñòü A ∈ Cn×n è f(λ) = det(A − λI) � õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(λ) äåëèòñÿ íà ìíîãî÷ëåí p(λ) ñòåïåíè k. Òîãäà A
èìååò èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî L ðàçìåðíîñòè k òàêîå, ÷òî p(λ) åñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèé
ìíîãî÷ëåí ñóæåíèÿ A íà L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óïîðÿäî÷èì êîðíè ìíîãî÷ëåíà f(λ) òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïåðâûå k êîðíåé áóäóò
òàêæå êîðíÿìè äåëèòåëÿ p(λ). Ñîãëàñíî òåîðåìå Øóðà, ñóùåñòâóþò X è B òàêèå, ÷òî â âåðõíåé òðåó-
ãîëüíîé ìàòðèöå B ïåðâûå k ýëåìåíòîâ ãëàâíîé äèàãîíàëè áóäóò êîðíÿìè p(λ). Ïóñòü Xk � ïðÿìîó-
ãîëüíàÿ ìàòðèöà, ñîäåðæàùàÿ ïåðâûå k ñòîëáöîâ X, à Bk � ëåâûé âåðõíèé áëîê ïîðÿäêà k â ìàòðèöå
B. Òîãäà AXk = XkBk è ïðè ýòîì det(Bk − λI) = p(λ). 2

1Íèîòêóäà, âïðî÷åì, íå ñëåäóåò, ÷òî ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû B àâòîìàòè÷åñêè ñîîòâåòñòâóåò
êàêîìó-òî ñîáñòâåííîìó âåêòîðó ìàòðèöû A.

2Íåäàâíî áûëî äîêàçàíî, ÷òî òî æå âåðíî äëÿ ëþáîé êîìïëåêñíîé ìàòðèöû ïîðÿäêà 4 (V. Pati,
2001) è ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû ïîðÿäêà 5, êîòîðûå íå ïðèâîäÿòñÿ ê òðåõäèàãîíàëüíîìó âèäó ïðåîá-
ðàçîâàíèåì ïîäîáèÿ ñ ïîìîùüþ óíèòàðíîé ìàòðèöû.
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ÎÑÍÎÂÍÀß ×ÀÑÒÜ

31.1 Ìíîãî÷ëåíû îò ìàòðèöû
Åñëè f(λ) = a0 +a1λ+ . . .+amλ

m � ìíîãî÷ëåí îò λ, òî äëÿ ëþáîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû A èìååò ñìûñë
âûðàæåíèå

f(A) ≡ a0I + a1A+ . . .+ amA
m.

Îíî íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò ìàòðèöû A. 1 ßñíî, ÷òî f(A) � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà òîãî æå ïîðÿäêà,
÷òî è A.

Åñëè f(A) = 0, òî ãîâîðÿò, ÷òî ìíîãî÷ëåí f(λ) ÿâëÿåòñÿ àííóëèðóþùèì ìíîãî÷ëåíîì äëÿ A. Ïóñòü
A � ìàòðèöà ïîðÿäêà n. Òîãäà ñèñòåìà ìàòðèö I, A, A2, . . . , An2

áóäåò ëèíåéíî çàâèñèìîé (ïî÷åìó?)
⇒ äëÿ ëþáîé ìàòðèöû ïîðÿäêà n èìååòñÿ àííóëèðóþùèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå n2.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè âñåãäà èìååòñÿ àííóëèðóþùèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n (ìû ñêîðî äîêàæåì, ÷òî
õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí äëÿ A ÿâëÿåòñÿ àííóëèðóþùèì). Èíîãäà ìîæíî íàéòè àííóëèðóþùèå
ìíîãî÷ëåíû åùå ìåíüøåé ñòåïåíè. Àííóëèðóþùèé ìíîãî÷ëåí ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè íàçûâàåòñÿ ìè-
íèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì äëÿ A.

Ïðè ïîèñêå èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ìíîãî÷ëåíû îò ìàòðèöû A èíòåðåñíû òåì, ÷òî kerf(A)
è imf(A) âñåãäà èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî A (äîêàæèòå!).

31.2 Êîðíåâûå ïðîñòðàíñòâà
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà A ∈ Cn×n èìååò m ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ1, . . . , λm

àëãåáðàè÷åñêîé êðàòíîñòè k1, . . . , km, ñîîòâåòñòâåííî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

f(λ) ≡ det(A− λI) = f1(λ) . . . fm(λ), fi(λ) = (λi − λ)ki , 1 ≤ i ≤ m; λi 6= λj , i 6= j.

Ïîäïðîñòðàíñòâà Ki ≡ kerfi(A) = ker(A− λiI)ki íàçûâàþòñÿ êîðíåâûìè ïðîñòðàíñòâàìè ìàòðèöû A.

Ëåììà 1. Êîðíåâîå ïðîñòðàíñòâî Ki èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî A è èìååò ðàçìåðíîñòü ki. Õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ñóæåíèÿ A íà Ki åñòü fi(λ) = (λi − λ)ki . Ñóæåíèå A − αI íà Ki ïðè
α 6= λi ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì îïåðàòîðîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíâàðèàíòíîñòü: åñëè fi(A)x = 0, òî fi(A)(Ax) = A(fi(A)x) = 0.
Ïî òåîðåìå Øóðà, ñóùåñòâóåò ïîäîáíàÿ A âåðõíÿÿ òðåãîëüíàÿ ìàòðèöà B = X−1AX ñ ýëåìåíòàìè

bjj = λi, 1 ≤ j ≤ ki, bjj 6= λi, ki + 1 ≤ j ≤ n. (∗)

Î÷åâèäíî, C ≡ B − λiI = X−1(A − λiI)X ⇒ Cki = (B − λiI)ki = X−1(A − λiI)kiX. Çàïèøåì C â
áëî÷íîì âèäå

C =
[
P Q
0 R

]
,

ãäå P è R � âåðõíèå òðåóãîëüíûå ìàòðèöû ïîðÿäêà ki è n − ki. Ïðè ýòîì P èìååò íóëåâóþ ãëàâíóþ
äèàãîíàëü ⇒ P ki = 0 (ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî: â ìàòðèöå P 2 ê íóëåâîé ãëàâíîé äèàãîíàëè
äîáàâëÿåòñÿ åùå îäíà äèàãîíàëü, â P 3 � åùå îäíà, è òàê äàëåå).

1Ìíîãî÷ëåí îò ìàòðèöû A èìååò ñêàëÿðíûå êîýôôèöèåíòû. Òåðìèí ìàòðè÷íûé ìíîãî÷ëåí îáû÷íî
èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíà îò λ, êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöàìè.

227



228 Ëåêöèÿ 31

Ñëåäîâàòåëüíî,

Cki =
[
P ki Q̃
0 Rki

]
=
[
0 Q̃
0 Rki

]
,

ãäå âñå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû âåðõíåãî òðåóãîëüíîãî áëîêà Rki ïîðÿäêà n−ki îòëè÷íû îò íóëÿ. Áëîê
Q̃ � êàêîé-òî áëîê ðàçìåðîâ ki × (n− ki). Íåçàâèñèìî îò åãî âèäà, íàõîäèì

rankCki = n− ki ⇒ rank(A− λiI)ki = n− ki ⇒ dim ker(A− λiI)ki = ki.

Ìàòðèöà ñóæåíèÿ A íà Ki ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëåâûé âåðõíèé áëîê ïîðÿäêà ki â ìàòðèöå B =
X−1AX. Ñîãëàñíî (∗), âñå ýëåìåíòû åãî ãëàâíîé äèàãîíàëè ðàâíû λi. ×òîáû ïîëó÷èòü ìàòðèöó ñóæåíèÿ
A−αI íà Ki, íóæíî çàìåíèòü äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû íà λi−α. Ïðè α 6= λi ýòî áóäåò íåâûðîæäåííàÿ
ìàòðèöà. 2

Ëåììà 2. Åñëè L èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî A è ñóæåíèå A íà L èìååò ñâîèì õàðàêòåðèñòè÷åñ-
êèì ìíîãî÷ëåíîì fi(λ), òî L = Ki.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M ∈ Cki×ki � ìàòðèöà ñóæåíèÿ A íà L â êàêîì-òî áàçèñå. Ñîãëàñíî òåîðåìå
Øóðà, ýòîò áàçèñ ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû M áûëà âåðõíåé òðåóãîëüíîé. Òîãäà M − λiI � âåðõíÿÿ
òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ íóëåâîé ãëàâíîé äèàãîíàëüþ ⇒ (M−λiI)ki = 0 ⇒ (A−λiI)kix = 0 ∀ x ∈ L
⇒ L ⊂ Ki. Ïîñêîëüêó dimL = dimKi, ïîëó÷àåì L = Ki. 2

31.3 Íèëüïîòåíòíûå îïåðàòîðû
Îïåðàòîð A : V → V íàçûâàåòñÿ íèëüïîòåíòíûì, åñëè Ak = 0 äëÿ êàêîãî-òî k. Òàê æå íàçûâàåòñÿ
ìàòðèöà A òàêàÿ, ÷òî Ak = 0.

Óòâåðæäåíèå. Ìàòðèöà A ïîðÿäêà n íèëüòîòåíòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå õàðàêòåðèñ-
òè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí èìååò âèä det(A− λI) = (−λ)n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Ak = 0, Ax = λx, x 6= 0 ⇒ Akx = λkx = 0 ⇒ λ = 0. Åñëè A
èìååò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå íóëü êðàòíîñòè n, òî, ïî òåîðåìå Øóðà, îíà ïîäîáíà âåðõíåé òðåóãîëüíîé
ìàòðèöå B ñ íóëÿìè íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ⇒ Bn = 0. 2

Ñëåäñòâèå. Ñóæåíèå A− λiI íà êîðíåâîå ïðîñòðàíñòâî Ki ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíûì îïåðàòîðîì
íà Ki.

31.4 Êîðíåâîå ðàçëîæåíèå
Òåîðåìà î êîðíåâîì ðàçëîæåíèè. Ïóñòü ìàòðèöà A ∈ Cn×n èìååò m ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ñîáñò-
âåííûõ çíà÷åíèé àëãåáðàè÷åñêîé êðàòíîñòè k1, . . . , km, à K1, . . . , Km � îòâå÷àþùèå èì êîðíåâûå
ïðîñòðàíñòâà. Òîãäà Cn ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó

Cn = K1 + . . .+Km. (∗)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî ñóììà K1 + . . .+Km ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé. Ïóñòü

x1 + . . .+ xm = 0, xi ∈ Ki, 1 ≤ i ≤ m. ⇒

(A− λ2I)k2 . . . (A− λmI)km(x1 + . . .+ xm) = (A− λ2I)k2 . . . (A− λmI)kmx1 = 0.

Çäåñü ìû èñïîëüçóåì òî, ÷òî ëþáûå ìàòðè÷íûå ìíîãî÷ëåíû îò A êîììóòèðóþò. Â ñèëó Ëåììû 1,
ñóæåíèå êàæäîé èç ìàòðèö (A−λiI)ki , 2 ≤ i ≤ m, íà K1 ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì îïåðàòîðîì ⇒ x1 = 0.
Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî x2 = . . . = xm = 0. Îñòàåòñÿ ó÷åñòü, ÷òî

dimK1 + . . .+ dimKm = n. 2

Ðàçëîæåíèå (∗) èíîãäà íàçûâàåòñÿ êîðíåâûì ðàçëîæåíèåì ìàòðèöû A.
Ïóñòü A ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A : Vn → Vn íà êîìïëåêñíîì n-ìåðíîì

ïðîñòðàíñòâå Vn. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λi è èõ àëãåáðàè÷åñêèå êðàòíîñòè ki íå çàâèñÿò îò âûáîðà
áàçèñà äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ îïåðàòîðà A. Ïîä êîðíåâûìè ïðîñòðàíñòâàìè îïåðàòîðà A ïîíèìàþòñÿ
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ïîäïðîñòðàíñòâà ker(A− λiI)ki ⊂ Vn (çäåñü I � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð). Ïîëó÷åííîé íàìè òåîðåìå
ìîæíî äàòü è îïåðàòîðíóþ ôîðìóëèðîâêó.

Îïåðàòîðíàÿ ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû î êîðíåâîì ðàçëîæåíèè. Cóììà m êîðíåâûõ ïðîñò-
ðàíñòâ îïåðàòîðà A ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé è ñîâïàäàåò ñ Vn:

Vn = ker(A− λ1I)k1 + . . . + ker(A− λmI)km

31.5 Áëî÷íî äèàãîíàëüíàÿ ôîðìà ìàòðèöû
Ñîãëàñíî òåîðåìå î êîðíåâîì ðàçëîæåíèè, áàçèñ â Cn ìîæíî âûáðàòü êàê îáúåäèíåíèå áàçèñîâ â
êîðíåâûõ ïðîñòðàíñòâàõ Ki, 1 ≤ i ≤ m. Ïóñòü ýòîò áàçèñ ïðåäñòàâëåí ñòîëáöàìè ìàòðèöû X. Òîãäà,
âñëåäñòâèå òåîðåìû î êîðíåâîì ðàçëîæåíèè,

X−1AX =

B1

. . .
Bm

 .
Ïîðÿäîê áëîêà Bi ðàâåí àëãåáðàè÷åñêîé êðàòíîñòè ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λi.

Çàìåòèì, ÷òî, â ñèëó òåîðåìû Øóðà, X ìîæíî âûáðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òî êàæäûé áëîê Bi áóäåò
âåðõíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé.

31.6 Òåîðåìà Ãàìèëüòîíà�Êýëè
Òåîðåìà Ãàìèëüòîíà�Êýëè. Ïóñòü A ∈ Cn×n � ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà è f(λ) = det(A− λI) � åå
õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí. Òîãäà f(A) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü èìååòñÿ m ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ1, . . . , λm àëãåáðàè-
÷åñêîé êðàòíîñòè k1, . . . , km. Òîãäà

f(A) = (A− λ1I)k1 . . . (A− λmI)km .

Ëþáîé âåêòîð x ∈ Cn èìååò âèä x = x1 + . . . + xm, ãäå (A − λiI)kixi = 0. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî
ìàòðèöû (A− λiI)ki è (A− λjI)kj êîììóòèðóþò. 2

Çàìå÷àíèå. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Ãàìèëüòîíà�Êýëè áûëî èñïîëüçîâàíî êàíîíè÷åñêîå ðàç-
ëîæåíèå êîìïëåêñíîãî ìíîãî÷ëåíà (õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ìàòðèöû A) è ñâÿçàííûé ñ íèì
ðåçóëüòàò î ðàñùåïëåíèè Cn â ïðÿìóþ ñóììó êîðíåâûõ ïðîñòðàíñòâ ìàòðèöû A. Îäíàêî, õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí èìååò ñìûñë äëÿ ìàòðèöû íàä ëþáûì ïîëåì, ïðè÷åì ýòî áóäåò ìíîãî÷ëåí ñ
êîýôôèöèåíòàìè èìåííî èç ýòîãî ïîëÿ. Â îáùåì ñëó÷àå, ïðàâäà, îí ìîæåò íå èìåòü íè îäíîãî êîðíÿ
â çàäàííîì ïîëå. Òåì íå ìåíåå, òåîðåìà Ãàìèëüòîíà�Êýëè îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé è â îáùåì ñëó÷àå.
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ÎÑÍÎÂÍÀß ×ÀÑÒÜ

32.1 Ìèíèìàëüíîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
Ïîïðîáóåì ñäåëàòü áîëåå ñïåöèàëüíûé âûáîð áàçèñà â êîðíåâîì ïðîñòðàíñòâå Ki, ïîçâîëÿþùèé ðàñùå-
ïèòü Ki â ïðÿìóþ ñóììó èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ñ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûì ÷èñëîì ñëàãàåìûõ.

Ïîñêîëüêó èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà íå ìåíÿþòñÿ ïðè ñäâèãå, èõ ìîæíî ñòðîèòü äëÿ B =
A − λiI. Åñëè A èìååò ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1, . . . , λm, òî B ïîëó÷àåò ïîïàðíî
ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ µ1 = λ1 − λi, . . . , µm = λm − λi ñ òåìè æå àëãåáðàè÷åñêèìè êðàòíîñ-
òÿìè. Â ÷àñòíîñòè, B èìååò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå µi = 0 àëãåáðàè÷åñêîé êðàòíîñòè ki.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî L ⊂ Ki èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî B, è ïóñòü x 6= 0, x ∈ L. Òîãäà L ñîäåðæèò
âñå âåêòîðû âèäà x, Bx, B2x, . . . . Ïîñêîëüêó Ki = kerBki , çàêëþ÷àåì, ÷òî

Blx = 0 ïðè l ≥ ki.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç k = k(x) íàèìåíüøèé íîìåð òàêîé, ÷òî Bkx = 0. Áóäåì íàçûâàòü k âûñîòîé âåêòîðà
x â êîðíåâîì ïðîñòðàíñòâå Ki.

Ëåììà î ìèíèìàëüíîì èíâàðèàíòíîì ïîäïðîñòðàíñòâå. Ïóñòü x ∈ Ki � âåêòîð âûñîòû k.
Òîãäà

Lk = L(x, Bx, . . . , Bk−1x) ⊂ Ki

ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì, ñîäåðæàùèì x. Ïðè ýòîì âåêòîðû
x, Bx, . . . , Bk−1x ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíâàðèàíòíîñòü î÷åâèäíà. Ïóñòü

α1x+ α2Bx+ . . .+ αkB
k−1x = 0. (#)

Óìíîæèâ îáå ÷àñòè ñëåâà íà Bk−1, íàõîäèì Bk−1Bx = Bk−1B2x = . . . = Bk−1Bk−1x = 0 ⇒
α1B

k−1x = 0 ⇒ α1 = 0. Äàëåå, óìíîæèâ îáå ÷àñòè (#) ñëåâà íà Bk−2, íàõîäèì α2 = 0, è òàê äàëåå.
Òàêèì îáðàçîì, dimLk = k. 2

32.2 Æîðäàíîâû öåïî÷êè
Çàíóìåðóåì âåêòîðû x, Bx, . . . , Bk−1x â îáðàòíîì ïîðÿäêå: x1 = Bk−1x, x2 = Bk−2x, . . . , xk−1 =
Bx, xk = x. Òîãäà

Bx1 = 0, Bxj = xj−1, 2 ≤ j ≤ k. (∗)

Ñèñòåìà âåêòîðîâ x1, . . . , xk, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâàìè (∗), íàçûâàåòñÿ æîðäàíîâîé öåïî÷êîé äëèíû k,
íà÷èíàþùåéñÿ ñ âåêòîðà x1. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ B, ðàâåíñòâà (∗) ýêâèâàëåíòíû ðàâåíñòâàì

Ax1 = λix1, Axj = λixj + xj−1, 2 ≤ j ≤ k. (∗∗)

Ïóñòü X = [x1, . . . , xk] è Jk � ìàòðèöà ïîðÿäêà k, îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì (ìàòðèöà ñóæåíèÿ A
íà Lk â áàçèñå x1, . . . , xk)

AX = XJk.

231
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Â ñèëó (∗∗),

Jk =


λi 1

λi 1
. . .

λi 1
λi

 .
Ìàòðèöà âèäà Jk íàçûâàåòñÿ æîðäàíîâîé êëåòêîé (æîðäàíîâûì áëîêîì, æîðäàíîâûì ÿùèêîì), îòâå-
÷àþùåé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λi.

32.3 Æîðäàíîâà ôîðìà ìàòðèöû
Ïîäïðîñòðàíñòâî Lk, íàòÿíóòîå íà æîðäàíîâó öåïî÷êó âåêòîðîâ âèäà (∗) èëè (∗∗), èíîãäà íàçûâàåòñÿ
öèêëè÷åñêèì ïîäïðîñòðàíñòâîì â Ki, îòâå÷àþùèì ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λi. Íàøà áëèæàéøàÿ öåëü
� ïîêàçàòü, ÷òî Ki ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðÿìîé ñóììû öèêëè÷åñêèõ ïîäïðîñòðàíñòâ.

Òîãäà, îáúåäèíèâ áàçèñû öèêëè÷åñêèõ ïîäïðîñòðàíñòâ, ïîëó÷àåì â Ki òàêîé áàçèñ, â êîòîðîì ìàò-
ðèöà ñóæåíèÿ A íà Ki èìååò áëî÷íî äèàãîíàëüíûé âèä, ãäå êàæäûé áëîê åñòü æîðäàíîâà êëåòêà. Ñäå-
ëàâ òî æå äëÿ êàæäîãî êîðíåâîãî ïðîñòðàíñòâà, â ðåçóëüòàòå îáúåäèíåíèÿ áàçèñîâ âñåõ öèêëè÷åñêèõ
ïîäïðîñòðàíñòâ ïîëó÷àåì òàê íàçûâàåìûé æîðäàíîâ áàçèñ: â íåì ìàòðèöà A ïîëó÷àåò ñâîþ æîðäà-
íîâó ôîðìó � ñòàíîâèòñÿ áëî÷íî äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé, â êîòîðîé êàæäûé áëîê ãëàâíîé äèàãîíàëè
ÿâëÿåòñÿ æîðäàíîâîé êëåòêîé äëÿ êàêîãî-òî åå ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ.

Ìàòðèöà J áëî÷íî äèàãîíàëüíîãî âèäà ñ áëîêàìè J1, . . . , JN íàçûâàåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ñâîèõ
áëîêîâ J1, . . . , JN . Îáîçíà÷åíèå:

J =

J1

. . .
JN

 = J1 ⊕ . . .⊕ JN .

Â ýòîé òåðìèíîëîãèè æîðäàíîâà ôîðìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìóþ ñóììó æîðäàíîâûõ êëåòîê.

32.4 Èíäåêñ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ
Î÷åâèäíî, kerB ⊂ kerB2 ⊂ . . . . Â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïîäïðîñòðàíñòâà íå ìîãóò ðàñøèðÿòüñÿ
íåîãðàíè÷åííî, ïîýòîìó äëÿ íåêîòîðîé ñòåïåíè kerBk = kerBk+1. Ìèíèìàëüíûé íîìåð k ñ òàêèì
ñâîéñòâîì íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λi (íàïîìíèì, ÷òî B = A− λiI).

Óòâåðæäåíèå. Åñëè kerBk = kerBk+1, òî kerBl = kerBl+1 ïðè âñåõ l ≥ k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ kerBl+1 ⇒ Bk+1(Bl−kx) = 0 ⇒ Bk(Bl−kx) = 0 ⇒ x ∈ kerBl. 2

Ñëåäñòâèå. Èíäåêñ íå áîëüøå àëãåáðàè÷åñêîé êðàòíîñòè äàííîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ.
Äîñòàòî÷íî ó÷åñòü, ÷òî k ≤ dim kerBk è kerBk = kerBk+1 = . . . = kerBki .

32.5 Æîðäàíîâ áàçèñ â êîðíåâîì ïðîñòðàíñòâå
Ïóñòü k � èíäåêñ λi. Òîãäà s ≡ dim kerBk − dim kerBk−1 > 0. Ïîýòîìó ñóùåñòâóþò s ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìûõ âåêòîðîâ x1, . . . , xs, äîïîëíÿþùèõ êàêîé-íèáóäü áàçèñ â kerBk−1 äî áàçèñà â kerBk:

kerBk = kerBk−1 + L(x1, . . . , xs).

(1) Âåêòîðû x1, . . . , xs èìåþò âûñîòó k è ïîðîæäàþò öèêëè÷åñêèå ïîäïðîñòðàíñòâà

L1i = L(xi, Bxi, . . . , B
k−1xi), 1 ≤ i ≤ s.

(2) Ñóììà L11 + . . .+ L1s ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé, ïîñêîëüêó âåêòîðû

x1, Bx1, . . . , B
k−1x1, . . . , xs, Bxs, . . . , B

k−1xs

ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü

s∑
i=1

k∑
j=1

αijB
j−1xi = 0.
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Óìíîæèâ îáå ÷àñòè ñëåâà íà Bk−1, íàõîäèì
s∑

i=1

αi1B
k−1xi = 0 ⇒

s∑
i=1

αi1xi ∈ kerBk−1 ⇒ αi1 = 0, 1 ≤ i ≤ s.

Óìíîæèâ çàòåì îáå ÷àñòè ñëåâà íà Bk−2, ïî òîé æå ïðè÷èíå ïîëó÷èì αi2 = 0, 1 ≤ i ≤ s, è òàê äàëåå.
(3) Ñóììà kerBk−2 + L(Bx1, . . . , Bxs) ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé.
(4) Åñëè îíà íå ñîâïàäàåò ñ kerBk−1, òî íàéäóòñÿ t ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ y1, . . . , yt

òàêèõ, ÷òî
kerBk−1 = kerBk−2 + L(Bx1, . . . , Bxs, y1, . . . , yt),

ïðè÷åì ñóììà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé.
(5) Âåêòîðû y1, . . . , yt èìåþò âûñîòó k − 1 è ïîðîæäàþò öèêëè÷åñêèå ïîäïðîñòðàíñòâà

L2i = L(yi, Byi, . . . , B
k−2yi), 1 ≤ i ≤ t.

(6) Ñóììà L11 + . . .+L1s + L21 + . . .+L2t ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé. Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçà-
òåëüñòâó ïðåäëîæåíèÿ (2).

(7) Ñóììà kerBk−3 + L(B2x1, . . . , B
2xs, By1, . . . , Byt) ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé.

(8) Åñëè îíà íå ñîâïàäàåò ñ kerBk−2, äåéñòâóåì ïî àíàëîãèè ñ øàãîì (4).
È òàê äàëåå.

Äëÿ íàãëÿäíîñòè ïîñòðîåííûå âåêòîðû ðàñïîëîæèì â âèäå ñëåäóþùåé òàáëèöû:

x1 . . . xs

Bx1 . . . Bxs y1 . . . yt

B2x1 . . . B2xs By1 . . . Byt

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
Bk−1x1 . . . Bk−1xs Bk−2y1 . . . Bk−2yt . . . z1 . . . zr

Âåêòîðû ïîñëåäíåé ñòðîêè îáðàçóþò áàçèñ â ÿäðå kerB. Ýòî ñîáñòâåííûå âåêòîðû, îòâå÷àþùèå ñîáñò-
âåííîìó çíà÷åíèþ λi. Ïîäïðîñòðàíñòâî kerB = ker(A−λiI) íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì ïîäïðîñòðàíñò-
âîì äëÿ λi, à åãî ðàçìåðíîñòü � ãåîìåòðè÷åñêîé êðàòíîñòüþ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λi. Ïî ïîñòðîå-
íèþ, îáùåå ÷èñëî âåêòîðîâ òàáëèöû ðàâíî àëãåáðàè÷åñêîé êðàòíîñòè λi.

Óòâåðæäåíèå. Âñå âåêòîðû óêàçàííîé òàáëèöû ëèíåéíî íåçàâèñèìû è îáðàçóþò áàçèñ â Ki.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ðàâíóþ íóëþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ âñåõ âåêòîðîâ òàáëèöû. Óìíî-
æèâ åå ñëåâà íà Bk−1, çàìåòèì, ÷òî âñå âåêòîðû, êðîìå ïåðâîé ñòðîêè, îáðàùàþòñÿ â íóëü. Îñòàåòñÿ
ëèøü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ âåðõíåé ñòðîêè, êîòîðóþ ìàòðèöà Bk−1 ïåðåâîäèò â íóëü. Âû-
âîä: ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ âåðõíåé ñòðîêè ïðèíàäëåæèò kerBk−1. Çíà÷èò, êîýôôèöèåíòû ïðè
âåêòîðàõ âåðõíåé ñòðîêè ðàâíû íóëþ. Ñ ïîìîùüþ óìíîæåíèÿ íà Bk−2 íàõîäèì, ÷òî ëèíåéíàÿ êîìáèíà-
öèÿ âåêòîðîâ âòîðîé ñâåðõó ñòðîêè ïðèíàäëåæèò kerBk−2. Ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû
ðàâíû íóëþ. È òàê äàëåå. 2

Âåêòîðû êàæäîãî ñòîëáöà äàííîé òàáëèöû îáðàçóþò áàçèñ öèêëè÷åñêîãî ïîäïðîñòðàíñòâà. Ñîîò-
âåòñòâóþùèå æîðäàíîâû öåïî÷êè ïîëó÷àþòñÿ ïðè íóìåðàöèè èõ â êàæäîì ñòîëáöå ñíèçó ââåðõ.

32.6 Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü æîðäàíîâîé ôîðìû
Òåîðåìà. Ëþáàÿ ìàòðèöà A ∈ Cn×n ïîäîáíà ïðÿìîé ñóììå æîðäàíîâûõ êëåòîê

J = J1 ⊕ . . .⊕ JN ,

ãäå ÷èñëî è ðàçìåðû æîðäàíîâûõ êëåòîê äëÿ êàæäîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷-
íî ïî ìàòðèöå A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû òîëüêî ÷òî óñòàíîâèëè, ÷òî êîðíåâîå ïðîñòðàíñòâî Ki åñòü ïðÿìàÿ ñóììà
öèêëè÷åñêèõ ïîäïðîñòðàíñòâ. Êàæäûé ñòîëáåö ïîëó÷åííîé âûøå òàáëèöû îòâå÷àåò îäíîé æîðäàíîâîé
êëåòêå. Èç ýòîé æå òàáëèöû ìîæíî íàéòè ÷èñëî æîðäàíîâûõ êëåòîê çàäàííîãî ïîðÿäêà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåçmj ÷èñëî æîðäàíîâûõ êëåòîê äëÿ λi ïîðÿäêà j. Çàìåòèì, â ÷àñòíîñòè, ÷òîmk = s,
mk−1 = t è m1 = r. Â îáùåì ñëó÷àå

mk = dim kerBk − dim kerBk−1,
mk−1 +mk = dim kerBk−1 − dim kerBk−2,

. . .
m1 + . . .+mk−1 +mk = dim kerB.
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Îòñþäà íàõîäèì
mj = 2 dim kerBj − dim kerBj−1 − dim kerBj+1, 1 ≤ j ≤ k.

Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî è ïîðÿäêè æîðäàíîâûõ êëåòîê äëÿ λi îïðåäåëÿþòñÿ ðàçìåðíîñòÿìè ÿäåð ker(A−
λiI)j , à çíà÷èò, è ðàíãàìè ìàòðèö (A− λiI)j . Òî æå âåðíî äëÿ æîðäàíîâûõ êëåòîê êàæäîãî êîðíåâîãî
ïðîñòðàíñòâà. 2

Ñëåäñòâèå. Ìàòðèöû ïîäîáíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè èìåþò îäèíàêîâóþ æîðäàíîâó ôîð-
ìó ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè æîðäàíîâûõ êëåòîê.

32.7 Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû
Ïî òåîðåìå Ãàìèëüòîíà�Êýëè, ìàòðèöà A ∈ Cn×n àííóëèðóåòñÿ ñâîèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî-
÷ëåíîì: åñëè f(λ) = det(A − λI), òî f(A) = 0. Ìíîãî÷ëåí ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè ñ òåì æå ñâîéñòâîì
íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì ìàòðèöû A.

Ëåììà. Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü φ(λ) è f(λ) � ìèíèìàëüíûé è õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåíû äëÿ A. Âû-
ïîëíèì äåëåíèå ñ îñòàòêîì: f(λ) = q(λ)φ(λ)+r(λ). Î÷åâèäíî, r(A) = 0. Íåðàâåíñòâî deg r(λ) < deg φ(λ)
ïðîòèâîðå÷èëî áû ìèíèìàëüíîñòè ìíîãî÷ëåíà φ(λ). Ïîýòîìó r(λ) � íóëåâîé ìíîãî÷ëåí. 2

Òåîðåìà. Ïóñòü A èìååò ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1, . . . , λm. Ñòåïåíü ìèíèìàëü-
íîãî ìíîãî÷ëåíà ìàòðèöû A ðàâíà ñóììå n1 + . . .+nm, ãäå ni � ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê æîðäàíîâûõ
êëåòîê äëÿ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λi.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ðàçëîæåíèå ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà x =
∑
xj ïî öèêëè÷åñ-

êèì ïîäïðîñòðàíñòâàì Lj (ïîñëåäíèå â ïðÿìîé ñóììå äàþò Cn). Ïóñòü ïîäïðîñòðàíñòâà Lj1 , . . . , Ljm

îòâå÷àþò, ñîîòâåòñòâåííî, λ1, . . . , λm è èìåþò ðàçìåðíîñòè n1, . . . , nm. Òîãäà ker(A−λiI)ni = Ki ⇒

(A− λ1I)n1 . . . (A− λmI)nm x = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ñòåïåíü ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà íå âûøå n1 + . . .+ nm.
Â òî æå âðåìÿ, ñòåïåíü ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà íå ìîæåò áûòü ìåíüøå: æîðäàíîâà êëåòêà ïîðÿä-

êà ni äëÿ λi íå ìîæåò áûòü àííóëèðîâàíà ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè ìåíüøå ni, ïðè ýòîì åå ìèíèìàëüíûé
ìíîãî÷ëåí åñòü â òî÷íîñòè (λi−λ)ni è ýòîò ìíîãî÷ëåí íå ìîæåò àííóëèðîâàòü íè îäíó èç æîðäàíîâûõ
êëåòîê, îòâå÷àþùèõ äðóãîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ. 2

32.8 Âû÷èñëåíèå æîðäàíîâîé ôîðìû
ÏÐÈÌÅÐ 1. Âûÿñíèòü äèàãîíàëèçóåìîñòü ìàòðèöû

A =

−1 1 1 1
−1 1 1 1
0 0 1 1
0 0 1 1

 .
Â ñèëó áëî÷íî äèàãîíàëüíîãî âèäà çàäàííîé ìàòðèöû, åå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìîæíî èñêàòü ïî

îòäåëüíîñòè äëÿ áëîêîâ A1 =
[
−1 1
−1 1

]
è A2 =

[
1 1
1 1

]
. Ìàòðèöà A èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ = 2

êðàòíîñòè 1 è λ = 0 êðàòíîñòè 3.
Ñîáñòâåííûé âåêòîð äëÿ λ = 2 åñòü íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (A−2 ·I)x = 0. Ðàíã ìàòðèöû

êîýôôèöèåíòîâ ðàâåí 3, ïîýòîìó ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé ñîñòîèò èç îäíîãî âåêòîðà. Ñîáñò-
âåííûå âåêòîðû äëÿ λ = 0 � ýòî íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (A − 0 · I)x = 0. Â äàííîì ñëó÷àå
ðàíã ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ ðàâåí 2, ïîýòîìó â ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìå 2 âåêòîðà ⇒ èìååòñÿ
ñèñòåìà ðîâíî èç äâóõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ äëÿ λ = 0. Òàêèì îáðàçîì, áàçè-
ñà èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ íå ñóùåñòâóåò, ïîýòîìó ìàòðèöà A íå ìîæåò áûòü ïîäîáíà äèàãîíàëüíîé
ìàòðèöå.

ÏÐÈÌÅÐ 2. Íàéòè æîðäàíîâó ôîðìó è ñîîòâåòñòâóþùèé æîðäàíîâ áàçèñ äëÿ

A =

1 0 1 0
0 1 0 1
0 0 1 0
0 0 0 1

 .
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Äàííàÿ ìàòðèöà èìååò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ = 1 êðàòíîñòè 4. Âñå ïðîñòðàíñòâî C4 ÿâëÿåòñÿ
êîðíåâûì äëÿ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ = 1. Ñ ïîìîùüþ ñäâèãà ïåðåéäåì ê ìàòðèöå B = A − 1 · I è
ïîèíòåðåñóåìñÿ åå ñòåïåíÿìè:

B =


0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

 , B2 =


0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 , B3 = 0.

Çíà÷èò, ÷èñëî æîðäàíîâûõ êëåòîê ïîðÿäêà 3 ðàâíî dim kerB3 − dim kerB2 = 4− 3 = 1. Èìååòñÿ òàêæå
îäíà æîðäàíîâà êëåòêà ïîðÿäêà 1.

Ïðèíàäëåæíîñòü âåêòîðà x = [x1, x2, x3, x4]> ÿäðó kerB2 îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì x4 = 0. Ïîýòîìó,
âçÿâ x = [0, 0, 0, 1]>, ïîëó÷àåì ïðÿìóþ ñóììó

kerB3 = kerB2 + L(x).

Âåêòîð x èìååò âûñîòó 3 è ïîðîæäàåò öèêëè÷åñêîå ïîäïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà âåêòîðû

x, Bx = [0, 0, 1, 0]>, B2x = [0, 1, 0, 0]>.

Ïðèíàäëåæíîñòü âåêòîðà z = [z1, z2, z3, z4]> ñîáñòâåííîìó ïîäïðîñòðàíñòâó kerB îïèñûâàåòñÿ ñèñ-
òåìîé óðàâíåíèé z3 = z4 = 0. Ïîýòîìó, íàïðèìåð, z = [1, 0, 0, 0]> ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì,
ëèíåéíî íåçàâèñèìûì ñ óæå íàéäåííûì ñîáñòâåííûì âåêòîðîì B2x = [0, 1, 0, 0]>. Îêîí÷àòåëüíî,

J =

0 1
0 1

0
0

 , X = [B2x, Bx, x, z].

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî æîðäàíîâà ôîðìà J è ìàòðèöà X æîðäàíîâà áàçèñà äîëæíû ñîîò-
âåòñòâîâàòü äðóã äðóãó: AX = XJ . Ýòî çíà÷èò, ÷òî äàæå èç ïðàâèëüíî íàéäåííûõ âåêòîðîâ èìååòñÿ
âîçìîæíîñòü ñîñòàâèòü íåïðàâèëüíóþ ìàòðèöó X (çà ñ÷åò íåâåðíîé èõ íóìåðàöèè).

ÏÐÈÌÅÐ 3. Íèëüïîòåíòíàÿ ìàòðèöà J ïîðÿäêà n = 10 èìååò äâå æîðäàíîâû êëåòêè ïîðÿäêà 3 è
äâå æîðäàíîâû êëåòêè ïîðÿäêà 2. Òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü æîðäàíîâó ôîðìó ìàòðèöû A = J2.

Íèëüïîòåíòíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî J èìååò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ = 0 êðàòíîñòè 10. Òî æå âåðíî è
äëÿ ìàòðèöû A = J2. Âû÷èñëÿåì ðàçìåðíîñòè ÿäåð: dim kerA = 8, dim kerA2 = 10. Ñëåäîâàòåëüíî,
æîðäàíîâà ôîðìà ìàòðèöû A ñîñòîèò èç m2 = 10− 8 = 2 êëåòîê ïîðÿäêà 2 è m1 = 2 · 8− 10 = 6 êëåòîê
ïîðÿäêà 1.

Çàäà÷à. Èçâåñòíî, ÷òî Ak+1 = A. Äîêàæèòå, ÷òî ìàòðèöà A äèàãîíàëèçóåìà.

32.9 Èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà äëÿ âåùåñòâåííûõ ìàòðèö
Åñëè ìàòðèöà A ïîðÿäêà n âåùåñòâåííàÿ, òî ìîæíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû åå èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñò-
ðàíñòâà âûáèðàëèñü òîëüêî â Rn. Ïðè äàííîì îãðàíè÷åíèè ìîæåò íå íàéòèñü íè îäíîãî èíâàðèàíòíîãî
ïîäïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè 1 (ïðèâåäèòå ïðèìåð!). Òåì íå ìåíåå, ñïðàâåäëèâî

Óòâåðæäåíèå. Ìàòðèöà A ∈ Rn×n èìååò èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî L ⊂ Rn ðàçìåðíîñòè 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü λ = a + ib � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ñ ìíèìîé ÷àñòüþ b 6= 0. Ïðåäñòàâèì
ñîáñòâåííûé âåêòîð äëÿ λ â âèäå x+ iy, ãäå x, y ∈ Rn. Òîãäà

A(x+ iy) = (a+ ib)(x+ iy) ⇒ Ax = ax− by, Ay = bx+ ay.

Îòñþäà ïîëó÷àåì òàêæå, ÷òî A(x − iy) = (a − ib)(x − iy). Âåêòîðû x + iy è x − iy ëèíåéíî íåçà-
âèñèìû, òàê êàê îòâå÷àþò ðàçíûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì ìàòðèöû A. Ïóñòü αx + βy = 0 ⇒
(α− iβ)(x+ iy)+(α+ iβ)(x− iy) = 2(αx+βy) = 0 ⇒ α− iβ = α+ iβ = 0 ⇒ α = β = 0. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà L(x, y) ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûì èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì îòíîñèòåëüíî A.
Åñëè êîìïëåêñíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íåò, òî áàçèñ, î÷åâèäíî, ìîæíî ñîñòàâèòü èç âåùåñòâåííûõ
âåêòîðîâ. 2
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32.10 Âåùåñòâåííûé àíàëîã æîðäàíîâîé ôîðìû
Ïóñòü A ∈ Rn×n èìååò æîðäàíîâó êëåòêó J ïîðÿäêà k äëÿ êîìïëåêñíîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ =
a+ ib ñ ìíèìîé ÷àñòüþ b 6= 0. Ýòî îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå æîðäàíîâîé öåïî÷êè

Av1 = λv1, Avj = λvj + vj−1, 2 ≤ j ≤ k.

Ïðåäñòàâèì êàæäûé âåêòîð vj â âèäå vj = xj + iyj , ãäå xj , yj ∈ Rn. Òîãäà íàõîäèì

A[x1, y1, x2, y2, . . . , xk, yk] = [x1, y1, x2, y2, . . . , xk, yk]M2k,

ãäå

M2k =



a b 1 0
−b a 0 1

a b 1 0
−b a 0 1

. . .
. . .
. . .

. . .
a b 1 0
−b a 0 1

a b
−b a


∈ R(2k)×(2k). (∗)

Çàìåòèì, ÷òî ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà L(x1, y1, . . . , xk, yk) ⊂ Rn ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñò-
âîì ðàçìåðíîñòè 2k, ñîâïàäàþùèì ñ ïðÿìîé ñóììîé äâóõ êîðíåâûõ ïðîñòðàíñòâ ìàòðèöû A � äëÿ
ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ = a+ ib è ñîïðÿæåííîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ = a− ib (â ñèëó âåùåñòâåí-
íîñòè êîýôôèöèåíòîâ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà, λ è λ îáà ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè
ìàòðèöû A îäèíàêîâîé êðàòíîñòè). Èç ñêàçàííîãî âûòåêàåò

Òåîðåìà. Ëþáàÿ ìàòðèöà A ∈ Rn×n ñ ïîìîùüþ âåùåñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ ïðèâîäèòñÿ
ê ïðÿìîé ñóììå âåùåñòâåííûõ æîðäàíîâûõ áëîêîâ è âåùåñòâåííûõ áëîêîâ âèäà (∗).

ÄÎÏÎËÍÈÒÅËÜÍÀß ×ÀÑÒÜ

32.11 Ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî ïî èíäóêöèè
Ïóòü ê òåîðåìå î ïðèâåäåíèè êâàäðàòíîé êîìïëåêñíîé ìàòðèöû ê æîðäàíîâîé ôîðìå, î÷åâèäíî, ïî-
òðåáîâàë îò íàñ èçðÿäíûõ óñèëèé. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî æåëàíèå êàê-òî åãî �ñðåçàòü� � â êàêîé-òî
ñòåïåíè ýòî óäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî ðàññóæäåíèÿ, ïðåäëîæåííîãî À. Ô. Ôèëèïïîâûì.

Òåîðåìà. Ïóñòü L èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî A ∈ Cn×n è ñóæåíèå A íà L èìååò åäèíñòâåííîå
ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ êðàòíîñòè k. Òîãäà ñóùåñòâóåò öåïî÷êà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ
x1, . . . , xk ∈ L òàêàÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî j

Axj = λxj ëèáî Axj = λxj + xj−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåéäåì ê ìàòðèöå B = A − λI è áóäåì äîêàçûâàòü ñóùåñòâîâàíèå öåïî÷êè ñî
ñâîéñòâàìè

Bxj = 0 ëèáî Bxj = xj−1.

Ïðè k = 1 ýòî î÷åâèäíî (â äàííîì ñëó÷àå L � îäíîìåðíîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî). Ðàññóæäàÿ
ïî èíäóêöèè, ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ðàçìåðíîñòü èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ðàâíà
r < k, öåïî÷êà íóæíîãî âèäà ñóùåñòâóåò. Â êà÷åñòâå òàêîãî ïðîñòðàíñòâà âîçüìåì imB ∩ L. ßñíî, ÷òî
r ≡ dim(imB ∩ L) < k.

Èòàê, ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ, èìååòñÿ öåïî÷êà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ y1, . . . , yr

òàêèõ, ÷òî
Byj = 0 ëèáî Byj = yj−1.

ßñíî, ÷òî ñèñòåìà y1, . . . , yk ðàçáèâàåòñÿ êà êîíå÷íîå ÷èñëî æîðäàíîâûõ öåïî÷åê:

yi1 , . . . , yj1 ; . . . ; yil
, . . . , yjl

.
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Òàêèì îáðàçîì, æîðäàíîâûõ öåïî÷åê âñåãî l, à âåêòîðû yi1 , . . . , yil
è yj1 , . . . , yil

� íà÷àëüíûå è êîíå÷-
íûå âåêòîðû ýòèõ öåïî÷åê.

Âñå âåêòîðû, è â ÷àñòíîñòè, êîíå÷íûå âåêòîðû æîðäàíîâûõ öåïî÷åê, ïðèíàäëåæàò imB. Ïîýòîìó
íàéäóòñÿ âåêòîðû w1, . . . , wl òàêèå, ÷òî

Bw1 = yj1 , . . . , Bwl = yjl
.

Çàìåòèì, ÷òî w1, . . . , wl ∈ kerBr+1 ∩ L.
Íà÷àëüíûå âåêòîðû æîðäàíîâûõ öåïî÷åê ëèíåéíî íåçàâèñèìû (êàê ÷àñòü ëèíåéíî íåçàâèñèìîé

ñèñòåìû) è ïðèíàäëåæàò ïîäïðîñòðàíñòâó kerB ∩ L, íî, âîçìîæíî, èõ íåäîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû
ñîñòàâèòü åãî áàçèñ. Ïóñòü âåêòîðû z1, . . . , zs äîïîëíÿþò ñèñòåìó yi1 , . . . , yil

äî áàçèñà â ïîäïðîñò-
ðàíñòâå kerB ∩ L.

Çàìåòèì, ÷òî dimL = dim(imB ∩ L) + dim(kerB ∩ L). Òàêèì îáðàçîì, öåïî÷êà âåêòîðîâ

z1, . . . , zs, yi1 , . . . , yj1 , w1, . . . , yil
, . . . , yjl

, wl (∗)

èìååò íóæíûé âèä, è â íåé ðîâíî dimL = r + (l + s) âåêòîðîâ. Îñòàåòñÿ ëèøü äîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà
(∗) ëèíåéíî íåçàâèñèìà. Çàïèøåì(∑

αizi

)
+
(∑

βiyi

)
+
(∑

γiwi

)
= 0.

Óìíîæèâ îáå ÷àñòè ñëåâà íà B, ïîëó÷àåì ðàâíóþ íóëþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ÷àñòè âåêòîðîâ yi � áåç
íà÷àëüíûõ âåêòîðîâ æîðäàíîâûõ öåïî÷åê yi1 , . . . , yil

. Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî γi = 0 äëÿ âñåõ 1 ≤ i ≤ l è
βi = 0 äëÿ âñåõ 1 ≤ i ≤ r, êðîìå i = i1, . . . , il. Òàêèì îáðàçîì,(

s∑
i=1

αizi

)
+

(
l∑

t=1

βityit

)
= 0.

Äàííàÿ ñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìà ïî ïîñòðîåíèþ ⇒ âñå αi è βit
ðàâíû íóëþ. 2
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ÎÑÍÎÂÍÀß ×ÀÑÒÜ

33.1 Íîðìàëüíûå ìàòðèöû
Îñíîâó ìàòðè÷íîé òåõíèêè ñîñòàâëÿþò ïðåîáðàçîâàíèÿ è ðàçëîæåíèÿ ìàòðèö îáùåãî âèäà, ïîëó÷àåìûå
ïðè ïîìîùè ñïåöèàëüíûõ êëàññîâ ìàòðèö.

Êâàäðàòíàÿ êîìïëåêñíàÿ ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé, åñëè A∗A = AA∗.

Òåîðåìà. Ìàòðèöà A ∈ Cn×n íîðìàëüíàÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ íåêîòîðîé óíèòàðíîé
ìàòðèöû Q ∈ Cn×n ìàòðèöà Q∗AQ ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå Øóðà, ñóùåñòâóåò óíèòàðíàÿ ìàòðèöà Q, ïðèâîäÿùàÿ A ê âåðõíåìó
òðåóãîëüíîìó âèäó B = QAQ∗. Ðàâåíñòâî A∗A = AA∗ ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó B∗B = BB∗. Îñòàåòñÿ
ïîñìîòðåòü, ÷òî îíî îçíà÷àåò â ñëó÷àå âåðõíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöû B:b11

b12 b22
. . . . . . . . .

b1n b2n . . . bnn


b11 b12 . . . b1n

b22 . . . b2n

. . . . . .
bnn

 =

b11 b12 . . . b1n

b22 . . . b2n

. . . . . .
bnn


b11

b12 b22
. . . . . . . . .

b1n b2n . . . bnn

 .
Ïðèðàâíèâàÿ ýëåìåíòû â ïîçèöèè (1, 1), ïîëó÷àåì

|b11|2 = |b11|2 + |b12|2 + . . .+ |b1n|2 ⇒ b12 = . . . = b1n = 0.

Ó÷èòûâàÿ ýòî, ïðèðàâíèâàåì ýëåìåíòû â ïîçèöèè (2, 2):

|b22|2 = |b22|2 + |b23|2 + . . .+ |b2n|2 ⇒ b23 = . . . = b2n = 0.

È òàê äàëåå. Âûâîä òàêîé: âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé. Çíà÷èò, ðàâåíñòâî A∗A = AA∗ âûïîëíÿåòñÿ â òîì è òîëüêî òîì
ñëó÷àå, êîãäà B � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà. 2

Ñëåäñòâèå. Ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà îíà îáëàäàåò îðòî-
íîðìèðîâàííûì áàçèñîì èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.

Ïóñòü Λ = Q∗AQ �- äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà. Ñòîëáöû óíèòàðíîé ìàòðèöû Q îáðàçóþò îðòîíîðìè-
ðîâàííûé áàçèñ è, â ñèëó ðàâåíñòâà AQ = QΛ, ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè ìàòðèöû A. 2

Êàê âèäèì, ëþáàÿ íîðìàëüíàÿ ìàòðèöà ïîäîáíà äèàãîíàëüíîé, ïðè÷åì ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ
ðåàëèçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ óíèòàðíîé ìàòðèöû. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ãîâîðÿò îá óíèòàðíîì ïîäîáèè.

Åñëè A∗ = f(A) äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà f(λ), òî ìàòðèöà A, î÷åâèäíî, íîðìàëüíàÿ. Âåðíî
è îáðàòíîå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A èìååò m ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ1, . . . , λm è
âîçüìåì â êà÷åñòâå f(λ) ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå m − 1, ïðèíèìàþùèé ïðè λi çíà÷åíèå λi. Òîãäà
Λ∗ = f(Λ) ⇒ A∗ = QΛ∗Q∗ = Qf(Λ)Q∗ = f(A).
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33.2 Óíèòàðíûå ìàòðèöû
Ïóñòü A � íîðìàëüíàÿ ìàòðèöà, Λ =

λ1

. . .
λn

 = Q∗AQ � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà èç åå ñîáñòâåí-

íûõ çíà÷åíèé è Q � óíèòàðíàÿ ìàòðèöà èç åå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.

Íàïîìíèì, ÷òî êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ óíèòàðíîé, åñëè A∗A = I. Èç îïðåäåëåíèÿ ÿñíî,
÷òî ëþáàÿ óíèòàðíàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé.

Óòâåðæäåíèå. Íîðìàëüíàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå åå ñîáñò-
âåííûå çíà÷åíèÿ ïî ìîäóëþ ðàâíû 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. A∗A = 1 ⇔ Λ∗Λ = I ⇔ |λi| = 1, 1 ≤ i ≤ n. 2

33.3 Ìàòðèöû îòðàæåíèÿ è âðàùåíèÿ
Óíèòàðíûå ìàòðèöû çàíèìàþò, áåññïîðíî, îñîáîå ìåñòî â âû÷èñëèòåëüíîé àëãåáðå: âî-ïåðâûõ, îíè
çàäàþò îðòîíîðìèðîâàííûå áàçèñû; âî-âòîðûõ, ïðè óìíîæåíèè íà íèõ ñîõðàíÿþòñÿ äëèíû ñòîëáöîâ
(è äàæå èõ ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ). Ñðåäè íèõ âûäåëÿþòñÿ äâà î÷åíü ïîëåçíûõ äëÿ âû÷èñëåíèé
ïîäêëàññà: ìàòðèöû îòðàæåíèÿ è ìàòðèöû âðàùåíèÿ.

Ìàòðèöåé îòðàæåíèÿ (ìàòðèöåé Õàóñõîëäåðà), ïîðîæäåííîé âåêòîðîì v ∈ Cn åäèíè÷íîé äëèíû,
íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà âèäà

H = H(v) = I − 2vv∗, |v| = 1.

Î÷åâèäíî, H∗ = H è H∗H = H2 = I − 4vv∗ + 4v(v∗v)v∗ = I.
Íàçâàíèå âïîëíå îïðàâäàíî. Ïóñòü x⊥v ⇒ v∗x = 0. Òîãäà Hx = x− 2v(v∗x) = x ⇒ ïîäïðîñò-

ðàíñòâî (L(v))⊥ ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì äëÿ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ = 1 êðàòíîñòè
n − 1. Êðîìå òîãî, Hv = v − 2v(v∗v) = −v ⇒ âåêòîð v îòðàæàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïîäïðîñòðàíñò-
âà (L(v))⊥ è îïðåäåëÿåò îäíîìåðíîå ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî äëÿ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ = −1
êðàòíîñòè 1.

Òàêèì îáðàçîì, â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå ìàòðèöà îòðàæåíèÿ èìååò âèä

Λ =


1

1

. . .
1

−1


Âåùåñòâåííîé ìàòðèöåé âðàùåíèÿ (ìàòðèöåé Ãèâåíñà) ïîðÿäêà n, îïðåäåëÿåìîé óãëîì φ è íîìå-

ðàìè 1 ≤ k < l ≤ n, íàçûâàåòñÿ ìàòðèöàW = W (φ, k, l), îòëè÷àþùàÿñÿ îò åäèíè÷íîé ëèøü ýëåìåíòàìè
2× 2-ïîäìàòðèöû íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîê è ñòîëáöîâ ñ íîìåðàìè k è l; äàííàÿ ïîäìàòðèöà èìååò âèä[

cosφ − sinφ
sinφ cosφ

]
.

Ïîä êîìïëåêñíîé ìàòðèöåé âðàùåíèÿ ìîæíî ïîíèìàòü ìàòðèöó òàêîãî æå âèäà, â êîòîðîé óêàçàí-
íàÿ 2×2-ïîäìàòðèöà ìîæåò áûòü óìíîæåíà ñïðàâà è ñëåâà íà ïðîèçâîëüíûå äèàãîíàëüíûå óíèòàðíûå
ìàòðèöû.

Óíèòàðíîñòü âåùåñòâåííûõ è êîìïëåêñíûõ ìàòðèö âðàùåíèÿ ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.

33.4 Ýðìèòîâû ìàòðèöû
Íàïîìíèì, ÷òî ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ ýðìèòîâîé, åñëè A∗ = A. Î÷åâèäíî, ëþáàÿ ýðìèòîâà ìàòðèöà
ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé.

Óòâåðæäåíèå. Íîðìàëüíàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå åå ñîáñò-
âåííûå çíà÷åíèÿ âåùåñòâåííû.

Äîêàçàòåëüñòâî. A∗ = A ⇔ Λ∗ = Λ ⇔ λi = λi, 1 ≤ i ≤ n. 2

Çàäà÷à. Èçâåñòíî, ÷òî A2 = A è kerA ⊥ imA (îðòîãîíàëüíîñòü îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîãî
ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ). Äîêàæèòå, ÷òî A = A∗.
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33.5 Ýðìèòîâî ðàçëîæåíèå
Çàïèñü ìàòðèöû A â âèäå A = H+iK, ãäå H∗ = H, K∗ = K, íàçûâàåòñÿ åå ýðìèòîâûì ðàçëîæåíèåì.

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A ∈ Cn×n ýðìèòîâî ðàçëîæåíèå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åäèíñòâåííîñòü: A = H + iK ⇒ A∗ = H − iK ⇒

H =
1
2

(A+A∗), K =
1
2i

(A−A∗). (∗)

Ñóùåñòâîâàíèå: ïóñòü H è K îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (∗); îíè, î÷åâèäíî, ýðìèòîâû è ïðè ýòîì
A = H + iK. 2

Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà B = iK ÿâëÿåòñÿ êîñîýðìèòîâîé � òàê íàçûâàþòñÿ ìàòðèöû B ñî ñâîéñòâîì
B∗ = −B.

33.6 Íåîòðèöàòåëüíàÿ è ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü
Ìàòðèöà A ∈ Cn×n íàçûâàåòñÿ íåîòðèöàòåëüíî (ïîëîæèòåëüíî) îïðåäåëåííîé, åñëè x∗Ax ≥ 0
(x∗Ax > 0) ∀ x ∈ Cn, x 6= 0. Îáîçíà÷åíèå: A ≥ 0 (A > 0). Íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûå ìàòðèöû
íàçûâàþòñÿ òàêæå ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåííûìè.

Òåîðåìà. Äëÿ íåîòðèöàòåëüíîé (ïîëîæèòåëüíîé) îïðåäåëåííîñòè ìàòðèöû A ∈ Cn×n íåîáõîäè-
ìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà áûëà ýðìèòîâîé ìàòðèöåé ñ íåîòðèöàòåëüíûìè (ïîëîæèòåëüíûìè)
ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ýðìèòîâî ðàçëîæåíèå A = H + iK, íàõîäèì

x∗Ax = (x∗Hx) + i(x∗Kx).

×èñëî x∗Ax âåùåñòâåííî äëÿ ëþáîãî x ⇒ x∗Kx = 0 äëÿ âñåõ x. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ýðìèòîâà
ìàòðèöà K èìååò òîëüêî íóëåâûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ: Kx = λx, x 6= 0 ⇒ x∗Kx = λ(x∗x) = 0
⇒ λ = 0. Áóäó÷è ïîäîáíà íóëåâîé ìàòðèöå, ìàòðèöà K ìîæåò áûòü òîëüêî íóëåâîé ⇒ A = H.
Åñëè Hx = λx, x 6= 0, òî x∗Hx = λ(x∗x) ≥ 0 ⇒ λ ≥ 0. Åñëè X∗Hx > 0, òî, êîíå÷íî, λ > 0.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî A � ýðìèòîâà ìàòðèöà ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè
λ1, . . . , λn è îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ v1, . . . , vn. Ïóñòü x = α1v1+. . .+αnvn.
Òîãäà Ax = α1λ1v1 + . . .+ αnλnvn. Îòñþäà

x∗Ax = (Ax, x) = λ1|α1|2 + . . .+ λn|αn|2 ≥ 0.

Â ñëó÷àå λi > 0 íàõîäèì x∗Ax > 0 ïðè x 6= 0. 2

Çàäà÷à. Ïóñòü çàäàíû âåùåñòâåííàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà A ïîðÿäêà n è âåêòîð
b ∈ Rn. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèîíàë f(x) = (Ax, x) + (b, x) ïðè x ∈ Rn îãðàíè÷åí ñíèçó è ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííàÿ òî÷êà x0, â êîòîðîé f(x0) åñòü åãî ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå.

33.7 Êâàäðàòíûé êîðåíü
Åñëè A = S2, òî S åñòåñòâåííî íàçûâàòü êâàäðàòíûì êîðíåì èç ìàòðèöû A.

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîé íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöû A ∈ Cn×n ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ
íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà S ∈ Cn×n òàêàÿ, ÷òî S2 = A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìàòðèöà A ýðìèòîâà è ïîýòîìó óíèòàðíî ïîäîáíà âåùåñòâåííîé äèàãîíàëüíîé
ìàòðèöå Λ ñ äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè λi ≥ 0 (âñëåäñòâèå íåîòðèöàòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè): A =
QΛQ∗. Ïóñòü D � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè

√
λi. Òîãäà D2 = Λ è, î÷åâèäíî, S = QDQ∗ �

íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûé êâàäðàòíûé êîðåíü èç A.
Ïðèâåäåííîå ïîñòðîåíèå äîêàçûâàåò ñóùåñòâîâàíèå. Íî åäèíñòâåííîñòü òðåáóåò äîïîëíèòåëüíîãî

ðàññóæäåíèÿ. Åñëè SQ = QD, òî AQ = QD2. Ïóñòü Q = [q1, . . . , qn] è D èìååò äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû
di. Ïóñòü x �- ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû A äëÿ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ. Òîãäà äëÿ íåêîòîðûõ
êîýôôèöèåíòîâ αi

x =
∑

di=
√

λ

αiqi ⇒ Sx =
∑

di=
√

λ

αi

√
λqi =

√
λx.
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Òàêèì îáðàçîì, äåéñòâèå S îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî íà âåêòîðàõ ëþáîãî áàçèñà èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ
ìàòðèöû A. 2

Çàäà÷à. Ìàòðèöû A è B îáå ýðìèòîâû, ïðè ýòîì A ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ. Äîêàæèòå, ÷òî
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèö AB è BA âåùåñòâåííûå.

33.8 Áëî÷íî äèàãîíàëüíàÿ ôîðìà âåùåñòâåííîé íîðìàëüíîé
ìàòðèöû

Ïóñòü A � âåùåñòâåííàÿ íîðìàëüíàÿ ìàòðèöà. Â ñèëó íîðìàëüíîñòè, âñå æîðäàíîâû êëåòêè � ïîðÿäêà
1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî λ = a+ ib � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ñ íåíóëåâîé ìíèìîé ÷àñòüþ b, è ïóñòü

A(x+ iy) = (a+ ib)(x+ iy) = (ax− by) + i(bx+ ay), x, y ∈ Rn. ⇒

A[x, y] = [x, y]
[

a b
−b a

]
. (∗)

Çàìåòèì, ÷òî ñîïðÿæåííîå ÷èñëî λ = a − ib òîæå áóäåò ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì, îòâå÷àþùèì ñîáñò-
âåííîìó âåêòîðó x − iy. Äëÿ íîðìàëüíîé ìàòðèöû ñîáñòâåííûå âåêòîðû äëÿ ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé îðòîãîíàëüíû ⇒

(x+ iy, x− iy) = (x, x)− (y, y) + i2(x, y) = 0 ⇒ (x, y) = 0, |x| = |y|.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðàâåíñòâî (∗) ñîõðàíèòñÿ ïðè çàìåíå x è y íà íîðìèðîâàííûå è îðòîãîíàëüíûå
âåêòîðû x/s è y/s, s = |x| = |y|. Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîé âåùåñòâåííîé íîðìàëüíîé ìàòðèöû ñóùåñòâóåò âåùåñòâåííûé îðòîíîðìè-
ðîâàííûé áàçèñ, â êîòîðîì îíà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé âåùåñòâåííûõ áëîêîâ ïîðÿäêà 1 è âåùåñò-

âåííûõ áëîêîâ ïîðÿäêà 2 âèäà
[

a b
−b a

]
.

33.9 Áëî÷íî äèàãîíàëüíàÿ ôîðìà îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû
Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû ïî ìîäóëþ ðàâíû 1. Ïîýòîìó àíàëîã æîðäàíîâîé ôîð-
ìû â äàííîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìóþ ñóììó áëîêîâ ïîðÿäêà 1, îòâå÷àþùèõ âåùåñòâåííûì
ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, ðàâíûì 1 èëè −1, è áëîêîâ ïîðÿäêà 2, îòâå÷àþùèõ ïàðàì êîìïëåêñíî ñîïðÿ-
æåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ = a + ib è λ = a − ib, b 6= 0. Çàìåòèì, ÷òî a2 + b2 = 1 ⇒ ñîãëàñíî
(∗), êàæäûé áëîê ïîðÿäêà 2 â äàííîì ñëó÷àå åñòü âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà âðàùåíèÿ.

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîé îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû ñóùåñòâóåò âåùåñòâåííûé îðòîíîðìèðîâàííûé áà-
çèñ, â êîòîðîì îíà ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì âåùåñòâåííûõ ìàòðèö îòðàæåíèÿ è âåùåñòâåííûõ
ìàòðèö âðàùåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñêàçàííîãî âûøå ÿñíî, ÷òî â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå ïîëó÷àåòñÿ
áëî÷íî äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ âåùåñòâåííûìè áëîêàìè ïîðÿäêà 1 äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ±1 è
áëîêàìè ïîðÿäêà 2, êîòîðûå îêàçûâàþòñÿ âåùåñòâåííûìè ìàòðèöàìè âðàùåíèÿ. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü,
÷òî 

M1

M2

. . .
Mk

 =


M1

I

. . .
I




I
M2

. . .
I

 . . .


I
I

. . .
Mk

 . 2

Òåîðåìó ìîæíî ïðîèíòåðïðåòèðîâàòü òàêèì îáðàçîì: ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå â Rn, ñîõðàíÿþùåå
äëèíû, ñâîäèòñÿ ê êîìïîçèöèè îòðàæåíèé è âðàùåíèé.

Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà âðàùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì äâóõ
âåùåñòâåííûõ ìàòðèö îòðàæåíèÿ.
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ÎÑÍÎÂÍÀß ×ÀÑÒÜ

34.1 Ìàòðèöà Ôóðüå
Èñêëþ÷èòåëüíî âàæíûé êëàññ óíèòàðíûõ ìàòðèö â ìàòåìàòèêå è ïðèëîæåíèÿõ � ýòî ñïåöèàëüíûå
ìàòðèöû Âàíäåðìîíäà, ïîñòðîåííûå íà êîðíÿõ èç åäèíèöû. Ïóñòü

ε = cos
(
−2π
n

)
+ i sin

(
−2π
n

)
.

Ýòî ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü èç åäèíèöû ñòåïåíè n. 1 Ìàòðèöà Âàíäåðìîíäà äëÿ ÷èñåë ε0, ε1, . . . , εn−1

íàçûâàåòñÿ òàêæå ìàòðèöåé (ïðÿìîãî) äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, èëè, êîðî÷å, ìàòðèöåé
Ôóðüå ïîðÿäêà n. Îáîçíà÷åíèå:

Fn =


1 1 1 . . . 1
1 ε1·1 ε1·2 . . . ε1·(n−1)

. . . . . . . . . . . . . . .
1 ε(n−2)·1 ε(n−2)·2 . . . ε(n−2)·(n−1)

1 ε(n−1)·1 ε(n−1)·2 . . . ε(n−1)·(n−1)

 .

Óòâåðæäåíèå. Ìàòðèöà Ôóðüå îáðàòèìà è ïðè ýòîì îáðàòíàÿ ìàòðèöà èìååò âèä

F−1
n =

1
n
F ∗n .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýëåìåíòû ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö F ∗nFn ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ êàê ñóììû ÷ëåíîâ ãåî-
ìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè:

(F ∗nFn)ij =
n−1∑
k=0

ε̄ kiεkj =
n−1∑
k=0

εk(j−i) =
n−1∑
k=0

(
ε(j−i)

)k

=

{
ε(j−i)n−1

εj−i−1 = 0, i 6= j,

n, i = j.

Òàêèì îáðàçîì, F ∗nFn = n I. 2

Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî F 4
n = n2I.

34.2 Öèðêóëÿíòíûå ìàòðèöû
Êðàñèâûé è ïîëåçíûé êëàññ íîðìàëüíûõ ìàòðèö ñîñòàâëÿþò ìàòðèöû âèäà

A =


a0 an−1 an−2 . . . a2 a1

a1 a0 an−1 . . . a3 a2

a2 a1 a0 . . . a4 a3

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an−2 an−3 an−4 . . . a0 an−1

an−1 an−2 an−3 . . . a1 a0

 .
1Ìèíóñ � äàíü ñëîæèâøåéñÿ òðàäèöèè îïðåäåëåíèÿ ïðÿìîãî è îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå:

ìèíóñ � äëÿ ïðÿìîãî, ïëþñ � äëÿ îáðàòíîãî.

243
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Ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ öèðêóëÿíòíîé ìàòðèöåé èëè öèðêóëÿíòîì. Â ÷àñòíîñòè, ïðè n = 4 ïîëó÷àåì

A =

 a0 a3 a2 a1

a1 a0 a3 a2

a2 a1 a0 a3

a3 a2 a1 a0

 .
Êàê âèäèì, öèðêóëÿíòíàÿ ìàòðèöà ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ýëåìåíòàìè ëþáîé ñâîåé ñòðîêè èëè ëþ-
áîãî ñòîëáöà. Åå ïåðâûé ñòîëáåö åñòü a = [a0, a1, . . . , an−1]>.

×òîáû íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû A, âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé
êîðåíü ξ ñòåïåíè n èç åäèíèöû (ξn = 1) è ðàññìîòðèì ÷èñëî

λ = λ(ξ) ≡ a0 + ξa1 + . . .+ ξn−1an−1.

Ïîñëåäîâàòåëüíî óìíîæàÿ îáå ÷àñòè íà 1, ξ, ξ2, . . . , ξn−1, íàõîäèì

λ · 1 = a0 + ξ a1 + . . .+ ξn−1 an−1,
λ · ξ = an−1 + ξ a0 + . . .+ ξn−1 an−2,
λ · ξ2 = an−2 + ξ an−1 + . . .+ ξn−1 an−3,

. . .
λ · ξn−1 = a1 + ξ a2 + . . .+ ξn−1 a0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

λ(ξ) [1, ξ, . . . , ξn−1] = [1, ξ, . . . , ξn−1]A. (∗)

Âûáåðåì ε = cos(−2π/n) + i sin(−2π/n). Ðàâåíñòâî (∗) ñïðàâåäëèâî ïðè ξ = 1, ε, ε2, . . . , εn−1 è,
ñëåäîâàòåëüíî, äàåò ñèñòåìó ðàâåíñòâ, êîòîðàÿ â ìàòðè÷íîé çàïèñè èìååò âèä

ΛFn = FnA,

ãäå Fn � ìàòðèöà Ôóðüå ïîðÿäêà n, Λ � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà âèäà

Λ =


λ(1)

λ(ε)

. . .
λ(εn−1)

 ,
Èòàê, AF ∗n = F ∗nΛ ⇒ ñòîëáöû ìàòðèöû F ∗n ñóòü ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû A, îòâå÷àþùèå

ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, ðàñïîëîæåííûì íà äèàãîíàëè ìàòðèöû Λ. Çàìåòèì, ÷òî F ∗n ïîëó÷àåòñÿ èç Fn

ïåðåñòàíîâêîé ñòîëáöîâ: ïåðâûé ñòîëáåö îñòàåòñÿ íà ìåñòå, à ñòîëáöû ñî âòîðîãî ïî ïîñëåäíèé ñòàâÿòñÿ
â îáðàòíîì ïîðÿäêå. Ïîýòîìó ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî áàçèñîì èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ öèðêóëÿíò-
íîé ìàòðèöû A ÿâëÿþòñÿ ñòîëáöû ìàòðèöû Ôóðüå Fn. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñôîðìóëèðóåì â âèäå
òåîðåìû.

Òåîðåìà î öèðêóëÿíòàõ. Ïóñòü A � öèðêóëÿíòíàÿ ìàòðèöà ñ ïåðâûì ñòîëáöîì a =
[a0, . . . , an−1]>. Òîãäà

A =
1
n
F ∗nΛFn, (#)

ãäå Fn � ìàòðèöà Ôóðüå ïîðÿäêà n è Λ � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé âèäà

Λ =

λ1

.

.

.

λn

 , [
λ1

. . .
λn

]
= Fn

[
a0

. . .
an−1

]
.

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ λ1, . . . , λn ìàòðèöà â ïðàâîé ÷àñòè (#) ÿâëÿåòñÿ öèðêóëÿíò-
íîé ìàòðèöåé. Îòñþäà ÿñíî, ÷òî ïðîèçâåäåíèå öèðêóëÿíòíûõ ìàòðèö îñòàåòñÿ öèðêóëÿíòíîé ìàòðèöåé.

Ìàòðèöà, îáðàòíàÿ ê íåâûðîæäåííîé öèðêóëÿíòíîé ìàòðèöå, òàêæå ÿâëÿåòñÿ öèðêóëÿíòíîé.
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34.3 Àëãåáðû ìàòðèö
Ëþáàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ öèðêóëÿíòîâ åñòü öèðêóëÿíò. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî öèðêóëÿíòîâ
ïîðÿäêà n ÿâëÿåòñÿ n-ìåðíûì ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì, íà êîòîðîì îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ
ýëåìåíòîâ, êîòîðàÿ âìåñòå ñ îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ ïðåâðàùàåò äàííîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî â êîëüöî.

Ïóñòü â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå V îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ, êîòîðàÿ äåëàåò åãî
òàêæå êîëüöîì ñ åäèíèöåé, è ïóñòü óìíîæåíèå ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ a è b è óìíîæåíèå íà ÷èñëî α
ñâÿçàíû àêñèîìîé α(ab) = (αa)b = a(αb). Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ïðîñòðàíñòâî V íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé.

Çàìåòèì, ÷òî óìíîæåíèå öèðêóëÿíòîâ êîììóòàòèâíî � ïîýòîìó îíè äàþò ïðèìåð êîììóòàòèâ-
íîé àëãåáðû ìàòðèö. Âñå ìíîæåñòâî ìàòðèö ôèêñèðîâàííîãî ïîðÿäêà n � ïðèìåð íåêîììóòàòèâíîé
àëãåáðû.

Òåîðåìà. Ïóñòü M � àëãåáðà ìàòðèö è A ∈M � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà. Òîãäà A−1 ∈M.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A ∈ M. Ïî òåîðåìå Ãàìèëüòîíà�Êýëè, A àííóëèðóåòñÿ ñâîèì õàðàêòåðèñ-
òè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì: a0I + a1A + . . . + an−1A

n−1 + An = 0. Åñëè A � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà, òî,
óìíîæàÿ îáå ÷àñòè íà A−1 è ó÷èòûâàÿ, ÷òî a0 = (−1)n detA 6= 0, ïîëó÷àåì

A−1 = − 1
a0

(
a1I + a2A+ . . . an−1A

n−2 +An−1
)
∈ M. 2

Ïî àíàëîãèè ñ öèðêóëÿíòàìè, ìîæíî ïîñòðîèòü ìíîãî äðóãèõ êîììóòàòèâíûõ ìàòðè÷íûõ àëãåáð.

Óòâåðæäåíèå. Äëÿ ëþáîé ôèêñèðîâàííîé íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû Q ∈ Cn×n âñå ìàòðèöû âèäà
QΛQ−1, ãäå Λ � ïðîèçâîëüíàÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n, îáðàçóþò êîììóòàòèâíóþ àëãåáðó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óêàçàííîå ìíîæåñòâî ìàòðèö îáîçíà÷èì ÷åðåç M. Åñëè A1, A2 ∈ M, òî A1 =
QΛ1Q

−1, A2 = QΛ2Q
−1 äëÿ êàêèõ-òî äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö Λ1 è Λ2. Òîãäà αA1 + βA2 = Q(Λ1 +

Λ2)Q−1 ∈M è A1A2 = Q(Λ1Λ2)Q−1 ∈M. 2

Çàìå÷àíèå. Äàííîå óòâåðæäåíèå îïèñûâàåò íå âñå âîçìîæíûå êîììóòàòèâíûå àëãåáðû ìàòðèö. Íà-
ïðèìåð, ïóñòü M ñîñòîèò èç âñåõ n× n-ìàòðèö âèäà

A =


a0

a1 a0

a2 a1 a0

. . . . . . . . . . . .
an−2 an−3 . . . a1 a0

an−1 an−2 an−3 . . . a1 a0

 .
Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî M ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé àëãåáðîé, íî â M èìåþòñÿ íåäèàãîíàëèçó-

åìûå ìàòðèöû (äîêàæèòå!). Åùå îäèí ïðèìåð êîììóòàòèâíîé àëãåáðû � ìíîæåñòâî ìàòðèö A òàêèõ,
÷òî A> ∈M.

34.4 Îäíîâðåìåííîå ïðèâåäåíèå ê òðåóãîëüíîìó âèäó
Òåîðåìà. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé êîììóòàòèâíîé àëãåáðû ìàòðèö M ñóùåñòâóåò îáðàòèìàÿ ìàòðèöà
Q òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé A ∈M ìàòðèöà Q−1AQ ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé òðåóãîëüíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìàòðèöû A1, . . . , Ak ∈M ⊂ Cn×n îáðàçóþò áàçèñ â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå
M. Äîêàæåì, ÷òî îíè èìåþò îáùèé ñîáñòâåííûé âåêòîð.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî ìàòðèöû A1 äëÿ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ1. Ïóñòü
A1x = λ1x, x 6= 0. Òîãäà

A1(A2x) = A2(A1x) = λ1(A2x). (∗)

Ñëåäîâàòåëüíî, A2x ∈ L. Áîëåå òîãî, Al
2x ∈ L äëÿ âñåõ l = 1, 2, ... . Ïóñòü M � ìèíèìàëüíîå ïîäïðîñò-

ðàíñòâî, ñîäåðæàùåå âñå âåêòîðû âèäà Al
2x. Î÷åâèäíî, ýòî ìèíèìàëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, èíâàðèàíò-

íîå îòíîñèòåëüíî A2 è ñîäåðæàùåå x. Â ñèëó (∗) çàêëþ÷àåì, ÷òî M ⊂ L. Â M îáÿçàòåëüíî èìååòcÿ
ñîáñòâåííûé âåêòîð äëÿ A2, îí æå áóäåò ñîáñòâåííûì âåêòîðîì è äëÿ A1.

Äàëåå ïî èíäóêöèè. Ïóñòü L � ñîäåðæàùåå x 6= 0 ïåðåñå÷åíèå ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ
L1, . . . , Lk, îòâå÷àþùèõ ñîîòâåòñòâåííî ìàòðèöàì A1, . . . , Ak−1, à M � ñîäåðæàùåå x ìèíèìàëüíîå
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ïîäïðîñòðàíñòâî, èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî Ak (î÷åâèäíî, îíî ñîñòîèò èç âåêòîðîâ âèäà p(Ak)x äëÿ
âñåâîçìîæíûõ ìíîãî÷ëåíîâ p). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî M ÿâëÿåòñÿ (íåíóëåâûì!) ïîäïðîñòðàíñòâîì
äëÿ êàæäîãî èç ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ L1, . . . , Lk. Ïîýòîìó M ⊂ L, à ñîäåðæàùèéñÿ â M
ñîáñòâåííûé âåêòîð äëÿ Ak ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì òàêæå äëÿ A1, . . . , Ak−1.

Èòàê, ïóñòü x � îáùèé ñîáñòâåííûé âåêòîð äëÿ A1, . . . , Ak. Ïóñòü P � ëþáàÿ îáðàòèìàÿ ìàòðèöà,
ïåðâûé ñòîëáåö êîòîðîé ðàâåí x. Òîãäà êàæäàÿ èç ìàòðèö PA1P

−1, . . . , PAkP
−1 èìååò áëî÷íûé âèä

P−1AiP =
[
λi v>i
0 Bi

]
, Bi ∈ C(n−1)×(n−1).

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ìàòðèöû B1, . . . , Bk êîììóòèðóþò. Åñëè îíè îäíîâðåìåííî ïðèâî-
äÿòñÿ ê âåðõíåìó òðåóãîëüíîìó âèäó ñ ïîìîùüþ îáðàòèìîé ìàòðèöû Z ïîðÿäêà n − 1 (êàæäàÿ èç
ìàòðèö Z−1BiZ ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé òðåóãîëüíîé), òî ìàòðèöà

Q = P

[
1 0
0 Z

]
îäíîâðåìåííî ïðèâîäèò ê òðåóãîëüíîìó âèäó êàæäóþ èç ìàòðèö A1, . . . , Ak. Òî æå âåðíî è äëÿ ïðî-
èçâîëüíîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ìàòðèö A1, . . . , Ak. 2

ÄÎÏÎËÍÈÒÅËÜÍÀß ×ÀÑÒÜ

34.5 Áûñòðîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
Óìíîæåíèå ìàòðèöû Ôóðüå Fn íà âåêòîð-ñòîëáåö x ∈ Cn íàçûâàåòñÿ ïðÿìûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå
âåêòîðà x.

Êëàññè÷åñêîå ïðàâèëî óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà âåêòîð äàåò àëãîðèòì ñ ÷èñëîì îïåðàöèé ïîðÿäêà
n2. Îäíàêî, ñïåöèàëüíûé âèä ìàòðèöû Fn ïîçâîëÿåò óìíîæàòü åå íà âåêòîð ñ çàòðàòîé ëèøü O(n log2 n)
àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé!

Àëãîðèòìû ñ òàêèì ñâîéñòâîì (áûñòðîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå) íà÷àëè âíåäðÿòüñÿ â ïðàêòèêó
âû÷èñëåíèé â 60-õ ãîäàõ 20-ãî âåêà è ïðîèçâåëè áóêâàëüíî ïåðåâîðîò â ðÿäå ðàçäåëîâ ïðèêëàäíîé
ìàòåìàòèêè. 2 Òàê èëè èíà÷å, áûñòðîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ñòàëî îñíîâíîé êîìïîíåíòîé ìíîãèõ
áûñòðûõ àëãîðèòìîâ â çàäà÷àõ ëèíåéíîé àëãåáðû.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n = 2L è m = n/2. Áóäåì íóìåðîâàòü ñòðîêè è ñòîëáöû ìàòðèöû Fn ÷èñëàìè îò
0 äî n− 1. Îò Fn ïåðåéäåì ê ìàòðèöå F̃n, â êîòîðîé ñíà÷àëà èäóò ïîäðÿä âñå ñòðîêè Fn ñ ÷åòíûìè íî-
ìåðàìè, à çàòåì � âñå ñòðîêè ñ íå÷åòíûìè íîìåðàìè (ÿñíî, ÷òî F̃n = PnFn, ãäå Pn � ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ìàòðèöà ïåðåñòàíîâêè). Ðàññìîòðèì F̃n êàê áëî÷íóþ 2× 2-ìàòðèöó:

F̃n =

 [ε2 k l]m×m [ε2 k (m+l)]m×m

[ε(2k+1) l]m×m [ε(2k+1)(m+l)]m×m

 , 0 ≤ k, l ≤ m− 1.

Çàìåòèì, ÷òî
[ε2 k l]m×m = [ε2 k (m+l)]m×m = Fm,

[ε(2k+1) l]m×m = FmDm, [ε(2k+1)(m+l)]m×m = −FmDm,

ãäå

Dm =


1

ε1

. . .
εm−1

 .
Ñëåäîâàòåëüíî,

Fn = Pn

[
Fm 0
0 Fm

] [
Im 0
0 Dm

] [
Im Im
Im −Im

]
, m = n/2.

2Íà÷àëî �ïåðåâîðîòà� îòñ÷èòûâàåòñÿ ñ 1965 ãîäà � ñî çíàìåíèòîé ðàáîòû àìåðèêàíöåâ Êóëè è
Òüþêè. Âïîñëåäñòâèè áûëî âûÿñíåíî, ÷òî áûñòðûå àëãîðèòìû áûëè îïèñàíû Ðóíãå åùå â íà÷àëå 20-ãî
âåêà; áîëåå òîãî, Ã. Ñòðýíã óòâåðæäàåò, ÷òî îáíàðóæèë èõ ïðîòîòèïû åùå ó Ãàóññà.
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Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à óìíîæåíèÿ ìàòðèöû Fn íà âåêòîð ñâîäèòñÿ ê äâóì àíàëîãè÷íûì çàäà÷àì
äëÿ ìàòðèöû Fn/2. ×òîáû îñóùåñòâèòü ðåäóêöèþ, òðåáóåòñÿ âûïîëíèòü n ñëîæåíèé-âû÷èòàíèé è n/2
óìíîæåíèé (íà ýëåìåíòû äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû Dn). Îáîçíà÷èì ÷åðåç S±(n) è S∗(n) îáùåå ÷èñëî
ñëîæåíèé-âû÷èòàíèé è óìíîæåíèé. ×òîáû èõ îöåíèòü, íóæíî ïðîñóììèðîâàòü çàòðàòû íà ðåäóêöèþ
çàäà÷ äëÿ âñåõ L = log2 n øàãîâ ðåêóðñèè:

S±(n) = n + 2(n/2) + 22(n/22) + . . . + 2L−1(n/2L−1) = nL = n log2 n,

S∗(n) =
1
2
n log2 n.

34.6 Ñâåðòêè
Ïóñòü öèðêóëÿíòíàÿ ìàòðèöà A îïðåäåëÿåòñÿ ïåðâûì ñòîëáöîì a. Âåêòîð y = Ax íàçûâàåòñÿ ïåðèî-
äè÷åñêîé ñâåðòêîé âåêòîðîâ a è x. Îáîçíà÷åíèå: y = a ∗ x.

Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî a ∗ x = x ∗ a.

Ñîãëàñíî òåîðåìå î öèðêóëÿíòàõ, âû÷èñëåíèå ïåðèîäè÷åñêîé ñâåðòêè âåêòîðîâ èç Rn (óìíîæåíèå
íà öèðêóëÿíòíóþ ìàòðèöó) ñâîäèòñÿ ê òðåì óìíîæåíèÿì íà ìàòðèöó Ôóðüå. Ïîñëåäíåå ìîæíî âûïîë-
íèòü ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå çà O(n log n) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé,
åñëè n = 2L.

Ðåøåíèå ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ öèðêóëÿíòíîé ìàòðèöåé îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ òåìè æå çàòðàòàìè (äîêà-
æèòå!).

Ïóñòü òåïåðü a = [a−n+1, a−n+2, . . . , a0, a1, . . . , an−1]> ∈ C2n−1 è x ∈ Cn. Ïîä àïåðèîäè÷åñêîé
ñâåðòêîé âåêòîðîâ a è x èíîãäà ïîíèìàåòñÿ âåêòîð y = Ax, ãäå

A =


a0 a−1 . . . a−n+1

a1 a0 . . . a−n+2

. . . . . . . . . . . .
an−1 an−2 . . . a0

 .
Ìàòðèöà A òàêîãî âèäà íàçûâàåòñÿ òåïëèöåâîé ìàòðèöåé. 3 Çàìåòèì, ÷òî ëþáîé öèðêóëÿíò ÿâëÿåòñÿ
òàêæå òåïëèöåâîé ìàòðèöåé.

Óòâåðæäåíèå. Äëÿ ëþáîãî n òåïëèöåâà ìàòðèöà ïîðÿäêà n ìîæåò áûòü óìíîæåíà íà âåêòîð ñ
çàòðàòîé O(n log2 n) îïåðàöèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî òåïëèöåâó ìàòðèöó A ïîðÿäêà n ìîæíî �äîñòðîèòü� äî
öèðêóëÿíòà

C =
[
A C12

C21 C22

]
ïîðÿäêà N = 2L < 4n. Âîò êàê ýòî äåëàåòñÿ â ñëó÷àå n = 3:

C =



a0 a−1 a−2 0 0 0 a2 a1

a1 a0 a−1 a−2 0 0 0 a2

a2 a1 a0 a−1 a−2 0 0 0
0 a2 a1 a0 a−1 a−2 0 0
0 0 a2 a1 a0 a−1 a−2 0
0 0 0 a2 a1 a0 a−1 a−2

a−2 0 0 0 a2 a1 a0 a−1

a−1 a−2 0 0 0 a2 a1 a0

 .

Äàëåå, ïóñòü [
u
v

]
=
[
A C12

C21 C22

] [
x
0

]
.

Îòñþäà ÿñíî, ÷òî u = Ax. Òàêèì îáðàçîì, óìíîæåíèå íà òåïëèöåâó ìàòðèöó ñâîäèòñÿ ê óìíîæåíèþ íà
öèðêóëÿíòíóþ ìàòðèöó ïîðÿäêà N = 2L. Ïðèìåíåíèå áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå äàåò àëãîðèòì
ñ ÷èñëî îïåðàöèé O(N log2N) = O(n log2 n). 2

3Â ÷åñòü íåìåöêîãî ìàòåìàòèêà Îòòî Òåïëèöà.
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34.7 Áûñòðûå àëãîðèòìû
×òî ìîæíî ñêàçàòü î ñëîæíîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå â ñëó÷àå n 6= 2L?

Ïóñòü ýëåìåíòû ìàòðèöû Fn íóìåðóþòñÿ èíäåêñàìè îò 0 äî n−1. Â ïîçèöèè (k, l) íàõîäèòñÿ ÷èñëî

εkl = ε(k
2+l2−(k−l)2)/2 = εk2/2 ε−(k−l)2 εl2/2.

Ïîýòîìó ìàòðèöà Ôóðüå ðàñùåïëÿåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå òðåõ ìàòðèö

Fn = DAD, D =


ε02/2

ε12/2

. . .
ε(n−1)2/2

 , A = [ε−(k−l)2/2], 0 ≤ k, l ≤ n− 1.

Òàêèì îáðàçîì, óìíîæåíèå íà ìàòðèöó Ôóðüå ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà n ñâîäèòñÿ ê óìíîæåíèþ íà
òåïëèöåâó ìàòðèöó A òîãî æå ïîðÿäêà n. Ïîñëåäíåå ñâîäèòñÿ ê óìíîæåíèþ íà öèðêóëÿíòíóþ ìàòðèöó
ïîðÿäêà n ≤ N = 2L < 4n.

Â èòîãå âñå ñâîäèòñÿ ê òðîåêðàòíîìó ïðèìåíåíèþ àëãîðèòìà áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ñïå-
öèàëüíî âûáðàííîãî ïîðÿäêà N = 2L.

Îïèñàííàÿ âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå áåç îãðàíè÷åíèé íà åãî ïîðÿ-
äîê ÿâëÿåòñÿ, âåðîÿòíî, ñàìîé ïðîñòîé � íî íå åäèíñòâåííîé è íå âñåãäà íàèëó÷øåé äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ
âû÷èñëåíèé.

Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî äâà ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè n ìîæíî ïåðåìíîæèòü ñ çàòðàòîé O(n log2 n)
àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.
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ÎÑÍÎÂÍÀß ×ÀÑÒÜ

35.1 Ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà è ñèíãóëÿðíûå âåêòîðû
Ïóñòü A ∈ Cm×n. Òîãäà A∗A ∈ Cn×n � ýðìèòîâà íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà:

(A∗A)∗ = A∗(A∗)∗ = A∗A; xA∗Ax = (Ax,Ax) = |Ax|2 ≥ 0 ∀ x ∈ Cn.

Ïîýòîìó âñå åå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íåîòðèöàòåëüíû.
Íåîòðèöàòåëüíûå êâàäðàòíûå êîðíè èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A∗A íàçûâàþòñÿ ñèíãó-

ëÿðíûìè ÷èñëàìè ìàòðèöû A. Ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà σi = σi(A) ïðèíÿòî íóìåðîâàòü ïî íåâîçðàñòàíèþ:

σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σr > σr+1 = . . . = σn = 0.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî A èìååò r íåíóëåâûõ ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë.

Ïóñòü u1, . . . , un � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû A∗A òàêîé, ÷òî

A∗Aui =
{
σ2

i ui, 1 ≤ i ≤ r,
0 , r + 1 ≤ i ≤ n.

Ïîëîæèì vi = Aui/σi, 1 ≤ i ≤ r. Òîãäà (vi, vj) = 0 ïðè i 6= j è (vi, vi) = 1. Äîïîëíèì ñèñòåìó v1, . . . , vr

âåêòîðàìè vr+1, . . . , vm äî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà â Cm. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè j ≥ r + 1

A∗Auj = 0 ⇒ u∗jA
∗Auj = 0 ⇒ (Auj)∗(Auj) = 0 ⇒ |Auj | = 0 ⇒ Auj = 0.

Â èòîãå ïîëó÷àåì

A[u1, . . . , un] = [v1, . . . , vm]


σ1

. . .
σr

 ⇒ AU = V Σ,

ãäå U = [u1, . . . , un] è V = [v1, . . . , vm] � óíèòàðíûå ìàòðèöû, à Σ � äèàãîíàëüíàÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ
ìàòðèöà òåõ æå ðàçìåðîâ, ÷òî è ìàòðèöà A.

Ñòîëáöû ìàòðèö U è V îáðàçóþò ñèíãóëÿðíûå áàçèñû ìàòðèöû A. Ñòîëáöû U íàçûâàþòñÿ ïðàâûìè
ñèíãóëÿðíûìè âåêòîðàìè, à ñòîëáöû V � ëåâûìè ñèíãóëÿðíûìè âåêòîðàìè ìàòðèöû A. Ñâÿçü ìåæäó
ñèíãóëÿðíûìè âåêòîðàìè è íåíóëåâûìè ñèíãóëÿðíûìè ÷èñëàìè óñòàíàâëèâàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

Aui = σivi, A∗vi = σiui, 1 ≤ i ≤ r.

Êðîìå òîãî,
Aui = 0, r + 1 ≤ i ≤ n, A∗vi = 0, r + 1 ≤ i ≤ m.

Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A ∈ Cm×n èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

AU = V Σ (∗)

249
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äëÿ íåêîòîðûõ óíèòàðíûõ ìàòðèö U ∈ Cn×n, V ∈ Cm×m è äèàãîíàëüíîé ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöû
ðàçìåðîâ m× n ñ ÷èñëàìè σi ≥ 0 ïðè i = j. Çàïèñàâ (∗) â âèäå

A = V ΣU∗, (∗∗)

ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå ìàòðèöû, íàçûâàåìîå åå ñèíãóëÿðíûì ðàçëîæåíèåì. 1

Åñëè êàêèì-òî ñïîñîáîì ïîëó÷åíî ðàçëîæåíèå (∗∗) ñ óíèòàðíûìè ìàòðèöàìè U è V , òî A∗A =
U(Σ∗Σ)U∗. Ïîýòîìó åñëè Σ � äèàãîíàëüíàÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ýëåìåíòàìè,
òî åå íåíóëåâûå ýëåìåíòû îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî.

35.2 Ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå
Åñëè m = n, òî ìîæíî çàïèñàòü (∗∗) â âèäå

A = (V ΣV ∗)(V U∗) = HQ,

ãäå H = V ΣV ∗ � íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ (ïîýòîìó òàêæå ýðìèòîâà) ìàòðèöà, à Q = V U∗ �
óíèòàðíàÿ ìàòðèöà (êàê ïðîèçâåäåíèå óíèòàðíûõ ìàòðèö). Ïðåäñòàâëåíèå ìàòðèöû A â âèäå A = HQ
ñ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé H è óíèòàðíîé Q íàçûâàåòñÿ åå ïîëÿðíûì ðàçëîæåíèåì.

Ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå ìàòðèöû ìîæíî ñ÷èòàòü àíàëîãîì òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìû êîìïëåêñíîãî
÷èñëà.

35.3 Âûâîäû èç ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ
(1) ×èñëî íåíóëåâûõ ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë r ðàâíî ðàíãó ìàòðèöû A.

(2) Ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå ñîïðÿæåííîé ìàòðèöû èìååò âèä

A∗ = UΣ>V ∗.

(3) imA = L(v1, . . . , vr), kerA = L(ur+1, . . . , un).

(4) imA∗ = L(u1, . . . , ur), kerA∗ = L(vr+1, . . . , vm).
Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîñòðàíñòâ â âèäå îðòîãîíàëüíûõ ñóìì

Cn = kerA⊕ imA∗, Cm = kerA∗ ⊕ imA.

(5) A =
r∑

k=1

σkvku
∗
k, A∗ =

r∑
k=1

σkukv
∗
k.

(6) Åñëè m = n = r (ìàòðèöà A íåâûðîæäåííàÿ), òî

A =
n∑

k=1

σkvku
∗
k, A−1 =

n∑
k=1

1
σk
ukv

∗
k.

(7) Ïóñòü σ1 ≥ . . . ≥ σn � ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû A. Òîãäà σ−1
n ≥ . . . ≥ σ−1

1

� ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà ìàòðèöû A−1.

(8) ||A||2 = σ1, ||A||F =
√
σ2

1 + . . .+ σ2
r .

Ñïåêòðàëüíàÿ è ôðîáåíèóñîâà íîðìû ÿâëÿþòñÿ óíèòàðíî èíâàðèàíòíûìè. Ïîýòîìó ||A||2 = ||Σ||2
è ||A||F = ||Σ||F . Î÷åâèäíî, ||Σx||2 ≤ σ1||x||2; ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ, åñëè x èìååò 1 â ïåðâîé ïîçèöèè
è 0 â îñòàëüíûõ.

ßñíî òàêæå, ÷òî ||Σ||F =
√
σ2

1 + . . .+ σ2
r . 2

1Îíî áûëî ïîëó÷åíî ñîâåðøåííî äðóãèì ñïîñîáîì â Ëåêöèè 27.
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35.4 Ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå è ðåøåíèå ñèñòåì
Óòâåðæäåíèå. Ðåøåíèå ñèñòåìû Ax = b ñ íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé A èìååò âèä x =

n∑
k=1

βk

σk
uk, ãäå

βk = v∗kb = (vk, b) � êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà ïðàâîé ÷àñòè b ïî ñèíãóëÿðíûì âåêòîðàì
v1, . . . , vm.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûðàæåíèå äëÿ x ñðàçó æå ïîëó÷àåòñÿ èç (6). Åñëè b = β1v1 + . . . + βnvn, òî
(b, vk) = βk(vk, vk) = βk (âñëåäñòâèå îðòîíîðìèðîâàííîñòè ñèñòåìû âåêòîðîâ v1, . . . , vn). 2

Äàííîå óòâåðæäåíèå ïðîÿñíÿåò ðîëü íàïðàâëåíèÿ âîçìóùåíèé ïðè ðåøåíèè ñèñòåì. Åñëè êîýôôè-
öèåíò βk çàìåíÿåòñÿ íà βk+ε, òî êîýôôèöèåíò ïðè uk â ðàçëîæåíèè x ïî áàçèñó u1, . . . , un âîçìóùàåòñÿ
íà âåëè÷èíó ε/σk. ×åì ìåíüøå σk, òåì ñèëüíåå ìîæåò èçìåíèòüñÿ ðåøåíèå. Ïðè ìàëîì σn �îñîáåííî
îïàñíû� âîçìóùåíèÿ âåêòîðà ïðàâîé ÷àñòè b â íàïðàâëåíèè âåêòîðà vn.

35.5 Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ
Åñëè ñèñòåìà Ax = b íåñîâìåñòíà, òî ðàâåíñòâî Ax = b íå âûïîëíÿåòñÿ íè äëÿ îäíîãî âåêòîðà x. Â ýòîì
ñëó÷àå, òåì íå ìåíåå, ïûòàþòñÿ èíòåðåñîâàòüñÿ òàêèìè x, ïðè êîòîðûõ âåêòîð b − Ax (åãî íàçûâàþò
íåâÿçêîé äëÿ x) èìååò ìèíèìàëüíî âîçìîæíóþ äëèíó. Âåêòîð x íàçûâàåòñÿ ïñåâäîðåøåíèåì ñèñòåìû
Ax = b, åñëè

||b−Ax||2 = min
z
||b−Az||2.

Â äàííîì ìåòîäå îïðåäåëåíèÿ �îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ� â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå ðå÷ü äåéñòâèòåëüíî èäåò
î íàèìåíüøåì çíà÷åíèè ñóììû êâàäðàòîâ (îòñþäà íàçâàíèå ìåòîäà)

||b−Ax||22 =
m∑

i=1

(bi − ai1x1 − . . .− ainxn)2.

Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü A � ìàòðèöà ðàçìåðîâ m×n è ðàíãà r. Ìíîæåñòâî ïñåâäîðåøåíèé ñèñòåìû
Ax = b åñòü ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå, ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî ðàâíà n− r.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü h � ïåðïåíäèêóëÿð, îïóùåííûé èç âåêòîðà b íà ïîäïðîñòðàíñòâî imA, à
y ∈ imA � ñîîòâåòñòâóþùàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ. Òîãäà ñèñòåìà Az = y ñîâìåñòíà, è åñëè z � åå
ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå, òî |h| = |b − Az| < |b − Ax| äëÿ âñåõ x òàêèõ, ÷òî Ax 6= y. Çíà÷èò, ìíîæåñòâî
ïñåâäîðåøåíèé ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ðåøåíèé ñîâìåñòíîé ñèñòåìû Az = y. 2

Ñðåäè âñåõ ïñåâäîðåøåíèé âûäåëÿåòñÿ ïñåâäîðåøåíèå x̂ ìèíèìàëüíîé äëèíû � îíî íàçûâàåòñÿ
íîðìàëüíûì ïñåâäîðåøåíèåì. Ãåîìåòðè÷åñêè ÿñíî, ÷òî x̂ åñòü ïåðïåíäèêóëÿð, îïóùåííûé íà kerA èç
ëþáîãî ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ z ñîâìåñòíîé ñèñòåìû Az = y (âåêòîð y � îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ âåêòîðà
b íà imA). Òàêèì îáðàçîì, íîðìàëüíîå ïñåâäîðåøåíèå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.

Ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå ïîçâîëÿåò äàòü ÿâíûé âèä íîðìàëüíîãî ïñåâäîðåøåíèÿ:

x̂ =
r∑

k=1

v∗kb

σk
uk.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî b−Ax̂⊥ imA è x̂⊥ kerA.
Ïðîñòîòà ôîðìóëû íå äîëæíà ñîçäàâàòü âïå÷àòëåíèå îá îòñóòñòâèè ïðîáëåì ïðè âû÷èñëåíèè x̂.

Ãëàâíàÿ ïðîáëåìà, ñîáñòâåííî, â òîì, ÷òî â ñëó÷àå r < min(m,n) ðàíã r ìîæíî ïîâûñèòü ñêîëü óãîäíî
ìàëûì âîçìóùåíèåì ýëåìåíòîâ ìàòðèöû, à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íîðìàëüíîå ïñåâäîðåøåíèå, íåñìîòðÿ íà
ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè, íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé îò ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A.
Íàïðèìåð, ïóñòü m = n = 1 è ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà 0 · x = 1. Åå íîðìàëüíîå ïñåâäîðåøåíèå åñòü,
î÷åâèäíî, x̂ = 0, à íîðìàëüíîå ïñåâäîðåøåíèå âîçìóùåííîé ñèñòåìû ε · x = 1 åñòü x̂(ε) = 1/ε. Êàê
âèäèì, x̂(ε) íå ñòðåìèòñÿ ê x̂ ïðè ε → 0. Ñàìà çàäà÷à î âû÷èñëåíèè ñòîëü íåóñòîé÷èâîãî îáúåêòà íå
êàæåòñÿ î÷åíü óæ îñìûñëåííîé.

Â òî æå âðåìÿ, çàäà÷è òàêîãî ðîäà ïîñòîÿííî âîçíèêàþò â ïðèëîæåíèÿõ, è îò íàñ òðåáóþòñÿ êàêèå-
òî ìåòîäû èõ ðåøåíèÿ. Ïðè ïîñòðîåíèè òàêèõ ìåòîäîâ ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî ýòî äîëæíû áûòü,
ïðåæäå âñåãî, ìåòîäû èçìåíåíèÿ ñàìîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è. Ïîäîáíûå âîïðîñû ñâÿçàíû ñ òàê íàçû-
âàåìûìè ìåòîäàìè ðåãóëÿðèçàöèè. 2

2Îáùóþ òåîðèþ ìåòîäîâ ðåãóëÿðèçàöèè ñîçäàë îñíîâàòåëü ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ àêàäåìèê Àíäðåé
Íèêîëàåâè÷ Òèõîíîâ.
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35.6 Íàèëó÷øèå àïïðîêñèìàöèè ñ ïîíèæåíèåì ðàíãà
Â êàæäîé ìàòðèöå σkvku

∗
k ýëåìåíò â ïîçèöèè (i, j) ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ôóíêöèÿ îò i è j ñ

ðàçäåëåííûìè äèñêðåòíûìè ïåðåìåííûìè i è j: f(i, j) = f1(i)f2(j). Òàêèì îáðàçîì, çàïèñü A â âè-

äå A =
r∑

i=1

σiviu
∗
i îïèñûâàåò íåêîòîðûé ñïåöèàëüíûé ñïîñîá ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ â êàæäîì ÷ëåíå

ñóììû èëè, â ìàòðè÷íîé òåðìèíîëîãèè, ñêåëåòíîå ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A � ïðè÷åì ñ âàæíûì äîïîë-
íèòåëüíûì ñâîéñòâîì îðòîíîðìèðîâàííîñòè ñèñòåì u1, . . . , ur è v1, . . . , vr.

Îñîáàÿ öåííîñòü è øèðîòà ïðèìåíåíèé ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ âûçâàíû, ïðåæäå âñåãî, òåì, ÷òî
îíî äàåò ïðîñòîé è íàäåæíûé ìåõàíèçì èñêëþ÷åíèÿ èç ìàòðèöû �íàèìåíåå çíà÷èìîé èíôîðìàöèè�
� ïóòåì åå àïïðîêñèìàöèè ñóììîé ìåíüøåãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ ñ ðàçäåëåííûìè ïåðåìåííûìè i è j.
Ðå÷ü èäåò î ïîèñêå ýëåìåíòà íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ çàäàííîé ìàòðèöû A íà äîâîëüíî ñëîæíîì
ìíîæåñòâå � ìíîæåñòâå ìàòðèö, ðàíã êîòîðûõ îãðàíè÷åí çàäàííûì ÷èñëîì.

Òåîðåìà î íàèëó÷øèõ àïïðîêñèìàöèÿõ ñ ïîíèæåíèåì ðàíãà. Ïóñòü ìàòðèöà A ∈ Cm×n çàäàíà
ñèíãóëÿðíûì ðàçëîæåíèåì âèäà

A =
r∑

l=1

σlvlu
∗
l ,

è óñëîâèìñÿ ñ÷èòàòü, ÷òî σr+1 = 0. Ïóñòü çàäàíî öåëîå 1 ≤ k ≤ r. Òîãäà

min
rankB ≤ k
B ∈ Cm×n

||A−B||2 = σk+1 = ||A−Ak||2, ãäå Ak =
k∑

l=1

σlvlu
∗
l .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü rankB ≤ k. Òîãäà dim kerB ≥ n − k. Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ îáîëî÷êó L =
L(u1, . . . , uk+1), íàòÿíóòóþ íà ñòàðøèå ñèíãóëÿðíûå âåêòîðû. Ïî òåîðåìå Ãðàññìàíà,

dim(kerB ∩ L) = dim kerB + dimL− dim(kerB + L) ≥ (n− k) + (k + 1)− n = 1.

Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé âåêòîð z ∈ kerB ∩ L. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ||z||2 = 1. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

z =
k+1∑
l=1

αlul,

k+1∑
l=1

|αl|2 = 1,

íàõîäèì

||A−B||2 ≥ ||(A−B)z||2 = ||Az||2 =

√√√√k+1∑
l=1

|αl|2σl ≥ σk+1.

Â òî æå âðåìÿ,

A−Ak =
r∑

l=k+1

σlvlu
∗
l ⇒ ||A−Ak||2 = σk+1. 2

35.7 Ðàññòîÿíèå äî ìíîæåñòâà âûðîæäåííûõ ìàòðèö
Åñëè A � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà, òî âñå ìàòðèöû A + F ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîé íîðìå ||F ||2 áóäóò
íåâûðîæäåííûìè (ïî÷åìó?). Ïîä ñïåêòðàëüíûì ðàññòîÿíèåì ìåæäó A è ìíîæåñòâîì âûðîæäåííûõ
ìàòðèö ïîíèìàåòñÿ âåëè÷èíà ρ ≡ inf

det B=0
||A−B||2.

Èç òåîðåìû îá àïïðîêñèìàöèÿõ ñ ïîíèæåíèåì ðàíãà âûòåêàåò, ÷òî

ρ = inf
rankB≤n−1

||A−B||2 = σn(A).

Òàêèì îáðàçîì, ñïåêòðàëüíîå ðàññòîÿíèå îò çàäàííîé íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû äî ìíîæåñòâà âû-
ðîæäåííûõ ìàòðèö ðàâíî åå ìèíèìàëüíîìó ñèíãóëÿðíîìó ÷èñëó.

Ýòîò ðåçóëüòàò ïîä÷åðêèâàåò çíà÷åíèå îðòîíîðìèðîâàííûõ áàçèñîâ: åñëè ìàòðèöà V óíèòàðíàÿ,
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òî ìàòðèöà V +F áóäåò íåâûðîæäåííîé äëÿ âñåõ âîçìóùåíèé F ïðè óñëîâèè ||F ||2 < 1 (äîêàæèòå!).
Â ÷àñòíîñòè, ìàòðèöà I + F áóäåò íåâûðîæäåííîé äëÿ âñåõ âîçìóùåíèé F ñ íîðìîé ||F ||2 < 1.

ÄÎÏÎËÍÈÒÅËÜÍÀß ×ÀÑÒÜ

35.8 Îáùèé âèä óíèòàðíî èíâàðèàíòíûõ íîðì
Ïðè ðàáîòå ñ ìàòðèöàìè ìû àêòèâíî èñïîëüçóåì äâå óíèòàðíî èíâàðèàíòíûõ íîðìû: ñïåêòðàëüíóþ
íîðìó ||A||2 è íîðìó Ôðîáåíèóñà ||A||F . Äðóãèå íîðìû òîãî æå òèïà ñ îãðîìíîé ïîëüçîé ïðèìåíÿþòñÿ,
íàïðèìåð, â àñèìïòîòè÷åñêîì ìàòðè÷íîì àíàëèçå (ïðè èçó÷åíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìàòðèö, ïîðÿäîê
êîòîðûõ ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè).

Ïîëíîå îïèñàíèå óíèòàðíî èíâàðèàíòíûõ íîðì áûëî äàíî Äæîíîì ôîí Íåéìàíîì â 1937 ãîäó. 3

Ïóñòü A = V ΣU∗ � ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A. Òîãäà äëÿ ëþáîé óíèòàðíî èíâàðèàíòíîé
íîðìû èìååì ðàâåíñòâî ||A|| = ||Σ||. Ïîýòîìó ||A|| åñòü ôóíêöèÿ îò ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë ìàòðèöû A:

||A|| = Φ(σ1, . . . , σk), k = min(m,n).

ßñíî, ÷òî Φ(σ1, . . . , σk) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèþ îò âåêòîðà σ = [σ1, . . . , σk]> ∈ Rn.
Êîíå÷íî, ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà íåîòðèöàòåëüíû, íî äàâàéòå ïðåäïîëîæèì, ÷òî Φ(σ) îïðåäåëåíà ïðè

âñåõ σ ∈ Rk. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ñïèñîê òðåáîâàíèé ê ôóíêöèè Φ:

(1) Φ(σ) ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíîé íîðìîé íà Rk;

(2) Φ(σ) çàâèñèò òîëüêî îò ìîäóëåé êîîðäèíàò âåêòîðà σ ∈ Rk;

(3) Φ(Pσ) = Φ(σ) äëÿ ëþáîé ìàòðèöû ïåðåñòàíîâêè ïîðÿäêà k;

(4) åñëè σ = [1, 0, . . . , 0]>, òî Φ(σ) = 1.

Ôóíêöèÿ Φ(σ) ñ òàêèìè ñâîéñòâàìè íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íîé êàëèáðîâî÷íîé ôóíêöèåé íà Rk.
Åñëè Φ(σ) îïðåäåëÿåòñÿ óíèòàðíî èíâàðèàíòíîé íîðìîé êàê ||Σ||, òî ýòè ñâîéñòâà, î÷åâèäíî, äîëæ-

íû âûïîëíÿòüñÿ. Íåòðèâèàëüíàÿ ÷àñòü òåîðåìû Äæîíà ôîí Íåéìàíà � â òîì, ÷òî ëþáàÿ ñèììåòðè÷-
íàÿ êàëèáðîâî÷íàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåò óíèòàðíî èíâàðèàíòíóþ íîðìó. Åäèíñòâåííóþ (íî îùóòè-
ìóþ) òðóäíîñòü äîñòàâëÿåò ïîëó÷åíèå íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà.

3Ëþáîïûòíûé èñòîðè÷åñêèé ôàêò: äàííûé ðåçóëüòàò áûë îïóáëèêîâàí àâòîðîì â Ó÷åíûõ çàïèñêàõ
Òîìñêîãî óíèâåðñèòåòà.
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ÎÑÍÎÂÍÀß ×ÀÑÒÜ

36.1 Êâàäðàòè÷íûå ôîðìû
Âûðàæåíèå f =

∑
1≤i,j≤n

aijxixj íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé îò ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn. Ïðè i 6= j

â ñóììå èìåþòñÿ äâà ÷ëåíà, äëÿ êîòîðûõ

aij xixj + aji xjxi =
aij + aji

2
(xixj + xjxi).

Ïîýòîìó, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, âñåãäà ïîëàãàþò, ÷òî aij = aji.
Êâàäðàòè÷íûå ôîðìû óñïåøíî èçó÷àëèñü åùå äî ââåäåíèÿ ïîíÿòèÿ ìàòðèöû. Ñîâðåìåííûé ïîäõîä,

êîíå÷íî, èñïîëüçóåò ìàòðèöû � îíè âîçíèêàþò çäåñü åñòåñòâåííûì îáðàçîì:

f = x>Ax, ãäå A =

a11 . . . a1n

. . . . . . . . .
an1 . . . ann

 , x =

x1

...
xn

 .
Ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû f . Ñîãëàñíî íàøåé äîãîâîðåííîñòè, aij = aji

� ïîýòîìó ìàòðèöà A ñèììåòðè÷íàÿ.

36.2 Êîíãðóýíòíîñòü
Çàìåíà ïåðåìåííûõ x = Py ñ ïîìîùüþ íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû P äåëàåò f êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé îò
íîâûõ ïåðåìåííûõ:

f = x>Ax = (Py)>A(Py) = y>(P>AP )y.

Ìàòðèöû A è B, ñâÿçàííûå ðàâåíñòâîì B = P>AP äëÿ íåêîòîðîé íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû P , íàçûâà-
þòñÿ êîíãðóýíòíûìè. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îòíîøåíèå êîíãðóýíòíîñòè åñòü îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè
íà ìíîæåñòâå ìàòðèö ôèêñèðîâàííîãî ïîðÿäêà.

Êâàäðàòè÷íûå ôîðìû îò òðåõ ïåðåìåííûõ íàì óæå âñòðå÷àëèñü ïðè èçó÷åíèè ïîâåðõíîñòåé âòî-
ðîãî ïîðÿäêà. Â ýòîì ñëó÷àå ïåðåìåííûå áûëè âåùåñòâåííûìè êîîðäèíàòàìè, à ìàòðèöà A � âåùåñò-
âåííîé ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé. Òîãäà íàñ îñîáåííî èíòåðåñîâàëè äåêàðòîâû ñèñòåìû êîîðäèíàò �
ïîýòîìó òðåáîâàëîñü, ÷òîáû ìàòðèöà P áûëà îðòîãîíàëüíîé. Êàê ñëåäñòâèå, ïåðåõîä îò A ê B â äàí-
íîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî ïðåîáðàçîâàíèåì êîíãðóýíòíîñòè è ïîäîáèÿ.

36.3 Êàíîíè÷åñêèé âèä êâàäðàòè÷íîé ôîðìû
Ìû çíàåì, ÷òî ëþáàÿ âåùåñòâåííàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà îðòîãîíàëüíî ïîäîáíà âåùåñòâåííîé äèà-
ãîíàëüíîé ìàòðèöå:

Λ = P>AP, P> = P−1, P ∈ Rn×n.

Â íîâûõ ïåðåìåííûõ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà f îêàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé ñóììîé êâàäðàòîâ

f = λ1y
2
1 + . . .+ λny

2
n.

Â îáùåì ñëó÷àå îò P ìîæíî òðåáîâàòü ëèøü íåâûðîæäåííîñòè. Ïîèñê ñîîòâåòñòâóþùåé çàìåíû ïå-
ðåìåííûõ (ìàòðèöû P ) äëÿ çàäàííîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû íàçûâàåòñÿ ïðèâåäåíèåì ê êàíîíè÷åñêîìó
âèäó. Åñëè P � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, òî ãîâîðÿò î ïðèâåäåíèè f ê ãëàâíûì îñÿì.

255
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Åñëè r = rankΛ = rankA, òî â äàííîé ñóììå ìîæíî îñòàâèòü òîëüêî r ÷ëåíîâ, îòâå÷àþùèõ λi 6= 0.
Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

λ1, . . . , λk > 0, λk+1, . . . , λr < 0, λr+1 = . . . = λn = 0.

Î÷åâèäíî, k, r − k è n − r ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî, ÷èñëó ïîëîæèòåëüíûõ, îòðèöàòåëüíûõ è íóëåâûõ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A.

Òðîéêà ÷èñåë (k, r− k, n− r) íàçûâàåòñÿ èíåðöèåé âåùåñòâåííîé ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû A. Òî÷íî
òàê æå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå èíåðöèè äëÿ ïðîèçâîëüíîé ýðìèòîâîé ìàòðèöû.

36.4 Çàêîí èíåðöèè
Ïóñòü âñå ìàòðèöû âåùåñòâåííûå.

Òåîðåìà. Âåùåñòâåííûå ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû êîíãðóýíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè
èìåþò îäèíàêîâóþ èíåðöèþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñîâïàäåíèå èíåðöèé äëÿ êîíãðóýíòíûõ âåùåñòâåííûõ äèàãî-
íàëüíûõ ìàòðèö. Ïóñòü ýòî ìàòðèöû Λ è D = P>ΛP , ãäå P � âåùåñòâåííàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà.
Êîíå÷íî, D è Λ èìåþò îáùèé ðàíã r. Ïóñòü èíåðöèÿ D ðàâíà (l, r − l, n − r), à èíåðöèÿ Λ ðàâíà
(k, r − k, n− r). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

d1, . . . , dl > 0, dl+1, . . . , dr < 0; λ1, . . . , λk > 0, λk+1, . . . , λr < 0.

Ðàâåíñòâî y>Dy = x>Λx ïðè óñëîâèè x = Py îçíà÷àåò, ÷òî

(d1 y1 + . . . + dl y
2
l ) + (dl+1 y

2
l+1 + . . . + dr y

2
r) =

(λ1 x1 + . . . + λk x
2
k) + (λk+1 x

2
k+1 + . . . + λr x

2
r). (∗)

Ðàññìîòðèì äâà ïîäïðîñòðàíñòâà:

L = {y ∈ Rn : yl+1 = . . . = yr = 0}, M = {y ∈ Rn : y = P−1x, x1 = . . . = xk = 0}.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî dimL = l. Ïîñêîëüêó y = P−1x, ÿñíî, ÷òî dimM = n − k. Åñëè l > k, òî dimL +
dimM > n ⇒ ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé âåêòîð y ∈ L∩M . Äëÿ ýòîãî âåêòîðà y ëåâàÿ ÷àñòü â ðàâåíñòâå
(∗) ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà, à ïðàâàÿ ÷àñòü îòðèöàòåëüíà èëè ðàâíà íóëþ. Ïðîòèâîðå÷èå îçíà÷àåò, ÷òî
l ≤ k. Ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî òîæå âåðíî �äîñòàòî÷íî ïîìåíÿòü ðîëÿìè x è y. 2

36.5 Ýðìèòîâà êîíãðóýíòíîñòü
Êîìïëåêñíûå ìàòðèöû A è B íàçûâàþòñÿ ýðìèòîâî êîíãðóýíòíûìè, åñëè B = P ∗AP äëÿ íåêîòîðîé
íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû P . Ýòî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå n×n-ìàòðèö (äîêàæèòå!).
Åñëè ìàòðèöà A ýðìèòîâà, òî è B ýðìèòîâà.

Òåîðåìà. Ýðìèòîâû ìàòðèöû ýðìèòîâî êîíãðóýíòíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè èìåþò
îäèíàêîâóþ èíåðöèþ.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðàêòè÷åñêè äîñëîâíî ïîâòîðÿåò ïðåäûäóùåå äîêàçàòåëüñòâî (íàäî ëèøü âìåñòî
x2

i è y
2
i ïèñàòü |xi|2 è |yi|2).

36.6 Êàíîíè÷åñêèé âèä ïàðû êâàäðàòè÷íûõ ôîðì
Åñëè ïðèõîäèòñÿ îäíîâðåìåííî èìåòü äåëî ñ ïàðîé ïîâåðõíîñòåé âòîðîãî ïîðÿäêà â ïðîñòðàíñòâå èëè
ñ ïàðîé êðèâûõ âòîðîãî ïîðÿäêà íà ïëîñêîñòè, òî ðàçóìíî ïûòàòüñÿ óïðîñòèòü èõ óðàâíåíèÿ â îäíîé
è òîé æå ñèñòåìå êîîðäèíàò. Â îáùåì ñëó÷àå ýòà ñèñòåìà êîîðäèíàò áóäåò àôôèííîé.

Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì ñëó÷àé êðèâûõ íà ïëîñêîñòè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îäíà èç êðèâûõ ÿâëÿ-
åòñÿ ýëëèïñîì. Òîãäà ïåðåéäåì ê òàêîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå, â êîòîðûé äëÿ íåå ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå
x2/a2 + y2/b2 = 1. Óðàâíåíèå âòîðîé êðèâîé â ýòîé ñèñòåìå ìîæåò èìåòü ñàìûé îáùèé âèä. Èçìåíèâ
ìàñøòàáû ïî îñÿì, ïåðåéäåì ê àôôèííîé ñèñòåìå, â êîòîðîé óðàâíåíèåì ýëëèïñà áóäåò óðàâíåíèå
îêðóæíîñòè (x′)2 + (y′)2 = 1. Óðàâíåíèå âòîðîé êðèâîé â íîâîé (àôôèííîé) ñèñòåìå èìååò âñå åùå îá-
ùèé âèä. Íî ñ ïîìîùüþ ïîâîðîòà, êàê ìû çíàåì, äëÿ åãî êâàäðàòè÷íîé ÷àñòè ìîæíî ïîëó÷èòü ôîðìó
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λ1(x′′)2 +λ2(y′′)2. Ïðè ýòîì ïîâîðîò ñèñòåìû êîîðäèíàò íå ìîæåò èçìåíèòü ôîðìû ïåðâîãî óðàâíåíèÿ!
Â ñóùíîñòè ýòî æå ðàññóæäåíèå ïåðåíîñèòñÿ íà áîëåå îáùèé ñëó÷àé.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü A è B � âåùåñòâåííûå ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû è ïðè ýòîì A ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííàÿ. Òîãäà ñóùåñòâóåò âåùåñòâåííàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà P òàêàÿ, ÷òî ìàòðèöû
P>AP è P>BP îáå äèàãîíàëüíûå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âåùåñòâåííàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà A îðòîãîíàëüíî ïîäîáíà (ïîýòîìó è êîíãðó-
ýíòíà) äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå

Λ =

λ1

. . .
λn

 = Q>AQ, Q> = Q−1.

Â ñèëó ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè, λi > 0 äëÿ âñåõ i. Äàëåå çàìåòèì, ÷òî A êîíãðóýíòíà åäèíè÷íîé
ìàòðèöå (ïî îïðåäåëåíèþ, Λ−1/2 ≡ (Λ1/2)−1):

I = Λ−1/2Q>AQΛ−1/2 = (QΛ−1/2)>A(QΛ−1/2).

Ïóñòü òî æå ïðåîáðàçîâàíèå êîíãðóýíòíîñòè â ïðèìåíåíèè ê B äàåò ìàòðèöó

C = (QΛ−1/2)>B(QΛ−1/2).

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî C îñòàåòñÿ âåùåñòâåííîé ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé. Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ïîìîùüþ
îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû Z ïîëó÷àåì äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó D = Z>CZ. Â òî æå âðåìÿ, Z>IZ = I.
Îêîí÷àòåëüíî,

I = P>AP, D = P>BP, ãäå P = QΛ−1/2Z. 2

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü f(x) è g(x) � âåùåñòâåííûå êâàäðàòè÷íûå ôîðìû è f(x) > 0 äëÿ âñåõ âåùåñò-
âåííûõ âåêòîðîâ x 6= 0. Òîãäà f è g ìîæíî ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó ñ ïîìîùüþ îáùåé çàìåíû
ïåðåìåííûõ.

Âîò âàðèàíò ýòîé æå òåîðåìû â ñëó÷àå ýðìèòîâûõ ìàòðèö è ïðåîáðàçîâàíèÿ ýðìèòîâîé êîíãðóýíò-
íîñòè � èìåþùååñÿ äîêàçàòåëüñòâî ìîäèôèöèðóåòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü A è B � ýðìèòîâû ìàòðèöû è A ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ. Òîãäà ñóùåñòâóåò
íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà P òàêàÿ, ÷òî ìàòðèöû P ∗AP è P ∗BP îáå äèàãîíàëüíûå.

36.7 Ìåòîä Ëàãðàíæà
Ïðîñòàÿ èäåÿ, ïîçâîëÿþùàÿ ïîëó÷èòü êàíîíè÷åñêèé âèä êâàäðàòè÷íîé ôîðìû, ñâÿçàíà ñ âûäåëåíè-
åì ïîëíûõ êâàäðàòîâ. Â èòîãå âåùåñòâåííàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà A ïðèâîäèòñÿ ê êîíãðóýíòíîé
äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå Λ = P>AP ñ ïîìîùüþ âåùåñòâåííîé íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû P .

Ýòà èäåÿ âåäåò ê òàê íàçûâàåìîìó ìåòîäó Ëàãðàíæà. ×òîáû ïîíÿòü åãî ñóòü, ðàññìîòðèì êâàäðà-
òè÷íóþ ôîðìó

f = a11x
2
1 + a22x

2
2 + a33x

2
3 + 2a12x1x2 + 2a13x1x3 + 2a23x2x3.

Åñëè a11 6= 0, òî ïîëíûé êâàäðàò âûäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f = a11

(
x1 +

a12

a11
x2 +

a13

a11
x3

)2

+
(
a22 −

a2
12

a11

)
x2

2 +
(
a33 −

a2
13

a11

)
x2

3 + 2
(
a23 −

a12a13

a11

)
x2x3

= b11 y
2
1 + b22 y

2
2 + b33 y

2
3 + 2b23 y2y3,

b11 = a11, b22 = a22 −
a2
12

a11
, b33 = a33 −

a2
13

a11
, b23 = a23 −

a12a13

a11
,

y1 = x1 +
a12

a11
x2 +

a13

a11
, y2 = x2, y3 = x3.

Òàêèì îáðàçîì, A êîíãðóýíòíà ìàòðèöå

B =

b11 0 0
0 b22 b23
0 b23 b33

 = P>1 AP1, P1 =

1 a12/a11 a13/a11

0 1 0
0 0 1

 .
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Ñëåäóþùèé øàã î÷åâèäåí � ñ ïîìîùüþ âûäåëåíèÿ ïîëíîãî êâàäðàòà èñêëþ÷èòü ïðîèçâåäåíèå y2y3.
Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ëàãðàíæà ìîæíî íàéòè èíåðöèþ ìàòðèöû A. Åñëè æå íóæíî ïîëó÷èòü îðòî-

ãîíàëüíóþ ìàòðèöó P , òî ñëåäóåò îáðàòèòüñÿ ê äðóãèì ìåòîäàì � íàïðèìåð, ê ìåòîäó âðàùåíèé.
Ìû íå áóäåì çäåñü çàíèìàòüñÿ ôîðìàëèçàöèåé ìåòîäà Ëàãðàíæà äëÿ ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö îáùåãî

âèäà. Âìåñòî ýòîãî ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé âåùåñòâåííûõ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ ìàòðèö è ìåòîä
êâàäðàòíîãî êîðíÿ � ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé òîãî æå òèïà îí ðåøàåò òó æå çàäà÷ó, ÷òî è ìåòîä
Ëàãðàíæà.

36.8 Ìåòîä êâàäðàòíîãî êîðíÿ
Ïóñòü äàíà ìàòðèöà A ïîðÿäêà n è Ak � åå k × k-ïîäìàòðèöà, ðàñïîëîæåííàÿ íà ïåðåñå÷åíèè ïåð-
âûõ k ñòðîê è ñòîëáöîâ. Ïîäìàòðèöû A1, . . . , An = A íàçûâàþòñÿ âåäóùèìè ïîäìàòðèöàìè, à èõ
îïðåäåëèòåëè � âåäóùèìè ìèíîðàìè ìàòðèöû A.

Äëÿ âåùåñòâåííîé ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû A, â êîòîðîé âñå âåäóùèå ìèíîðû ïîëîæèòåëüíû, èìååò
ìåñòî ðàçëîæåíèå A = R>R, ãäå R � âåùåñòâåííàÿ âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ ïîëîæèòåëüíûìè
äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè. 1

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ ðàçëîæåíèÿ óæå äîêàçàí. Òîãäà íåòðóäíî ïîíÿòü, êàê åãî
ìîæíî âû÷èñëèòü. Äëÿ ìàòðèöû ïîðÿäêà n = 3 èìååìa11 a12 a13

a12 a22 a23

a13 a23 a33

 =

r11r12 r22
r13 r23 r33

r11 r12 r13
r22 r23

r33

 ⇒

r11 =
√
a11, r12 = a12/r11, r13 = a13/r11,

r22 =
√
a22 − r212, r23 = (a23 − r13r12)/r22, r33 =

√
a33 − r213 − r223.

Âû÷èñëåíèÿ àíàëîãè÷íû è â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî n. Ìåòîä íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì êâàäðàòíîãî êîðíÿ.
Èíòåðåñíî, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå �êàê áû� íå èñïîëüçóåòñÿ èäåÿ èñêëþ÷åíèÿ ýëåìåíòîâ, íî èìåííî

�êàê áû�: ÷òîáû îáúÿñíèòü, ïî÷åìó ìîæíî èçâëåêàòü êîðíè, ïðîùå âñåãî âåðíóòüñÿ ê èäåå ìåòîäà
Ãàóññà.

Òåîðåìà. Ïóñòü A � ìàòðèöà ïîðÿäêà n, â êîòîðîé âñå âåäóùèå ìèíîðû îòëè÷íû îò íóëÿ. Òîãäà
ñóùåñòâóþò åäèíñòâåííûå íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà L ñ åäèíèöàìè íà äèàãîíàëè è âåðõíÿÿ
òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà U òàêèå, ÷òî A = LU .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü n = 3. Ïåðâûé øàã ìåòîäà Ãàóññà äàåò 1 0 0
−l21 1 0
−l31 0 1

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 =

a11 a12 a13

0 b22 b23
0 b32 b33

 , l21 = a21/a11, l31 = a31/a11.

⇒

 a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 =

 1 0 0
l21 1 0
l31 0 1

 a11 a12 a13

0 b22 b23
0 b32 b33

 ⇒ detA2 = a11 b22 ⇒ b22 6= 0.

Ïîñêîëüêó b22 6= 0, ìîæíî îáîéòèñü áåç ïåðåñòàíîâîê ñòðîê è ïåðåéòè êî âòîðîìó øàãó ìåòîäà Ãàóññà:1 0 0
0 1 0
0 −l31 1

 a11 a12 a13

0 b22 b23
0 b32 b33

 =

 a11 a12 a13

0 b22 b23
0 0 c33

 , l31 = b32/b22.

Â èòîãå ïîëó÷àåì a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 =

 1 0 0
l21 1 0
l31 l32 1

 a11 a12 a13

0 b22 b23
0 0 c33

 .
Çàìåòèì, ÷òî detA3 = a11b22c33 ⇒ c33 6= 0 (ýòî ãàðàíòèðóåò âîçìîæíîñòü ïðîâåäåíèÿ òðåòüåãî øàãà
ìåòîäà Ãàóññà áåç ïåðåñòàíîâîê ñòðîê â ñëó÷àå n > 3). Åäèíñòâåííîñòü ïîñòðîåííîãî LU -ðàçëîæåíèÿ

1Â âû÷èñëèòåëüíîé àëãåáðå ðàçëîæåíèå òàêîãî âèäà íàçûâàþò ðàçëîæåíèåì Õîëåöêîãî.



Å. Å. Òûðòûøíèêîâ 259

ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî: ïåðâàÿ ñòðîêà â U è ïåðâûé ñòîëáåö â L îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî, îò-
ñþäà òî æå ñàìîå ïîëó÷àåì äëÿ âòîðîé ñòðîêè â U è âòîðîãî ñòîëáöà â L, è òàê äàëåå. Îáîáùåíèå
äîêàçàòåëüñòâà íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî n íå ïðåäñòàâëÿåò íèêàêîé òðóäíîñòè. 2

Ñëåäñòâèå. Äëÿ ëþáîé âåùåñòâåííîé ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû, â êîòîðîé âñå âåäóùèå ìèíîðû ïî-
ëîæèòåëüíû, ñóùåñòâóåò âåùåñòâåííàÿ âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà R òàêàÿ, ÷òî A = R>R.
Ýëåìåíòû ãëàâíîé äèàãîíàëè R ìîãóò áûòü âûáðàíû ïîëîæèòåëüíûìè, ïðè ýòîì îãðàíè÷åíèè R
åäèíñòâåííà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ñóùåñòâîâàíèåì è åäèíñòâåííîñòüþ LU -ðàçëîæåíèÿ A = LU , â
êîòîðîì L èìååò åäèíèöû íà ãëàâíîé äèàãîíàëè. Ïóñòü D � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ ãëàâíîé äèàãî-
íàëüþ, âçÿòîé èç ìàòðèöû U = [uij ]. Ïîñêîëüêó detAk = u11 . . . ukk äëÿ âñåõ k, íàõîäèì, ÷òî ukk > 0
äëÿ âñåõ k.

Â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè ìàòðèöû A,

A = A> = LU = (U>D−1)(DL) ⇒ L = U>D−1.

Îòñþäà A = (D−1/2U)>(D−1/2U). Òàêèì îáðàçîì, R = D−1/2U . Åäèíñòâåííîñòü ïðîâåðÿåòñÿ íåïî-
ñðåäñòâåííî � òàê æå, êàê â ñëó÷àå LU -ðàçëîæåíèÿ. 2

Çàìå÷àíèå. Îïðåäåëèòåëü âåùåñòâåííîé ñèììåòðè÷íîé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöû ïî-
ëîæèòåëåí (êàê ïðîèçâåäåíèå ïîëîæèòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé). Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ñâîéñòâî
ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè íàñëåäóåòñÿ âñåìè âåäóùèìè ïîäìàòðèöàìè ⇒ âñå åå âåäóùèå
ìèíîðû ïîëîæèòåëüíû. Ïîýòîìó ìåòîä êâàäðàòíîãî êîðíÿ ìîæíî ïðèìåíÿòü äëÿ ëþáîé âåùåñòâåí-
íîé ñèììåòðè÷íîé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöû. Ìåòîä êâàäðàòíîãî êîðíÿ ëåãêî ïåðåíîñèòñÿ
òàêæå íà ñëó÷àé êîìïëåêñíûõ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ ìàòðèö (îíè îáÿçàòåëüíî ýðìèòîâû). Äëÿ
òàêèõ ìàòðèö âñåãäà èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå A = R∗R, ãäå R � êîìïëåêñíàÿ âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ
ìàòðèöà ñ ïîëîæèòåëüíûìè äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè.

Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöû A = [aij ] ∈ Cn×n èìååò
ìåñòî íåðàâåíñòâî

detA ≤ a11a22 . . . ann.

36.9 Êðèòåðèé ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè
Äîêàæåì âàæíûé ðåçóëüòàò, èçâåñòíûé êàê êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà.

Òåîðåìà. Ïóñòü äàíà ýðìèòîâà ìàòðèöà. Äëÿ åå ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âñå åå âåäóùèå ìèíîðû áûëè ïîëîæèòåëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî ñâîéñòâî ïîëîæèòåëüíîé (è íåîòðèöàòåëüíîé)
îïðåäåëåííîñòè ýðìèòîâîé ìàòðèöû A ïîðÿäêà n íàñëåäóåòñÿ åå âåäóùèìè ïîäìàòðèöàìè A1, . . . , An

� íóæíî ëèøü ó÷åñòü ðàâåíñòâî

[x1, ... , xk] Ak

[
x1

...
xk

]
= [x1, ..., xk, 0, ..., 0] A


x1

...
xk

0
...
0

 .
Èç ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ìàòðèöû Ak ñëåäóåò, ÷òî âñå åå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïîëîæèòåëü-
íû ⇒ detAk > 0 (êàê ïðîèçâåäåíèå ïîëîæèòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé). Äîñòàòî÷íîñòü ïîëó-
÷àåòñÿ èç ðàçëîæåíèÿ A = R∗R, ãäå R � âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà: äëÿ ëþáîãî x 6= 0 ïîëó÷àåì
x∗Ax = x∗(R∗R)x = (Rx)∗(Rx) > 0. 2

36.10 Ãèïåðïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà
Ðàññìîòðèì â Rn ìíîæåñòâî òî÷åê S ñ êîîðäèíàòàìè x1, . . . , xn, óäîâëåòâîðÿþùèìè óðàâíåíèþ

n∑
i=1

n∑
j=1

aijxixj − 2
n∑

k=1

bkxk + c = 0,
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èëè, â ìàòðè÷íîé ôîðìå,

f(x) ≡ (Ax, x)− 2(b, x) + c = 0, A = [aij ], b =

b1...
bn

 , (x, y) ≡ y>x.

Âñå êîýôôèöèåíòû ïðåäïîëàãàþòñÿ âåùåñòâåííûìè è, êðîìå òîãî, aij = aji ⇒ A = A>. Åñëè A 6= 0,
òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé äàííîãî óðàâíåíèÿ íàçûâàåòñÿ ãèïåðïîâåðõíîñòüþ âòîðîãî ïîðÿäêà.

Êàê è ëþáàÿ âåùåñòâåííàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà, A êîíãðóýíòíà è äàæå îðòîãîíàëüíî ïîäîáíà
äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå Λ = P>AP , ãäå P � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà. Çàìåíà ïåðåìåííûõ x = Py
ïðèâîäèò óðàâíåíèå f(x) = 0 ê âèäó

(Λy, y)− 2(d, y) + c = 0 ⇔ λ1y
2
1 + . . .+ λry

2
r − 2d1y1 − . . .− 2dnyn + c = 0,

ãäå d = P>b, r � ðàíã ìàòðèöû Λ, à λ1, . . . , λr � åå îòëè÷íûå îò íóëÿ ýëåìåíòû (íåíóëåâûå ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A). Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ñ ïîìîùüþ ñäâèãîâ zi = yi − di/λi, 1 ≤ i ≤ r, zi =
yi, r + 1 ≤ i ≤ n, ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

λ1z
2
1 + . . .+ λrz

2
r − 2dr+1zr+1 − . . .− 2dnzn + h = 0,

h = c− d2
1/λ

2
1 − . . .− d2

r/λ
2
r.

Åñëè dr+1 = . . . = dn = 0, òî äàííîå óðàâíåíèå èìååò óæå äîñòàòî÷íî ïðîñòîé âèä

λ1z
2
1 + . . . + λrz

2
r + h = 0. (1)

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå êàêîå-òî èç ÷èñåë dr+1, . . . , dn îòëè÷íî îò íóëÿ. Ïóñòü dr+1 6= 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò
îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà Q áëî÷íîãî âèäà

Q =
[
Ir 0

0 Q̃

]
,

ãäå Q̃ � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n− r è ïðè ýòîì

Q̃>


dr+1

dr+2

...
dn

 = µ


1
0
...
0

 .
Ìàòðèöó Q̃> ìîæíî ïîëó÷èòü êàê ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö âðàùåíèÿ. Åñëè z = Qu è d̂ = [0, ..., 0, dr+1, ..., dn]>,
òî (d̂, y) = (Q>d̂, u) = µur+1 ⇒ çàìåíà z = Qu äàåò óðàâíåíèå âèäà

λ1u
2
1 + . . . + λru

2
r − 2µur+1 + h = 0.

ßñíî, ÷òî µ 6= 0 (ïî÷åìó?). Ïîýòîìó ìîæíî âûïîëíèòü ñäâèã wr+1 = ur+1 − h/(2µ), wi = ui, i 6= r+ 1,
è ïîëó÷èòü óðàâíåíèå

λ1w
2
1 + . . . + λrw

2
r − 2µwr+1 = 0. (2)

Óðàâíåíèÿ (1) è (2) íàçûâàþòñÿ ïðèâåäåííûìè óðàâíåíèÿìè ãèïåðïîâåðõíîñòè S. Èç íàøåãî îá-
ñóæäåíèÿ ÿñíî, ÷òî îíè ïîëó÷àþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïåðåõîäà ê äðóãîìó îðòîíîìèðîâàííîìó áàçèñó è ñäâèãà
íà÷àëà êîîðäèíàò. Îòêàçàâøèñü îò îðòîíîðìèðîâàííîñòè, ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ òàêîãî æå âèäà,
â êîòîðûõ λi = ±1. Âûáîð ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû êîîðäèíàò ñâÿçàí ñ ïðèâåäåíèåì êâàäðàòè÷íîé
ôîðìû (Ax, x) ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó; â ñèëó çàêîíà èíåðöèè ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ
êîýôôèöèåíòîâ íå çàâèñèò îò ñïîñîáà ïðèâåäåíèÿ.

Â çàêëþ÷åíèå îáñóäèì èíòåðåñíóþ ñâÿçü ìåæäó ãåîìåòðè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ãèïåðïîâåðõíîñòè S
è ìíîæåñòâîì ðåøåíèé ñèñòåìû Ax = b. Ôèêñèðóåì òî÷êó x0 ∈ Rn è ðàññìîòðèì ïðÿìóþ x0 + tv, t ∈
R, ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì v 6= 0. Åå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ ãèïåðïîâåðõíîñòüþ S îïðåäåëÿþòñÿ
êâàäðàòíûì óðàâíåíèåì

(A(x0 + tv), x0 + tv) − 2(b, x0 + tv) + c = 0 ⇔
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(Av, v) t2 − 2(b−Ax0, v) t + f(x0) = 0. (∗)

Ãîâîðÿò, ÷òî âåêòîð v èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå íàïðàâëåíèå îòíîñèòåëüíî S, åñëè (Av, v) = 0, è íåà-
ñèìïòîòè÷åñêîå íàïðàâëåíèå, åñëè (Av, v) 6= 0.

Ïóñòü v èìååò íåàñèìïòîòè÷åñêîå íàïðàâëåíèå è x0 ∈ S. Â ýòîì ñëó÷àå f(x0) = 0 ⇒ óðàâíåíèå
(∗) èìååò äâà (âîçìîæíî, ñîâïàäàþùèõ) ðåøåíèÿ: ïðè t = 0 è t = 2(b−Ax0, v)/(Av, v). Òî÷êà

z = x0 + ((b−Ax0, v)/(Av, v)) v (∗∗)

ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, ñåðåäèíîé îòðåçêà, ïàðàëëåëüíîãî v è ñîåäèíÿþùåãî äâå òî÷êè èç S. Òàêîé îòðåçîê
íàçûâàåòñÿ õîðäîé äëÿ S ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì v. Óìíîæèâ (∗∗) ñêàëÿðíî íà Av è çàìåòèâ, ÷òî
(Av, z) = (Az, v), íàõîäèì

(Az, v) = (b, v). (#)

Âûâîä: âñå òî÷êè z, ÿâëÿþùèåñÿ ñåðåäèíàìè âñåâîçìîæíûõ õîðä äëÿ S ñ ôèêñèðîâàííûì íåàñèìï-
òîòè÷åñêèì íàïðàâëåíèåì v, ïðèíàäëåæàò ãèïåðïëîñêîñòè (#). Äàííàÿ ãèïåðïëîñêîñòü íàçûâàåòñÿ
äèàìåòðàëüíîé ãèïåðïëîñêîñòüþ, ñîïðÿæåííîé âåêòîðó v îòíîñèòåëüíî ãèïåðïîâåðõíîñòè S.

Òî÷êà z íàçûâàåòñÿ öåíòðîì ñèììåòðèè äëÿ S, åñëè z + p ∈ S â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà
z − p ∈ S.

Óòâåðæäåíèå. Ñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû Ax = b ñ ïðîèçâîëüíîé âåùåñòâåííîé ñèììåòðè÷íîé ìàò-
ðèöåé A ðàâíîñèëüíà ñóùåñòâîâàíèþ öåíòðà ñèììåòðèè ó ãèïåðïîâåðõíîñòè f(x) = 0. Ìíîæåñòâî
âñåõ öåíòðîâ ñèììåòðèè ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ ðåøåíèé ñèñòåìû Ax = b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Az = b ⇒ (Av, z) = (b, v) äëÿ ëþáîãî íåàñèìïòîòè÷åñêîãî âåêòîðà v ⇒
z ïðèíàäëåæèò ïåðåñå÷åíèþ âñåõ äèàìåòðàëüíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé ⇒ z ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé ëþáîé
õîðäû (à çíà÷èò, è öåíòðîì ñèììåòðèè) äëÿ S.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî z � öåíòð ñèììåòðèè äëÿ S ⇒

(A(z + p), z + p)− 2(b, z + p) = (A(z − p), z − p)− 2(b, z − p) ⇒ (Az − b, p) = 0.

Ëåãêî ïîêàçàòü (íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ïðèâåäåííûõ óðàâíåíèé), ÷òî ñóùåñòâóþò n ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìûõ íåàñèìïòîòè÷åñêèõ âåêòîðîâ v1, . . . , vn. Òîãäà òî÷êè x0, x1 = x0 + v1, . . . , xn = x0 + vn ∈ S áóäóò
àôôèííî íåçàâèñèìûìè (ñì. ðàçäåë 13.6). Ïóñòü òî÷êà x0 ∈ S òàêîâà, ÷òî b − Ax0 6= 0. Èç (∗) ÿñíî,
÷òî vi ìîæíî âûáðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òî âñå xi áóäóò ïðèíàäëåæàòü S. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âåêòîðû
(òî÷êè) xi−z, 0 ≤ i ≤ n, áóäóò àôôèííî íåçàâèñèìûìè. Ïîýòîìó èç íèõ ìîæíî âûáðàòü ïîäñèñòåìó èç
n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ (ñì. çàäà÷ó èç ðàçäåëà 13.6). Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò n ëèíåéíî
íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ p òàêèõ, ÷òî z + p ∈ S ⇒ Az = b. 2
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ÎÑÍÎÂÍÀß ×ÀÑÒÜ

37.1 Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýðìèòîâîé ïîäìàòðèöû
Ïóñòü ýðìèòîâà ìàòðèöà A ∈ Cn×n çàïèñàíà â áëî÷íîì âèäå

A =
[
B u
u∗ ann

]
, B ∈ C(n−1)×(n−1), u ∈ Cn−1. (1)

ßñíî, ÷òî ïîäìàòðèöà B òîæå ýðìèòîâà. Ïóñòü µ1 ≥ . . . ≥ µn−1 � åå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, è ïóñòü
Q � óíèòàðíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n− 1, ïðèâîäÿùàÿ åå ê äèàãîíàëüíîìó âèäó

Q∗BQ =

µ1

. . .
µn−1

 ⇒

[
Q∗

1

] [
B u
u∗ ann

] [
Q

1

]
=


µ1 s1

. . .
µn−1 sn−1

s̄1 . . . s̄n−1 sn

 ,
 s1
. . .
sn−1

 = Q∗u, sn = s̄n = ann.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû A ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ:

det(A− λI) =


µ1 − λ s1

. . .
µn−1 − λ sn−1

s̄1 . . . s̄n−1 sn − λ



=
n−1∏
i=1

(µi − λ)
(
sn − λ− |s1|2

µ1 − λ
− . . .− |sn−1|2

µn−1 − λ

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ ìàòðèöû A íå ñîâïàäàåò íè ñ îäíèì èç ñîáñòâåííûõ çíà-
÷åíèé µ1, . . . , µn−1 åå ïîäìàòðèöû B, òî îíî óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

λ = F (λ) ≡ |s1|2

λ− µ1
+ . . .+

|sn−1|2

λ− µn−1
+ sn.

Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü ýðìèòîâà ìàòðèöà A ïîðÿäêà n ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè λ1 ≥ . . . ≥ λn

èìååò áëî÷íîå ðàçáèåíèå (1), â êîòîðîì B � åå ýðìèòîâà ïîäìàòðèöà ïîðÿäêà n−1 ñ ñîáñòâåííûìè
çíà÷åíèÿìè µ1 ≥ . . . ≥ µn−1. Òîãäà åñëè

µ1 > µ2 > . . . > µn−1 è si 6= 0, 1 ≤ i ≤ n− 1,

òî èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ ðàçäåëåíèÿ

λ1 > µ1 > λ2 > µ2 > . . . > λn−1 > µn−1 > λn. (2)

263
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ãðàôèê ôóíêöèè y = F (λ) (λ è y � ïåðåìåííûå îñåé àáñöèññ è îð-
äèíàò). Î÷åâèäíî, F (λ) íå îïðåäåëåíî ïðè λ = µk. Ïîñêîëüêó F (λ) → ∞ ïðè λ → µk, åñòåñòâåííî
ãîâîðèòü, ÷òî F (λ) ïðè λ = µk îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü. Èçó÷èì ïîâåäåíèå ôóíêöèè F (λ) íà êàæ-
äîì èç n èíòåðâàëîâ

In = (−∞, µn−1), In−1 = (µn−1, µn−2), . . . , I2 = (µ2, µ1), I1 = (µ1,+∞).

Ïóñòü λ ∈ Ik, 2 ≤ k ≤ n− 1. Òîãäà

|sk|2

λ− µk
+

|sk−1|2

λ− µk−1
→

{
+∞ ïðè λ→ µk,
−∞ ïðè λ→ µk−1,

à îñòàëüíûå ñëàãàåìûå â ïðåäñòàâëåíèè F (λ) ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè. Ïîýòîìó

F (λ) →
{

+∞ ïðè λ→ µk,
−∞ ïðè λ→ µk−1.

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè F (λ), ïðÿìàÿ y = λ èìååò ïðè λ ∈ Ik òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ñ ãðàôèêîì ôóíêöèè
y = F (λ). Ñëó÷àè λ ∈ I1 è λ ∈ In ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî. Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå F (λ) = λ
èìååò n ðàçëè÷íûõ êîðíåé. Íè îäèí èç íèõ íå ñîâïàäàåò íè ñ îäíèì èç ÷èñåë µk è ïîýòîìó êàæäûé èç
íèõ ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ìàòðèöû A. 2

Åñëè B èìååò êðàòíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ èëè sk = 0 äëÿ êàêèõ-òî k, ñòðîãèå íåðàâåíñòâà â
ñîîòíîøåíèÿõ ðàçäåëåíèÿ (2) ñëåäóåò çàìåíèòü íà íåñòðîãèå íåðàâåíñòâà. Ìîæíî áûëî áû ðàññóæ-
äàòü òàêèì îáðàçîì: ñ ïîìîùüþ ñêîëü óãîäíî ìàëûõ âîçìóùåíèé ìîæíî ñäåëàòü µ1, . . . , µn−1 ïîïàðíî
ðàçëè÷íûìè, à âñå sk íåíóëåâûìè, ïðè ýòîì äëÿ âîçìóùåííîé ìàòðèöû A ìîæíî ïðèìåíèòü äîêà-
çàííîå óòâåðæäåíèå, à çàòåì ïåðåéòè ê ïðåäåëó. ×òîáû ýòî ðàññóæäåíèå ñäåëàòü ñòðîãèì, òðåáóåòñÿ
ôàêò íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû îò åå êîýôôèöèåíòîâ. Ýòîò âàæíûé
ôàêò äåéñòâèòåëüíî èìååò ìåñòî. Íî ìû ïîéäåì äðóãèì ïóòåì � ñëó÷àé íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ ëåãêî
àíàëèçèðóåòñÿ íà îñíîâå âàðèàöèîííûõ ñâîéñòâ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ýðìèòîâîé ìàòðèöû.

37.2 Âàðèàöèîííûå ñâîéñòâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
Ïîä âàðèàöèîííûìè ñâîéñòâàìè ïîíèìàþòñÿ ñâîéñòâà, ñâÿçàííûå ñ ìèíèìàëüíûìè èëè ìàêñèìàëüíû-
ìè çíà÷åíèÿìè êàêèõ-òî ôóíêöèé. Â ñëó÷àå ýðìèòîâîé ìàòðèöû A ∈ Cn×n â êà÷åñòâå òàêîé ôóíêöèè
îò âåêòîðîâ x ∈ Cn ðàññìàòðèâàåòñÿ òàê íàçûâàåìîå îòíîøåíèå Ðýëåÿ

ΦA(x) =
x∗Ax

x∗x
, x 6= 0.

Ëåììà. Â ëþáîì ïîäïðîñòðàíñòâå L ⊂ Cn ñóùåñòâóþò âåêòîðû xmin(L) è xmax(L), ïðèíàäëåæàùèå
L è òàêèå, ÷òî

ΦA(xmin) ≤ ΦA(x) ≤ ΦA(xmax) ∀ x ∈ L, x 6= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ ΦA(x) íåïðåðûâíà íà åäèíè÷íîé ñôåðå ||x||2 = 1 êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñò-
ðàíñòâà L. Ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà, îíà ïðèíèìàåò òàì íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå çíà÷åíèå â êàêèõ-òî
òî÷êàõ xmin è xmax. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòè òî÷êè ÿâëÿþòñÿ èñêîìûìè. 2

Òåîðåìà Êóðàíòà�Ôèøåðà. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1(A) ≥ . . . ≥ λn(A) ýðìèòîâîé ìàòðèöû A ∈
Cn×n ñâÿçàíû ñ îòíîøåíèåì Ðýëåÿ ΦA(x) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

λk(A) = max
dim L=k

min
x∈L, x6=0

ΦA(x) = min
dim L=n−k+1

max
x∈L, x 6=0

ΦA(x). (3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü v1, . . . , vn ∈ Cn � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû
A: Avi = λivi, 1 ≤ i ≤ n.

Ïóñòü Lk = L(v1, . . . , vk) è x = α1v1 + . . .+ αkvk ∈ Lk, x 6= 0. ⇒

ΦA(x) =
λ1|α1|2 + . . .+ λk|αk|2

|α1|2 + . . .+ |αk|2
≥ λk, ΦA(vk) = λk ⇒ min

x∈Lk, x 6=0
ΦA(x) = λk.
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Ðàññìîòðèì òàêæå ïîäïðîñòðàíñòâî Mk = L(vk, . . . , vn) ðàçìåðíîñòè n− k+ 1. Ïóñòü x = αkvk + . . .+
αnvn ∈Mk, x 6= 0 ⇒

ΦA(x) =
λk|αk|2 + . . .+ λn|αn|2

|αk|2 + . . .+ |αn|2
≤ λk, ΦA(vk) = λk ⇒ max

x∈Mk, x 6=0
ΦA(x) = λk.

Ïóñòü òåïåðü L � ïðîèçâîëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè k. Â ñèëó òåîðåìû Ãðàññìàíà, dim(L ∩
Mk) ≥ 1 ⇒ ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé âåêòîð z ∈ (L ∩Mk). Òîãäà

min
x∈L, x6=0

ΦA(x) ≤ ΦA(z) ≤ max
x∈Mk, x 6=0

ΦA(x) = λk.

Òàêèì îáðàçîì, ïåðâîå èç ñîîòíîøåíèé (3) äîêàçàíî.
×òîáû ïîëó÷èòü âòîðîå ñîîòíîøåíèå, âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî L ðàçìåðíîñòè n −

k + 1. Òîãäà ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé âåêòîð z ∈ L ∩ Lk ⇒

max
x∈L, x6=0

ΦA(x) ≥ ΦA(z) ≥ min
x∈Lk, x 6=0

ΦA(x) = λk. 2

37.3 Ñîîòíîøåíèÿ ðàçäåëåíèÿ
Òåîðåìà. Ïóñòü ýðìèòîâà ìàòðèöà A ∈ Cn×n èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

λ1 ≥ . . . ≥ λn,

è ïóñòü B ∈ C(n−1)×(n−1) � åå ýðìèòîâà ïîäìàòðèöà â áëî÷íîì ðàçáèåíèè âèäà (1), èìåþùàÿ ñîáñò-
âåííûå çíà÷åíèÿ

µ1 ≥ . . . ≥ µn−1.

Òîãäà èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ ðàçäåëåíèÿ

λ1 ≥ µ1 ≥ λ2 ≥ µ2 ≥ . . . ≥ λn−1 ≥ µn−1 ≥ λn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç M ïîäïðîñòðàíñòâî âåêòîðîâ x = [x1, . . . , xn]>, îïðåäåëÿåìîå
óðàâíåíèåì xn = 0. Ïóñòü îòîáðàæåíèå ν : Cn → Cn−1 çàäàåòñÿ ïðàâèëîì ν(x) = [x1 . . . , xn−1]>. Òîãäà
î÷åâèäíî, ÷òî åñëè x ∈M , òî ΦA(x) = ΦB(ν(x)).

Ïóñòü 1 ≤ k ≤ n− 1. Ñîãëàñíî òåîðåìå Êóðàíòà�Ôèøåðà, íàõîäèì

λk = max
dim L=k

min
x∈L, x 6=0

ΦA(x) ≥ max
dim L=k, L⊂M

min
x∈L, x6=0

ΦA(x) =

max
dim L=k, L⊂M

min
x∈L, x6=0

ΦB(ν(x)) = max
dim L=k, L⊂Cn−1

min
y∈L, y 6=0

ΦB(y) = µk.

Ïóñòü òåïåðü 2 ≤ k ≤ n. Ñîãëàñíî òîé æå òåîðåìå Êóðàíòà�Ôèøåðà,

λk = min
dim L=n−k+1

max
x∈L, x6=0

ΦA(x) ≤ min
dim L=n−k+1, L⊂M

max
x∈L, x6=0

ΦA(x) =

min
dim L=n−k+1, L⊂M

max
x∈L, x 6=0

ΦB(ν(x)) =

min
dim L = (n− 1)− (k − 1) + 1

L ⊂ Cn−1

max
y∈L, y 6=0

ΦB(y) = µk−1. 2

Â êà÷åñòâå ïðîñòîãî ñëåäñòâèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü åùå îäíî äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íîñòè óæå èç-
âåñòíîãî íàì êðèòåðèÿ ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ýðìèòîâîé ìàòðèöû: äëÿ ïîëîæèòåëüíîé îïðå-
äåëåííîñòè íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âñå åå âåäóùèå ìèíîðû áûëè ïîëîæèòåëüíû.

Ïóñòü λ1k ≥ . . . ≥ λkk � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âåäóùåé ïîäìàòðèöû Ak ïîðÿäêà k. Äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü, ÷òî λkk > 0. Ïóñòü èçâåñòíî, ÷òî

detAk = λ11 . . . λ1k > 0, 1 ≤ k ≤ n.

Î÷åâèäíî, λ11 > 0. Ïóñòü óæå äîêàçàíî, ÷òî λk−1 k−1 > 0. Â ñèëó ñîîòíîøåíèé ðàçäåëåíèÿ, λk−1 k ≥
λk−1 k−1 > 0. Äàëåå,

detAk = (λ1k . . . λk−1 k) λkk > 0 ⇒ λkk > 0. 2
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37.4 Êðèòåðèé íåîòðèöàòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âåäóùèå ïîäìàòðèöû íàñëåäóþò òàêæå ñâîéñòâî íåîòðèöàòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè.
Ïîýòîìó äëÿ íåîòðèöàòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ýðìèòîâîé ìàòðèöû íåîáõîäèìî, ÷òîáû åå âåäóùèå ìè-

íîðû áûëè íåîòðèöàòåëüíûìè. Îäíàêî, ïðèìåð ìàòðèöû A =
[
0 0
0 −1

]
ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòîãî óæå íå

äîñòàòî÷íî. Êðîìå âåäóùèõ ìèíîðîâ, òåïåðü íóæíî âîâëå÷ü â ðàññìîòðåíèå òàêæå âñå ãëàâíûå ìèíî-
ðû è ãëàâíûå ïîäìàòðèöû � òàê íàçûâàþòñÿ ìèíîðû è ïîäìàòðèöû, ðàñïîëîæåííûå íà ïåðåñå÷åíèè
ñòðîê è ñòîëáöîâ ñ îäèíàêîâîé ñèñòåìîé íîìåðîâ. Çàìåòèì, ÷òî â ýðìèòîâîé ìàòðèöå âñå ãëàâíûå
ïîäìàòðèöû áóäóò ýðìèòîâû.

Ëåììà 1. Ïóñòü r = rankA. Òîãäà ïîäìàòðèöà ïîðÿäêà r, ðàñïîëîæåííàÿ íà ïåðåñå÷åíèè ëþáûõ r
ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòðîê è ëþáûõ r ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ, áóäåò íåâûðîæäåííîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ýòó ïîäìàòðèöó ÷åðåç B, è ïóñòü R � ïîäìàòðèöà ðàçìåðîâ r × n,
îáðàçîâàííàÿ çàäàííûìè ñòðîêàìè. Êàæäûé ñòîëáåö A åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñòîëáöîâ, íà êî-
òîðûõ íàõîäèòñÿ B. ⇒ Êàæäûé ñòîëáåö R åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñòîëáöîâ B. Ïîýòîìó åñëè
k ≡ rankB < r, òî êàæäûé ñòîëáåö R åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ k áàçèñíûõ ñòîëáöîâ B ⇒ rankR < r
⇒ ñòðîêè R ëèíåéíî çàâèñèìû, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ. 2

Ëåììà 2. Ñðåäè îòëè÷íûõ îò íóëÿ ìèíîðîâ ïîðÿäêà r ýðìèòîâîé ìàòðèöû ðàíãà r èìååòñÿ ãëàâíûé
ìèíîð.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A = A∗. Òîãäà åñëè r ñòðîê (ñòîëáöîâ) ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî r ñòîëáöîâ
(ñòðîê) ñ òåìè æå íîìåðàìè òàêæå ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ïî ëåììå 1, ìèíîð íà èõ ïåðåñå÷åíèè îòëè÷åí
îò íóëÿ. Îí æå, î÷åâèäíî, ãëàâíûé. 2

Ëåììà 3. Ïóñòü A � íåâûðîæäåííàÿ ýðìèòîâà ìàòðèöà ïîðÿäêà n ≥ 2, â êîòîðîé ãëàâíûå ìèíîðû
ïîðÿäêà k äëÿ âñåõ k îò 1 äî n− 1 ðàâíû íóëþ. Òîãäà n = 2 è detA < 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü λ1 ≥ . . . ≥ λn � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A. Åñëè λk > 0 ïðè êàêîì-
òî k èç ïðîìåæóòêà îò 2 äî n, òî èç ñîîòíîøåíèé ðàçäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî âñå ãëàâíûå ïîäìàòðèöû
ïîðÿäêà k − 1 èìåþò ïîëîæèòåëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ïîýòîìó íåâûðîæäåííûå. Åñëè λ1 < 0,
òî âñå ãëàâíûå ìèíîðû îòëè÷íû îò íóëÿ. Òàêèì îáðàçîì,

λ1 > 0 > λ2 ≥ . . . ≥ λn.

Â òî æå âðåìÿ, åñëè ãëàâíûå ìèíîðû ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà ðàâíû íóëþ, òî ëþáàÿ ãëàâíàÿ ïîä-
ìàòðèöà âòîðîãî ïîðÿäêà íóëåâàÿ:

det
[
0 a
ā 0

]
= −|a|2 = 0 ⇒ a = 0.

Èç ñîîòíîøåíèé ðàçäåëåíèÿ ïîëó÷àåì λ2 ≥ 0. Ïîñêîëüêó ïðîòèâîðå÷èå âîçíèêàåò ïðè n > 2, äîëæíî
áûòü n = 2. Â ýòîì ñëó÷àå detA = λ1 λ2 < 0. 2

Òåîðåìà. Äëÿ íåîòðèöàòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ýðìèòîâîé ìàòðèöû íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû âñå åå ãëàâíûå ìèíîðû áûëè íåîòðèöàòåëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü ÿñíà, òàê êàê ñâîéñòâî íåîòðèöàòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè íàñëåäó-
åòñÿ ëþáîé ãëàâíîé ïîäìàòðèöåé. Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü.

Ïóñòü λ1 ≥ . . . ≥ λn � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A.
Ïóñòü r = rankA. Ïî ëåììå 2, èìååòñÿ íåâûðîæäåííàÿ ãëàâíàÿ ïîäìàòðèöà ïîðÿäêà r. Îáîçíà÷èì

åå ÷åðåç B. Ïî ëåììå 3, åñëè r > 2, â B ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííàÿ ãëàâíàÿ ïîäìàòðèöà ïîðÿäêà r− 1.
Îòñþäà ÿñíî, ÷òî ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé ìàòðèöû ïåðåñòàíîâêè P èç B ìîæíî ïîëó÷èòü ýðìèòîâó
ìàòðèöó P>BP , â êîòîðîé âñå âåäóùèå ìèíîðû îòëè÷íû îò íóëÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëîæèòåëüíû.
Â ñèëó êðèòåðèÿ ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè, B ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöåé
⇒ âñå åå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïîëîæèòåëüíû ⇒ λr−1 > 0. Åñëè λr < 0, òî è λr+1 < 0 ⇒
rankA > r. Çíà÷èò, λr > 0 è λr+1 = . . . = λn = 0. Íåîòðèöàòåëüíîñòü âñåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
ýðìèòîâîé ìàòðèöû âëå÷åò çà ñîáîé åå íåîòðèöàòåëüíóþ îïðåäåëåííîñòü. 2

37.5 Âàðèàöèîííûå ñâîéñòâà ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë
Òåîðåìà. Ïóñòü A ∈ Cm×n èìååò ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà

σ1(A) ≥ . . . ≥ σmin(m,n)(A).
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Òîãäà ïðè âñåõ 1 ≤ k ≤ min(m,n)

σk(A) = max
dim L=k

min
x∈L, x6=0

||Ax||2
||x||2

= min
dim L=n−k+1

max
x∈L, x6=0

||Ax||2
||x||2

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî σk(A) =
√
λk(A∗A). Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî

||Ax||2
||x||2

=

√
x∗(A∗A)x

x∗x
, x 6= 0.

Òàêèì îáðàçîì, âñå ñðàçó æå ñëåäóåò èç âàðèàöèîííûõ ñâîéñòâ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ýðìèòîâîé ìàò-
ðèöû A∗A. 2

Çàäà÷à. Ïóñòü A ∈ Cn×n è fk(A) = σ1(A) + . . . + σk(A). Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî 1 ≤ k ≤ n
ôóíêöèÿ fk(A) ÿâëÿåòñÿ ìàòðè÷íîé íîðìîé íà Cn×n.

37.6 Ðàçäåëåíèå ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë
Òåîðåìà. Ïóñòü A ∈ Cm×n è B ∈ Cm×(n−1) � ïîäìàòðèöà, ñîñòîÿùàÿ èç ïåðâûõ n − 1 ñòîëáöîâ
ìàòðèöû A. Òîãäà äëÿ ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë A è B èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ ðàçäåëåíèÿ

σ1(A) ≥ σ1(B) ≥ σ2(A) ≥ . . . ≥ σn−1(B) ≥ σn(A).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî óñëîâèþ òåîðåìû, A èìååò âèä A = [B, v], ãäå v � åå ïîñëåäíèé ñòîëáåö.
Çíà÷èò,

A∗A =
[
B∗

v∗

] [
B v

]
=
[
B∗B B∗v
v∗B v∗v

]
.

Èñêîìûå íåðàâåíñòâà ïîëó÷àþòñÿ èç ñîîòíîøåíèé ðàçäåëåíèÿ äëÿ ýðìèòîâîé ìàòðèöû A∗A ïîðÿäêà
n è åå âåäóùåé ïîäìàòðèöû B∗B ïîðÿäêà n− 1. 2

ÄÎÏÎËÍÈÒÅËÜÍÀß ×ÀÑÒÜ

37.7 Ýðìèòîâî âîçìóùåíèå çàäàííîãî ðàíãà
Òåîðåìà. Ïóñòü A � ýðìèòîâà ìàòðèöà ïîðÿäêà n è B = A+ vv∗ � åå ýðìèòîâî âîçìóùåíèå ðàíãà
1. Òîãäà

λ1(B) ≥ λ1(A) ≥ λ2(B) ≥ . . . ≥ λn−1(A) ≥ λn(B) ≥ λn(A),

λk(A) + ||v||2 ≥ λk(B), 1 ≤ k ≤ n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Êóðàíòà�Ôèøåðà, íàõîäèì

λk(A) = max
dim L=k

min
x∈L, x6=0

x∗Ax

x∗x
≤ max

dim L=k
min

x∈L, x 6=0

x∗Ax+ |v∗x|2

x∗x
=

max
dim L=k

min
x∈L, x6=0

x∗Bx

x∗x
= λk(B) ≤ λk(A) + ||v||2.

Äàëåå, ïóñòü V � óíèòàðíàÿ ìàòðèöà ñ ïîñëåäíèì ñòîëáöîì, ðàâíûì v/||v||2. Òîãäà λk(V ∗AV ) =
λk(A), λk(B) = λk(V ∗BV ) è, êàê ëåãêî âèäåòü,

V ∗BV = V ∗AV +

 0
...
0
γ̄

 [0 ... 0 γ] , γ = ||v||2.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç C îáùóþ äëÿ V ∗AV è V ∗BV ïîäìàòðèöó ïîðÿäêà n− 1 íà ïåðåñå÷åíèè ïåðâûõ n− 1
ñòðîê è ñòîëáöîâ.
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Ïóñòü M � ïîäïðîñòðàíñòâî ñòîëáöîâ èç Cn ñ ïîñëåäíåé êîîðäèíàòîé, ðàâíîé íóëþ. Ïî òîé æå
òåîðåìå Êóðàíòà�Ôèøåðà, ïðè 2 ≤ k ≤ n

λk(B) = min
dim L=n−k+1

max
x∈L, x6=0

x∗(V ∗BV )x
x∗x

≤ min
dim L=n−k+1, L⊂M

max
x∈L, x6=0

x∗(V ∗AV )x
x∗x

=

min
dim L = (n− 1)− (k − 1) + 1

L ⊂ Cn−1

max
y∈L, y 6=0

y∗Cy

y∗y
= λk−1(C) ≤ λk−1(V ∗AV ). 2

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü A è B � ýðìèòîâû ìàòðèöû ïîðÿäêà n è ïðè ýòîì

B = V − U, V =
k∑

i=1

viv
∗
i , U =

l∑
i=1

uiu
∗
i .

Òîãäà
λi+l(A) ≤ λi(A+B) ≤ λi−k(A),

ãäå ëåâîå íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî ïðè i+ l ≤ n, à ïðàâîå ïðè 1 ≤ i− k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå òåîðåìû äàåò

λi(A) ≤ λi(A+ V ) ≤ λi−k(A),

λi(A+B) ≤ λi(A+ V ) ≤ λi−l(A+B).

Ñëåäîâàòåëüíî,
λi+l(A) ≤ λi(A+B) ≤ λi−k(A). 2

×àñòî áûâàåò èçâåñòíî, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýðìèòîâîé ìàòðèöû A ïðèíàäëåæàò íåêî-
òîðîìó îòðåçêó [a, b]. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò îçíà÷àåò, ÷òî ïðè âñåõ ýðìèòîâûõ âîçìóùåíèÿõ F ðàíãà
r ìàòðèöà A + F áóäåò, ïî-ïðåæíåìó, èìåòü âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íà îòðåçêå [a, b], êðîìå, áûòü
ìîæåò, r �àóòñàéäåðîâ�.

37.8 Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà
Åñòü ìíîãî èíòåðåñíûõ ñîîîòíîøåíèé, ñâÿçûâàþùèõ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû è åå ñèíãóëÿðíûå
÷èñëà. Íåêîòîðûå èç íèõ ïîëó÷àþòñÿ î÷åíü ïðîñòî.

Ïóñòü A ∈ Cn×n èìååò ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà σ1 ≥ . . . ≥ σn, à åå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ óïîðÿäî÷åíû
ïî íåóáûâàíèþ ìîäóëÿ: |λ1| ≥ . . . ≥ |λn|.

Óòâåðæäåíèå. σn ≤ |λn|, |λ1| ≤ σ1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Ax = λix, x 6= 0. ⇒ |λi|||x||2 = ||Ax||2 ≤ ||A||2||x||2 = σ1||x||2 ⇒ |λi| ≤ σ1.
Äàëåå, åñëè ìàòðèöà A âûðîæäåííàÿ, òî λn = 0 è σn = 0. Åñëè æå A íåâûðîæäåííàÿ, òî A−1 èìååò
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ−1

i è ||A−1||2 = 1/σn. 2

Äàííûé ïðîñòîé ôàêò èìååò ìíîãî îáîáùåíèé. Íàïðèìåð, òàêîå.

Òåîðåìà. Äëÿ âñåõ 1 ≤ k ≤ n ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

k∑
i=1

|λi|2 ≤
k∑

i=1

σ2
i .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû Øóðà, ñ ïîìîùüþ óíèòàðíîé ìàòðèöû Q ìîæíî ïðèâåñòè A ê
âåðõíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöå

Q∗AQ = R =
[
B C
0 D

]
, B =


λ1 b12 ... b1k

λ2 ... b2k

. . .
λk

 .
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Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ A∗A ðàâíû σ2
1 ≥ . . . ≥ σ2

n è ñîâïàäàþò ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè äëÿ

R∗R =
[
B∗ 0
C∗ D∗

] [
B C
0 D

]
=
[
B∗B B∗C
C∗B C∗C + D∗D

]
.

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ ðàçäåëåíèÿ äëÿ ýðìèòîâûõ ìàòðèö B∗B è R∗R, íàõîäèì

k∑
i=1

|λi|2 ≤ tr (B∗B) =
k∑

i=1

λi(B∗B) ≤
k∑

i=1

λi(R∗R) =
k∑

i=1

σ2
i .

Çàäà÷à. Äîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóììà êâàä-
ðàòîâ åå ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë ðàâíà ñóììå êâàäðàòîâ ìîäóëåé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Íåðàâåíñòâà Âåéëÿ. Ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, çàíóìåðîâàííûå ïî íåóáûâàíèþ
ìîäóëåé, óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì

k∏
i=1

|λi| ≤
k∏

i=1

σi, 1 ≤ k ≤ n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäûäóùåãî äîêàçàòåëüñòâà,

k∏
i=1

|λi|2 = |detB|2 = det(B∗B) =
k∏

i=1

λi(B∗B) ≤
k∏

i=1

λi(R∗R) =
k∏

i=1

σ2
i . 2

37.9 Ìàæîðèçàöèÿ è íåðàâåíñòâà
Íà áàçå íåðàâåíñòâ Âåéëÿ ìîæíî ïîëó÷èòü öåëóþ ñåðèþ ïîëåçíûõ íåðàâåíñòâ. Äëÿ ýòîãî èõ íàäî
ïåðåïèñàòü â âèäå (äàâàéòå ñ÷èòàòü, ÷òî ìàòðèöà A íåâûðîæäåííàÿ)

ln |λ1|+ . . .+ ln |λk| ≤ lnσ1 + . . .+ lnσk, 1 ≤ k ≤ n,

è çàìåòèòü äîïîëíèòåëüíî, ÷òî

ln |λ1|+ . . .+ ln |λn| = lnσ1 + . . .+ lnσn.

Â äàííîé ôîðìå íåðàâåíñòâà Âåéëÿ îêàçûâàþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì íåêîòîðîãî îáùåãî òèïà íåðàâåíñòâ.
Ãîâîðÿò, ÷òî âåêòîð x = [x1, . . . , xn]> ∈ Rn ìàæîðèðóåòñÿ âåêòîðîì y = [y1, . . . , yn]> ∈ Rn, åñëè

(1) x1 ≥ . . . ≥ xn, y1 ≥ . . . ≥ yn;

(2) x1 + . . .+ xk ≤ y1 + . . .+ yk, 1 ≤ k ≤ n− 1;

(3) x1 + . . .+ xn = y1 + . . .+ yn.

Îáîçíà÷åíèå: x ≺ y. Ìàæîðèçàöèÿ âñåãäà ñâÿçàíà ñ ðàâåíñòâîì x = Sy, ãäå S � ìàòðèöà ïîðÿäêà n ñ
íåîòðèöàòåëüíûìè ýëåìåíòàìè, ñóììû êîòîðûõ äëÿ êàæäîé ñòðîêè è äëÿ êàæäîãî ñòîëáöà îäèíàêîâû
è ðàâíû 1. Ìàòðèöà ñ òàêèìè ñâîéñòâàìè íàçûâàåòñÿ äâîÿêîñòîõàñòè÷åñêîé.

Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ äâîÿêîñòîõàñòè÷åñêèõ ìàòðèö ïîðÿäêà n ÿâëÿåòñÿ âûïóê-
ëûì è ïðè ýòîì ìàòðèöû ïåðåñòàíîâîê è òîëüêî îíè ÿâëÿþòñÿ åãî óãëîâûìè òî÷êàìè.

Òåîðåìà. Ïóñòü x1 ≥ . . . ≥ xn, y1 ≥ . . . ≥ yn. Äëÿ òîãî ÷òîáû âåêòîð x = [x1, . . . , xn]> ìàæîðè-
ðîâàëñÿ âåêòîðîì y = [y1, . . . , yn]>, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ñóùåñòâîâàíèå äâîÿêîñòîõàñòè÷åñêîé
ìàòðèöû S òàêîé, ÷òî x = Sy.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü: ïóñòü x = Sy äëÿ íåêîòîðîé äâîÿêîñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöû S =
[sij ], òîãäà

k∑
i=1

xi =
k∑

i=1

n∑
j=1

sijyj ≤
k∑

i=1

k−1∑
j=1

sijyj +

1−
k−1∑
j=1

sij

 yk

 = kyk −
k−1∑
j=1

(
k∑

i=1

sij

)
(yk − yj) =
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k∑
j=1

yj +
k−1∑
j=1

(
1−

k∑
i=1

sij

)
(yk − yj) ≤

k∑
j=1

yj .

Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü x ≺ y. Î÷åâèäíî,

nx1 ≥ x1 + . . .+ xn = y1 + . . .+ yn ≥ nyn ⇒ x1 ≥ yn.

Â ñëó÷àå n = 2 èìååì y2 ≤ x1 ≤ y1 ⇒ x1 ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé êîìáèíàöèåé ÷èñåë y1 è y2: x1 =
sy1 + ty2, s, t ≥ 0, s+ t = 1. Òàêèì îáðàçîì,

x = Sy, S =
[
s t
t s

]
.

Â îáùåì ñëó÷àå yn ≤ x1 ≤ y1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç k íàèìåíüøèé íîìåð òàêîé, ÷òî yk ≤ x1 ≤ yk−1 ≤ y1.
Ïîýòîìó x1 = sy1+tyk, s, t ≥ 0, s+t = 1. Ïóñòü ìàòðèöà F ∈ Rn×n çàäàåò ïðåîáðàçîâàíèå u 7→ v = Fu,
îïðåäåëÿåìîå ñëåäóþùèì ïðàâèëîì:

v1 = su1 + tuk, vk = tu1 + suk, vi = ui, i 6= 1, k.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìàòðèöà F äâîÿêîñòîõàñòè÷åñêàÿ. Äàëåå, ïîëîæèì z = Fy, ðàññìîòðèì âåêòîðû
x′ = [x2, . . . , xn]>, z′ = [z2, . . . , zn]> è äîêàæåì, ÷òî x′ ≺ z′. Ñîãëàñíî âûáîðó íîìåðà k,

xn ≤ . . . ≤ x1 ≤ yk−1 ≤ . . . ≤ y1.

Ïîýòîìó
l∑

i=2

xi ≤
l∑

i=2

yi äëÿ âñåõ 1 ≤ l ≤ k − 1. Ïðè k ≤ l ≤ n íàõîäèì

l∑
i=2

zi = (ty1 + syk) +
k−1∑
i=2

yi +
l∑

i=k+1

yi

=
l∑

i=1

yi − (sy1 + tyk) ≥
l∑

i=1

xi − x1 =
l∑

i=2

xi.

Ðàññóæäàÿ ïî èíäóêöèè, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò äâîÿêîñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà T ′ ïîðÿäêà n−1
òàêàÿ, ÷òî x′ = T ′z′. Òîãäà ìàòðèöà

T =
[
1 0
0 T ′

]
áóäåò, î÷åâèäíî, äâîÿêîñòîõàñòè÷åñêîé. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî x1 = z1, ïîëó÷àåì x = Tz. Òàêèì îáðàçîì, x =
Sy, ãäå S = TF åñòü ïðîèçâåäåíèå äâóõ äâîÿêîñòîõàñòè÷åñêèõ ìàòðèö è ïîýòîìó, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü,
òîæå ÿâëÿåòñÿ äâîÿêîñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöåé. 2

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü [x1, . . . , xn]> ≺ [y1, . . . , yn]>. Òîãäà äëÿ ëþáîé âûïóêëîé ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé
ôóíêöèè φ(t) ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

φ(x1) + . . .+ φ(xk) ≤ φ(y1) + . . .+ φ(yk), 1 ≤ k ≤ n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå, x = Sy äëÿ íåêîòîðîé äâîÿêîñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöû S = [sij ].
Âñëåäñòâèå ýòîãî,

k∑
i=1

φ(xi) ≤
k∑

i=1

n∑
j=1

sijφ(yj) ≤
k−1∑
j=1

((
k∑

i=1

sij

)
φ(yj) +

(
1−

(
k∑

i=1

sij

))
φ(yk)

)
≤

k∑
j=1

φ(yj) +
k−1∑
j=1

(
1−

k∑
i=1

sij

)
(φ(yk)− φ(yj)) ≤

k∑
j=1

φ(yj). 2

Òåïåðü ïóñòü A � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà ñ ñèíãóëÿðíûìè ÷èñëàìè σ1 ≥ . . . ≥ σn è ñîáñòâåííûìè
çíà÷åíèÿìè λ1, . . . , λn, óïîðÿäî÷åííûìè ïî íåóáûâàíèþ ìîäóëÿ. Ïîëîæèì xi = ln |λi| è yi = lnσi.
Òîãäà èç íåðàâåíñòâ Âåéëÿ âûòåêàåò, ÷òî x ≺ y. Âîçüìåì, íàïðèìåð, ôóíêöèþ φ(t) = et. Â ñèëó òîãî,
÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé è ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâà

|λ1|+ . . .+ |λk| ≤ σ1 + . . .+ σk, 1 ≤ k ≤ n.
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ÎÑÍÎÂÍÀß ×ÀÑÒÜ

38.1 Ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð
Ïóñòü A : V →W � ïðîèçâîëüíûé îïåðàòîð, à V èW � ïðîñòðàíñòâà ñî ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè
(· , ·)V è (· , ·)W . Ïîïðîáóåì ïîñòðîèòü îïåðàòîð A∗ : W → V , îáëàäàþùèé ñâîéñòâîì

(A(x), y)W = (x,A∗(y))V ∀ x ∈ V, ∀ y ∈W. (∗)

Óòâåðæäåíèå. Åñëè îïåðàòîð A∗ ñóùåñòâóåò, òî îí ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì è åäèíñòâåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. (A∗(αu+ βv), x)W = (αu+ βv,A(x))V = α(u,A(x))V + β(v,A(x))V =

α(A∗(u), x)W + β(A∗(v), x)W = (αA∗(u) + βA∗(v), x)W .

Ïîëîæèì z = A∗(αu + βv) − αA∗(u) − βA∗(v). Ìû äîêàçàëè, ÷òî (z, x)V = 0 ∀ x ∈ V . Ýòî âåðíî, â
÷àñòíîñòè, äëÿ x = z ⇒ (z, z)V = 0 ⇒ z = 0.

Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî y ∈W èìååì (A(x), y)W = (x, z1)V =
(x, z2)V ∀ x ∈ V . Òîãäà, âçÿâ x = z1 − z2, íàõîäèì (x, x)V = 0 ⇒ z1 = z2. 2

Ñëåäñòâèå. Åñëè îïåðàòîðû A : V → W è A∗ : W → V ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì (∗), òî îíè îáà
ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè.

Òèïè÷íàÿ ñèòóàöèÿ, â êîòîðîé ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð î÷åíü ïîëåçåí, òàêàÿ. Ïðåäïîëîæèì, èìååòñÿ
îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå A(u) = f ñ îáðàòèìûì îïåðàòîðîì A è ïðè ýòîì äëÿ ðàçëè÷íûõ ïðàâûõ ÷àñòåé
f òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà

Φ(u) = (u, φ)V ,

çàäàííîãî îäíèì è òåì æå âåêòîðîì φ.
Îïðåäåëåíèå ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà (A(u), z)W = (u,A∗(z)) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé èäåå: âìåñòî

òîãî ÷òîáû ìíîãîêðàòíî ðåøàòü óðàâíåíèå A(u) = f äëÿ ðàçëè÷íûõ f , ðàññìîòðåòü ñîïðÿæåííîå
óðàâíåíèå A∗(z) = φ, íàéòè åãî ðåøåíèå z, à çàòåì èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó

Φ(u) = (f, z)W .

Çàìå÷àòåëüíî, ÷òî Φ(u) ìîæíî íàéòè, íå âû÷èñëÿÿ u. 1

Òåîðåìà. Ïóñòü A : V → W � ëèíåéíûé îïåðàòîð. Åñëè ïðîñòðàíñòâà V è W êîíå÷íîìåðíû, òî
îïåðàòîð A∗, óäîâëåòâîðÿþùèé ðàâåíñòâó (∗), ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåí. Ïðè ýòîì â ïàðå îðòîíîð-
ìèðîâàííûõ áàçèñîâ ñîïðÿæåííîìó îïåðàòîðó ñîîòâåòñòâóåò ñîïðÿæåííàÿ ìàòðèöà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü v1, . . . , vn � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â V , à w1, . . . , wm � îðòîíîðìèðî-
âàííûé áàçèñ â W . Îáîçíà÷èì ÷åðåç A = [aij ] ∈ Cm×n ìàòðèöó îïåðàòîðà A â äàííîé ïàðå áàçèñîâ. Â
ñèëó îðòîíîðìèðîâàííîñòè,

aij = (Avj , wi), 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n.

1Ãëóáîêîå èçó÷åíèå ñîïðÿæåííûõ óðàâíåíèé, âî ìíîãîì íàâåÿííîå äàííîé îáùåé èäååé, âûïîëíèë
àêàäåìèê Ãóðèé Èâàíîâè÷ Ìàð÷óê � ïîñëåäíèé ïðåçèäåíò Àêàäåìèè íàóê ÑÑÑÐ.
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×òîáû îïðåäåëèòü îïåðàòîð A∗, ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå A∗wi = α1v1 + . . .+αnvn. Óìíîæàÿ ñêàëÿðíî
íà vj , íàõîäèì αj = (A∗wi, vj) = (wi,Avj), 1 ≤ j ≤ n. Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà B = [bji] ëèíåéíîãî
îïåðàòîðà A∗ â ïàðå áàçèñîâ {wi} è {vj} äîëæíà èìåòü ýëåìåíòû

bji = (wi,Avj) = (Avj , wi) = āij ⇒ B = A∗.

ßñíî òàêæå, ÷òî ìû ïîëó÷èëè åäèíñòâåííîñòü îïåðàòîðà A∗. Ñóùåñòâîâàíèå äîêàçûâàåòñÿ òàê: ðàñ-
ñìîòðèì îïåðàòîð, çàäàííûé ìàòðèöåé A∗, è ïðîâåðèì, ÷òî äëÿ íåãî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (∗):

x =
n∑

j=1

xjvj , y =
m∑

i=1

yiwi ⇒ (Ax, y)W =
n∑

j=1

m∑
i=1

aijxj ȳi = (x,A∗y)V ,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. 2

38.2 Ìàòðèöà ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà
Ïóñòü V = Cn è W = Cm. Êàê ìû çíàåì, ïðîèçâîëüíûå ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ â Cn è Cm èìåþò
âèä

(p, q)V = q∗Sp, (y, z)W = z∗Ty,

ãäå S ∈ Cn×n è T ∈ Cm×m� ýðìèòîâû ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå ìàòðèöû.
Ïóñòü ëèíåéíûé îïåðàòîð A : Cn → Cm îïðåäåëÿåòñÿ óìíîæåíèåì íà ìàòðèöó A ∈ Cm×n, à

ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð � óìíîæåíèåì íà ìàòðèöó B ∈ Cn×m. Òîãäà äëÿ ëþáûõ x ∈ Cn è y ∈ Cm

äîëæíî áûòü

y∗T (Ax) = (By)∗Sx ⇒ y∗(TA)x = y∗(B∗S)x ⇒ TA = B∗S ⇒ B = S−1A∗T.

Ðàçíûå ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ â Cn è Cm ïðèâîäÿò, êîíå÷íî, ê ðàçíûì ñîïðÿæåííûì îïåðàòîðàì
� íî, êàê âèäèì, ëþáîé èç íèõ åñòü óìíîæåíèå íà ìàòðèöó âèäà S−1A∗T , ãäå S è T � ýðìèòîâû
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå ìàòðèöû, çàäàþùèå ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ.

Ïóñòü A � ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A : V → W , dimV = n, dimW = m, â êàêîé-òî ïàðå
áàçèñîâ. Åñëè x è y � âåêòîð-ñòîëáöû èç êîîðäèíàò ðàçëîæåíèÿ ïðîîáðàçà è îáðàçà ïðè äåéñòâèè
A, òî ïîëó÷àåì y = Ax. Ïóñòü òåïåðü x = By. Òîãäà Sx = A∗Ty ⇒ çàìåíà x̃ = Sx, ỹ = Ty
ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ x̃ = A∗ỹ ⇒ â ïàðå áàçèñîâ, îïðåäåëåííûõ ñòîëáöàìè ìàòðèö T−1 è S−1,
ìàòðèöà îïåðàòîðà A∗ èìååò âèä A∗. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòî áàçèñû, áèîðòîãîíàëüíûå (â ñêàëÿðíûõ
ïðîèçâåäåíèÿõ ïðîñòðàíñòâ W è V , ñîîòâåòñòâåííî) äëÿ áàçèñîâ, â êîòîðûõ ïîëó÷åíà ìàòðèöà A (ñì.
ðàçäåë 25.7).

38.3 Íîðìàëüíûé îïåðàòîð
Ïóñòü A : V → V � ëèíåéíûé îïåðàòîð, V � ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (· , ·)V .
Åñëè AA∗ = A∗A, òî A íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì îïåðàòîðîì. Äàííîå ñâîéñòâî çàâèñèò îò ñêàëÿðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ: â äðóãîì ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè A ìîæåò íå áûòü íîðìàëüíûì.

Çàäà÷à. Ïóñòü A : V → V � ëèíåéíûé îïåðàòîð â ïðîèçâîëüíîì êîíå÷íîìåðíîì óíèòàðíîì
ïðîñòðàíñòâå V . Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöà îïåðàòîðà
A ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé òðåóãîëüíîé.

Èçó÷åíèå íîðìàëüíûõ îïåðàòîðîâ ëåãêî ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ íîðìàëüíûõ ìàòðèö: äîñòàòî÷íî
âûáðàòü â V îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, òîãäà íîðìàëüíîñòü îïåðàòîðà ðàâíîñèëüíà íîðìàëüíîñòè
åãî ìàòðèöû â äàííîì áàçèñå. Îòñþäà ÿñíî, ÷òî íîðìàëüíûé îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ïðîñòîé
ñòðóêòóðû. Çàìåòèì òàêæå,÷òî ëþáîé îïåðàòîð ïðîñòîé ñòðóêòóðû ìîæíî ñäåëàòü íîðìàëüíûì çà
ñ÷åò âûáîðà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (äîêàæèòå!).

Âàæíåéøèå êëàññû íîðìàëüíûõ îïåðàòîðîâ: óíèòàðíûå îïåðàòîðû (A∗ = A−1) è ýðìèòîâû (ñà-
ìîñîïðÿæåííûå) îïåðàòîðû (A∗ = A). Ïóñòü A � íîðìàëüíûé îïåðàòîð. Ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
óíèòàðíîñòü îïåðàòîðà A ðàâíîñèëüíà òîìó, ÷òî âñå åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïî ìîäóëþ ðàâíû 1,
à ýðìèòîâîñòü ðàâíîñèëüíà âåùåñòâåííîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî óíèòàðíîñòü è
ýðìèòîâîñòü îïåðàòîðà çàâèñÿò îò ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.
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38.4 Ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð
Åñëè (Ax, y)V = (x,Ay)V ∀ x, y ∈ V , òî, â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà, A∗ = A. Â
òàêèõ ñëó÷àÿõ A íàçûâàåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì. Åñëè (Ax, x) > 0 ïðè âñåõ x ∈ V, x 6= 0,
òî îïåðàòîð íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì.

Åñëè V = Cn è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (x, y)S = y∗Sx îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ýðìèòîâîé ïîëî-
æèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöû S ∈ Cn×n, òî, ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó ðàçäåëó, ñàìîñîïðÿæåííîñòü
îïåðàòîðà óìíîæåíèÿ íà ìàòðèöó A ∈ Cn×n îçíà÷àåò, ÷òî

A = S−1A∗S. (∗)

Çàìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî S−1/2 S S−1/2 = I îçíà÷àåò, ÷òî ñòîëáöû ìàòðèöû S−1/2 îáðàçóþò îðòî-
íîðìèðîâàííûé áàçèñ îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (· ·)S . Ìàòðèöà B îïåðàòîðà óìíîæåíèÿ
íà A â äàííîì áàçèñå îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

AS−1/2 = S−1/2B ⇒ B = S1/2AS−1/2.

Ñàìîñîïðÿæåííîñòü îçíà÷àåò, ÷òî B äîëæíà áûòü ýðìèòîâîé ìàòðèöåé � ýòî ëåãêî òàêæå âûâåñòè
íåïîñðåäñòâåííî èç (∗). Êàê âèäèì, ìàòðèöà A ïîäîáíà ýðìèòîâîé ìàòðèöå B ⇒ âñå åå ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ âåùåñòâåííû.

38.5 Ìèíèìèçàöèÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâàõ
Îáñóäèì âàæíóþ èäåþ, ïîçâîëÿþùóþ ñòðîèòü ìåòîäû ðåøåíèÿ ñèñòåìû Ax = b, ñîâñåì íå ïîõîæèå
íà èçâåñòíûé íàì ìåòîä Ãàóññà. Ïóñòü A ∈ Cn×n � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà.

Ðàññìîòðèì òàê íàçûâàåìûå ïîäïðîñòðàíñòâà Êðûëîâà 2

Lk = L(b, Ab, . . . , Ak−1b), k = 1, 2, . . . ,

è îïðåäåëèì xk ∈ Lk èç ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ:

||b−Axk||2 = min
z∈Lk

||b−Az||2.

Âåêòîð r(z) = b − Az íàçûâàåòñÿ íåâÿçêîé âåêòîðà z. Î÷åâèäíî, âû÷èñëåíèå âåêòîðà xk ñâîäèòñÿ ê
çàäà÷å î ïåðïåíäèêóëÿðå, îïóùåííîì èç âåêòîðà b íà ïîäïðîñòðàíñòâî

Mk = ALk = {y ∈ Cn : y = Az, z ∈ Lk}.

Êàê ðåøàòü òàêóþ çàäà÷ó � ìû óæå çíàåì. Ïîíÿòíî òàêæå, ÷òî ðåøåíèå ñóùåñòâåííî îáëåã÷àåò-
ñÿ íàëè÷èåì �óäîáíîãî� áàçèñà p1, . . . , pk â Lk (íàïðèìåð, ïðèâîäÿùåãî ê îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå
Ap1, . . . , Apk).

Â óñëîâèÿõ òî÷íûõ âû÷èñëåíèé ïðîöåññ âñåãäà çàâåðøàåòñÿ ïîëó÷åíèåì ðåøåíèÿ x. Åñëè Ln = Cn,
òî, î÷åâèäíî, xn = x. Åñëè íà êàêîì-òî øàãå Lk = Lk+1, òî

ALk ⊂ Lk+1 = Lk ⇒ ALk = Lk (â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè ìàòðèöû A).

Ïîñêîëüêó b ∈ Lk, òî äîëæíî áûòü Az = b äëÿ êàêîãî-òî z ∈ Lk. Íåâûðîæäåííîñòü A îçíà÷àåò, ÷òî
z = x ⇒ x ∈ Lk ⇒ xk = x. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè x ∈ Lk (à çíà÷èò, xk = x), òî Lk = Lk+1

(äîêàæèòå!).

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî xk ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ õîðîøèì ïðèáëèæåíèåì ê ðåøåíèþ x ïðè
k � n. Îïèñàííàÿ èäåÿ ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâîé â ñîâðåìåííûõ ìåòîäàõ ðåøåíèÿ ñèñòåì â ìíîãî÷èñëåííûõ
ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ.

2Çàìåòèì, ÷òî Lk åñòü ïîäïðîñòðàíñòâî ìèíèìàëüíîãî èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, ïîðîæ-
äåííîãî âåêòîðîì b. Â Ëåêöèè 32 áûëî äîêàçàíî, ÷òî åñëè Akb = 0, òî îòëè÷èå îò íóëÿ âåêòîðîâ
b, Ab, . . . , Ak−1b âëå÷åò çà ñîáîé èõ ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü.
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38.6 Ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ
Äàííàÿ èäåÿ ïðèîáðåòàåò îñîáåííî ýëåãàíòíóþ ôîðìó â ñëó÷àå, êîãäà A � ýðìèòîâà ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà.

Ïóñòü x0 � ïðîèçâîëüíûé íà÷àëüíûé âåêòîð. Åñëè r0 = b − Ax0 = 0, òî ðåøåíèå íàéäåíî. Åñëè
r0 6= 0, íà÷èíàåì ñòðîèòü ïîäïðîñòðàíñòâà Êðûëîâà

Lk = L(r0, Ar0, . . . , Ak−1r0) = L(p1, . . . , pk),

ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àÿ â íèõ áàçèñ p1, . . . , pk ñî ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:

(Api, pj) = 0, i 6= j; p1 = r0.

Ïîñêîëüêó (x, y)A = (Ax, y) åñòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, äàííîå ñâîéñòâî íàçûâàåòñÿ ñâîéñòâîì A-
îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîðîâ p1, . . . , pk; A-íîðìîé âåêòîðà x íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà ||x||A =

√
(x, x)A =√

(Ax, x).

Ïóñòü xk èìååò âèä xk = x0 + y, ãäå y ∈ Lk âûáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü
âåëè÷èíó ||x− xk||A = ||(x− x0)− y||A (A-íîðìó îòêëîíåíèÿ xk îò òî÷íîãî ðåøåíèÿ x). ßñíî, ÷òî ýòî
çàäà÷à î ïåðïåíäèêóëÿðå â ñëó÷àå A-îðòîãîíàëüíîñòè. Ïîýòîìó y îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèé

((x− x0)− y, pi)A = 0 ⇔ (r0 −Ay, pi) = 0, 1 ≤ i ≤ k.

Çàïèñàâ y = α1p1 + . . . + αkpk, íàõîäèì αi = (r0, pi)/(Api, pi). Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîðû xk ìîæíî
âû÷èñëÿòü ïî î÷åíü ïðîñòîé ðåêóððåíòíîé ôîðìóëå

xk = xk−1 + αkpk, αk = (r0, pk)/(Apk, pk).

Îòñþäà âèäíî, ÷òî íåâÿçêè rk = b−Axk ñâÿçàíû ðåêóððåíòíîé ôîðìóëîé

rk = rk−1 − αkApk.

Óäèâèòåëüíî è ïðèÿòíî òî, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ xk òðåáóåòñÿ ëèøü îäèí âåêòîð pk èç áàçèñà
p1, . . . , pk! Íî åùå áîëåå óäèâèòåëüíî è ïðèÿòíî òî, ÷òî pk+1 ìîæíî íàéòè, èñïîëüçóÿ ëèøü äâà âåêòîðà:
pk è rk.

Â ñàìîì äåëå, åñëè rk = 0, òî ðåøåíèå íàéäåíî. 3

Åñëè æå rk 6= 0, òî íåâÿçêà rk = r0 − Ay ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ïîäïðîñòðàíñòâó Lk è ïîýòîìó
pk+1 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

pk+1 = rk + β1p1 + . . .+ βkpk.

Óñëîâèå A-îðòîãîíàëüíîñòè äàåò ðàâåíñòâà

(Apk+1, pi) = 0 ⇒ βi = (Ark, pi)/((Api, pi), 1 ≤ i ≤ k.

Ïðè ýòîì (Ark, pi) = (rk, Api) = 0 ïðè i ≤ k − 1, òàê êàê âåêòîð Api ∈ ALi ⊂ Li+1. Òàêèì îáðàçîì,
βi = 0 ïðè 1 ≤ i ≤ k − 1 ⇒

pk+1 = rk + βkpk, βk = (rk, Apk)/(Apk, pk).

38.7 Äâó÷ëåííûå ôîðìóëû
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ αk ñîâñåì íå îáÿçàòåëüíî èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó αk = (r0, pk)/(Apk, pk).
Ïîñêîëüêó rk⊥Lk, íàõîäèì 0 = (rk, pk) = (rk−1 − αkApk, pk) ⇒

αk =
(rk−1, pk)
(Apk, pk)

=
(rk−1, rk−1 + βk−1pk−1)

(Apk, pk)
=

(rk−1, rk−1)
(Apk, pk)

.

3Â ýòîì ñëó÷àå Lk = Lk+1 (äîêàæèòå!).
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Äàëåå, åñëè rk−1 6= 0, òî αk 6= 0 ⇒ Apk = (rk−1 − rk)/αk ⇒

βk =
(rk, rk−1 − rk)
αk (Apk, pk)

= − (rk, rk)
(rk−1, rk−1)

.

Îêîí÷àòåëüíî, ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ ñâîäèòñÿ ê èòåðàöèÿì, âûïîëíÿåìûì ïî ñëåäóþùèì
äâó÷ëåííûì ôîðìóëàì:

xk = xk−1 + αkpk, αk =
(rk−1, rk−1)

(Apk, pk)
,

rk = rk−1 − αkApk,

pk+1 = rk + βkpk, βk = − (rk, rk)
(rk−1, rk−1)

.

Òåîðåòè÷åñêè èòåðàöèè âûïîëíÿþòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà rk 6= 0. Íà ïðàêòèêå îíè îñòàíàâëèâàþòñÿ, êîãäà
||rk||2 ñòàíîâèòñÿ äîñòàòî÷íî ìàëîé.

Íàèáîëåå ñëîæíîå äåéñòâèå íà k-ì øàãå ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ � ýòî óìíîæåíèå çà-
äàííîé ìàòðèöû A íà âåêòîð. Ïðè ýòîì ñîâñåì íå îáÿçàòåëüíî õðàíèòü âñå n2 ýëåìåíòîâ ìàòðèöû
â êàêîì-òî ìàññèâå � òðåáóåòñÿ ëèøü íàëè÷èå êàêîé-òî ïðîöåäóðû óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà âåêòîð.
Èìåííî â ýòîì ïëàíå èòåðàöèîííûå ìåòîäû ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò ìåòîäà Ãàóññà, ýòî æå îáñòî-
ÿòåëüñòâî äåëàåò èõ îñîáåííî ïîëåçíûìè ïðè ðåøåíèè ñèñòåì ñ î÷åíü áîëüøèì ÷èñëîì íåèçâåñòíûõ.

ÄÎÏÎËÍÈÒÅËÜÍÀß ×ÀÑÒÜ

38.8 ×èñëî èòåðàöèé
Â ìåòîäå ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ xk ∈ x0 +Lk, íî xk /∈ x0 +Lk−1. Çíà÷èò, xk −x0 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé
êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ r0, Ar0, . . . , Ak−1r0 ñ íåíyëåâûì êîýôôèöèåíòîì ïðè Ak−1r0 ⇒ xk = x0 +
ψk−1(A)r0, ãäå φk−1(λ) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè k − 1. Èòàê, rk = r0 −Aψk−1(A)r0 ⇒

rk = φk(A)r0, deg φk(λ) = k, φk(0) = 1.

Óòâåðæäåíèå. Åñëè A � ýðìèòîâà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà, èìåþùàÿ m ïîïàðíî
ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, òî ÷èñëî èòåðàöèé â ìåòîäå ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ ïðè ëþáîì
íà÷àëüíîì âåêòîðå íå áîëüøå m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ó÷åñòü, ÷òî ñòåïåíü ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà äëÿ ýðìèòîâîé ìàòðèöû
A íå áîëüøå m. 2

38.9 Êàê óáûâàþò íîðìû íåâÿçîê
Òåîðåòè÷åñêè ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ òðåáóåò íå áîëåå n øàãîâ äëÿ ïîëó÷åíèÿ òî÷íîãî ðåøå-
íèÿ. Ïðàêòè÷åñêè íîðìà k-é íåâÿçêè ìîæåò îêàçàòüñÿ äîñòàòî÷íî ìàëîé ïðè k � n. Ïîëó÷åíèå îöåíîê
îñíîâàíî íà ñëåäóþùåì ðåçóëüòàòå.

Ëåììà îá îöåíêå íîðì íåâÿçîê. Ïóñòü λmin è λmax � ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ ýðìèòîâîé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöû A. Òîãäà k-ÿ íåâÿçêà â ìåòîäå ñîïðÿ-
æåííûõ ãðàäèåíòîâ ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì âåêòîðå óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

||rk||2 ≤
√
λmax

λmin
max

λmin≤λ≤λmax
|Φk(λ)| ||r0||2,

ãäå Φk(λ) � ëþáîé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå k, ïîä÷èíåííûé óñëîâèþ Φk(0) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ìåòîäå ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ

||x− xk||A = min
y∈Lk

||x− (x0 + y)||A.
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Ïðîèçâîëüíûé âåêòîð y ∈ Lk èìååò âèä y = Ψk−1(A)r0, ãäå Ψk−1(λ) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè k − 1 èëè
íèæå ⇒ A(x−(x0 +y)) = r0−Ay = Φk(A)r0, ãäå Φk(λ) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå k ñî ñâîáîäíûì
÷ëåíîì Φk(0) = 1. Òàêèì îáðàçîì,

||x− xk||A = ||A−1rk||A ≤ ||A−1Φk(A)r0||A.

Ïóñòü λ1 ≥ . . . ≥ λn > 0 � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A è q1, . . . , qn � îðòîíîðìèðîâàííûé
áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ:

AQ = QΛ, Q = [q1, . . . , qn], Λ =

λ1

. . .
λn

 .
rk =

n∑
i=1

ζiqi ⇒ ||A−1rk||2A =
n∑

i=1

|ζi|2

λi
≥ ||rk||22

λ1
,

r0 =
n∑

i=1

ξiqi ⇒ ||A−1Φk(A)r0||2A =
n∑

i=1

|Φk(λi)|2 |ξi|2

λi
≤ 1

λn
max

λmin≤λ≤λmax
|Φk(λ)|2 ||r0||22. 2

38.10 Îöåíêà ñ ïîìîùüþ ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûøåâà
Òàêèì îáðàçîì, îöåíêè äëÿ íîðìû k-é íåâÿçêè ìîæíî ïîëó÷àòü ñ ïîìîùüþ ìíîãî÷ëåíîâ. Ïðè ýòîì
íàñ èíòåðåñóåò âåëè÷èíà, óæå èçâåñòíàÿ íàì êàê C-íîðìà â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà
îòðåçêå [λmin, λmax]:

||Φk||C = min
λmin≤λ≤λmax

|Φk(λ)|.

Êàê âûáðàòü ìíîãî÷ëåí Φk(λ) ñ óñëîâèåì íîðìèðîâêè Φk(0) = 1 è íàèìåíüøåé C-íîðìîé íà îòðåçêå
[λmin, λmax]? Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è äàþò ìíîãî÷ëåíû ×åáûøåâà.

Ìíîãî÷ëåíû ×åáûøåâà äëÿ îòðåçêà [−1, 1] îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

T0(t) = 1, T1(t) = t, Tn+1(t) = 2tTn(t)− Tn−1(t), n = 1 2, . . . , .

Ýëåìåíòàðíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî Tn(t) = cos(n arccos t) ïðè −1 ≤ t ≤ 1. ×òîáû íàéòè ïðåäñòàâëåíèå
äëÿ Tn(t) ïðè |t| > 1, ðàññìîòðèì îäíîðîäíîå ðåêêóððåíòíîå óðàâíåíèå

zn+1 − 2tzn + zn−1 = 0

è ïîïðîáóåì èñêàòü åãî ðåøåíèå â âèäå zn = zn, z 6= 0. Òîãäà

z2 − 2tz + 1 = 0 ⇒ z(±) = t±
√
t2 − 1.

ßñíî, ÷òî zn = c1z
n
(+)+c2zn

(−) áóäåò ðåøåíèåì äàííîãî ðåêóððåíòíîãî óðàâíåíèÿ ïðè ëþáûõ êîíñòàíòàõ
c1, c2. Âûáåðåì èõ òàê, ÷òîáû z0 = T0(t), z1 = T1(t). Â èòîãå ïîëó÷àåì

Tn(t) =
1
2

(t+
√
t2 − 1)n +

1
2

(t−
√
t2 − 1)n.

Â ñëó÷àå ìíîãî÷ëåíîâ îò λ ∈ [λmin, λmax] ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé

λ =
λmax + λmin

2
+ t

λmax − λmin

2
⇔ t =

λ− λmax+λmin
2

λmax−λmin
2

.

Ïîëîæèì

Φk(λ) =
Tk

(
λ−λmax+λmin

2
λmax−λmin

2

)
Tk(−λmax+λmin

λmax−λmin
)

⇒ max
λmin≤λ≤λmax

|Φk(λ)| ≤ 1

Tk

(
−λmax+λmin

λmax−λmin

) .
Äàëåå,

|t| =
λmax + λmin

λmax − λmin
⇒ |t|+

√
t2 − 1 =

λmax + λmin + 2
√
λmax

√
λmin

λmax − λmin
=

√
λmax +

√
λmin√

λmax −
√
λmin

.
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Ïðè ýòîì t ïîëó÷àåì

|Tk(t)| ≥ 1
2

(√
λmax +

√
λmin√

λmax −
√
λmin

)k

.

Ýòîò ðåçóëüòàò âìåñòå ñ ëåììîé îá îöåíêå íîðì íåâÿçîê ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ äîêàçûâàåò
ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà. Â óñëîâèÿõ ëåììû îá îöåíêå íîðì íåâÿçîê ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ ñïðàâåäëèâû
íåðàâåíñòâà

||rk||2 ≤ 2
√
λmax

λmin

(√
λmax −

√
λmin√

λmax +
√
λmin

)k

||r0||2, k = 1, 2, . . . .

38.11 Ïðåäîáóñëîâëåííûé ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ
Ïîëó÷åííàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî íîðìû íåâÿçîê â ìåòîäå ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ óáûâàþò òåì
ñèëüíåå, ÷åì ìåíüøå îòíîøåíèå λmax/λmin. Åñëè ýòî îòíîøåíèå âåëèêî, òî ìîæíî ïîïûòàòüñÿ íàéòè
�áëèçêóþ� ýðìèòîâó ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííóþ ìàòðèöó B è ðåøàòü ðàâíîñèëüíóþ ïðåäîáóñëîâëåí-
íóþ ñèñòåìó B−1Ax = B−1b.

Ïðîáëåìà, îäíàêî, â òîì, ÷òî ìû ïîëó÷èëè ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì
ñ ýðìèòîâîé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöåé, à ïðîèçâåäåíèå B−1A â îáùåì ñëó÷àå íå áóäåò
ýðìèòîâîé ìàòðèöåé. Òåì íå ìåíåå, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü A è B � ýðìèòîâû ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå ìàòðèöû. Òîãäà îïåðàòîð
óìíîæåíèÿ íà ìàòðèöó B−1A ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì îïåðàòî-
ðîì îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (x, y)B = (Bx, y).

Äîêàçàòåëüñòâî. (B−1Ax, y)B = (Ax, y) = (x,Ay) = (x,B(B−1A)y) = (Bx,B−1Ay) = (x,B−1Ay)B .
Ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü î÷åâèäíà: (B−1Ax, x)B = (Ax, x) > 0 ïðè x 6= 0. 2

Òåïåðü ìû ìîæåì ïîâòîðèòü âñå ðàññóæäåíèÿ è âûêëàäêè, ïðèâåäøèå ê äâó÷ëåííûì ôîðìóëàì
ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ, ñ çàìåíîé åñòåñòâåííîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ íà (· , ·)B :

x̂k = x̂k−1 + αkp̂k, αk =
(r̂k−1, r̂k−1)B

(B−1Ap̂k, p̂k)B
=

(Br̂k−1, r̂k−1)
(Ap̂k, p̂k)

,

r̂k = r̂k−1 − αkB
−1Ap̂k,

p̂k+1 = r̂k + βkp̂k, βk = − (r̂k, r̂k)B

(r̂k−1, r̂k−1)B
= − (Br̂k, r̂k)

(Br̂k−1, r̂k−1)
.

Çàìåòèì, ÷òî r̂k = B−1(b−Ax̂k) � ýòî íåâÿçêà ïðåäîáóñëîâëåííîé ñèñòåìû. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ íåâÿçêà
èñõîäíîé ñèñòåìû èìååò âèä rk = Br̂k. Ïðåäîáóñëîâëåííûé ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ, âû÷èñëÿ-
þùèé �íàñòîÿùèå� íåâÿçêè rk è òå æå âåêòîðû xk = x̂k è pk = p̂k, ïðèíèìàåò òàêóþ ôîðìó:

r0 = b−Ax0, p1 = B−1r0;

xk = xk−1 + αkpk, αk =
(B−1rk−1, rk−1)

(Apk, pk)
,

rk = rk−1 − αkApk,

pk+1 = B−1rk + βkpk, βk = − (B−1rk, rk)
(B−1rk−1, rk−1)

.

38.12 Îáîáùåíèÿ ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ
Â ñëó÷àå �áîëüøèõ� íåýðìèòîâûõ ìàòðèö îñíîâíûì ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ìèíèìèçàöèè íîðìû íåâÿçêè íà
ïîäïðîñòðàíñòâàõ Êðûëîâà. Â îòëè÷èå îò ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ, â äàííîì ñëó÷àå â ïîä-
ïðîñòðàíñòâàõ Êðûëîâà òðåáóåòñÿ ñòðîèòü è õðàíèòü ïîëíûå áàçèñû. Ñóùåñòâóþò ëè ìåòîäû ñ �êî-
ðîòêèìè� ðåêóððåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè â íåýðìèòîâîì ñëó÷àå?

Ïðåæäå âñåãî, óòî÷íèì âîïðîñ. Ïóñòü Ax = b � ñèñòåìà ñ íåâûðîæäåííîé è â îáùåì ñëó÷àå
íåýðìèòîâîé ìàòðèöåé. Âûáðàâ íà÷àëüíûé âåêòîð x0, íàõîäèì íà÷àëüíóþ íåâÿçêó r0, â ñëó÷àå r0 6= 0
ïîëàãàåì p1 = r0 è ïîñëåäîâàòåëüíî äîïîëíÿåì áàçèñ p1, . . . , pk â ïðîñòðàíñòâàõ Êðûëîâà

Lk = L(r0, Ar0, . . . , Ak−1r0) = L(p1, . . . , pk),
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ïðè÷åì òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âåêòîðû óäîâëåòâîðÿëè óñëîâèÿì ôîðìàëüíîé A-îðòîãîíàëüíîñòè

(Api, pj) = 0, i 6= j, 1 ≤ i, j ≤ k; (Api, pi) 6= 0, 1 ≤ i ≤ k.

Êàê òîëüêî ïîëó÷åíî ïðîñòðàíñòâî Lk, èùåì xk â âèäå xk = x0 + y, y ∈ Lk. Ïðè ýòîì îòêàæåìñÿ îò
ìèíèìèçàöèè íåâÿçêè rk = b−Axk â êàêîé-ëèáî íîðìå è áóäåì îïðåäåëÿòü y ïðîåêöèîííûì óñëîâèåì

rk ⊥ Lk.

Èç ñêàçàííîãî âûòåêàåò, ÷òî

xk = xk−1 + αkpk, rk = rk−1 − αkApk,

ãäå αk îïðåäåëÿåòñÿ ïðîåêöèîííûì óñëîâèåì.

Åñëè rk = 0, òî ðåøåíèå óæå íàéäåíî. Åñëè rk 6= 0, òî èùåì pk+1 â âèäå

pk+1 = rk + γ11p1 + . . .+ γk1pk ⇒ γjk = −(rk, A∗pj)/(Apj , pj).

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ó íàñ åñòü ôîðìàëüíî A-îðòîãîíàëüíûé áàçèñ p1, . . . , pk â Lk, òî ìû ìîæåì íàéòè
âåêòîð pk+1 òàêîé, ÷òî (Apk+1, pj) = 0, 1 ≤ j ≤ k.

Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöû òåïåðü, îäíàêî, íèîòêóäà íå ñëåäóåò,
÷òî (Apk+1, pk+1) 6= 0. Ýòî ñâîéñòâî îòíåñåì ê îñíîâíûì ïðåäïîëîæåíèÿì; â ÷àñòíîñòè, ìû ïðåäïîëà-
ãàåì, ÷òî (Ar0, r0) 6= 0. Åñëè íåâÿçêè r0, r1, . . . , rk−1 íåíóëåâûå è ôîðìàëüíî A-îðòîãîíàëüíûé áàçèñ
p1, . . . , pk â Lk ïîñòðîåí, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðîöåññ íå îáðûâàåòñÿ íà k-ì øàãå. Åñëè ïðè ýòîì
rk = 0, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðîöåññ óñïåøíî çàâåðøàåòñÿ íà k-ì øàãå.

Ëåììà 1. Åñëè ïðîöåññ íå îáðûâàåòñÿ íà k-ì øàãå, òî íåâÿçêè r0, . . . , rk−1 îáðàçóþò îðòîãîíàëüíûé
áàçèñ â Lk.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, rj ∈ Lj+1 ⊂ Lk ïðè 0 ≤ j ≤ k− 1 è, â ñèëó ïðîåêöèîííîãî óñëîâèÿ,
rj ⊥ r0, . . . , rj−1. 2

Âîïðîñ î �êîðîòêèõ� ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèÿõ ïîñòàâèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. 4 Ïóñòü ôèêñè-
ðîâàíî 1 ≤ s ≤ n−1, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñÿêèé ðàç, êîãäà ïðîöåññ íå îáðûâàåòñÿ íà k-ì øàãå, èìåþò
ìåñòî ðàâåíñòâà

γjk = (rk, A∗pj) = 0 ïðè 1 ≤ j ≤ k − s. (1)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî pk+1 âûðàæàåòñÿ ÷åðåç s ïîñëåäíèõ âåêòîðîâ áàçèñà:

pk+1 = rk +
k∑

j=k−s+1

γjkpj .

Êàêèìè ñâîéñòâàìè ïðè ýòîì äîëæíà îáëàäàòü ìàòðèöà A?

Ðàññìîòðèì òàêèå ìàòðèöû, äëÿ êîòîðûõ A∗ åñòü ìíîãî÷ëåí îò A âèäà

A∗ =
s−1∑
j=0

ajA
j . (2)

4Äàííûé âîïðîñ óñèëåííî äèñêóòèðîâàëñÿ â êîíöå 1970-õ ãîäîâ. Ïðîñòîå è ÿñíîå ðåøåíèå, êîòîðîå
ìû çäåñü èçëàãàåì, îñíîâàíî íà èäåÿõ ñòàòüè: Â. Â. Âîåâîäèí, Å. Å. Òûðòûøíèêîâ, Îá îáîáùåíèè ìåòî-
äîâ ñîïðÿæåííûõ íàïðàâëåíèé, ×èñëåííûå ìåòîäû àëãåáðû, Èçäàòåëüñòâî Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà,
1981, ñ. 3�9. Â 2004 ã. Éîðã Ëèåçåí è Ïoëü Ñýéëîð çàìåòèëè, ÷òî èñïîëüçîâàííîå â ýòîé ñòàòüå äî-
ïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå íà ïîðÿäîê ìàòðèöû ëåãêî ñíèìàåòñÿ. Çàìåòèì, ÷òî äðóãîå, ïðè÷åì âåñüìà
ñëîæíîå, äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìîñòè óñëîâèÿ (2) áûëî îïóáëèêîâàíî â 1984 ã. Ôàáåðîì è Ìàíòåôå-
ëåì (V. Faber, T. Manteuffel, Necessary and sufficient conditions for the existence of a conjugate gradient
method, SIAM J. Numer. Anal., vol. 21, no. 2, 1984, pp. 352�362).
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Ëåììà 2. Ïóñòü èìååò ìåñòî (2). Òîãäà äëÿ ëþáîé íà÷àëüíîé íåâÿçêè r0 6= 0, íå äàþùåé îáðûâà
ïðîöåññà íà k-ì øàãå, âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà (1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó (2), A∗pj åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ p1, . . . , pj+s. Ñîãëàñíî ïðî-
åêöèîííîìó óñëîâèþ, rk ⊥ p1, . . . , pj+s ïðè j + s ≤ k ⇒ (1). 2

Ëåììà 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà÷àëüíàÿ íåâÿçêà r0 6= 0 òàêîâà, ÷òî ïðîöåññ íå îáðûâàåòñÿ íà n-
ì øàãå è ïðè ýòîì âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà (1) äëÿ âñåõ 1 ≤ k ≤ n. Òîãäà äëÿ íåêîòîðûõ ÷èñåë
αj = αj(r0) èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

A∗r0 =
s−1∑
j=0

αjA
jr0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òî, ÷òî ïðîöåññ íå îáðûâàåòñÿ íà n-ì øàãå, îçíà÷àåò îðòîãîíàëüíîñòü íåâÿçîê
r0, . . . , rn−1 è ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü âåêòîðîâ r0, Ar0, . . . , An−1r0. Ðàâåíñòâà (Ark, pj) = 0 ïðè 1 ≤
j ≤ k−s îçíà÷àþò, ÷òî (Ark, rj) = 0 ïðè 0 ≤ j ≤ k−s−1. Ñëåäîâàòåëüíî, A∗r0 ⊥ rk ïðè k ≥ s−1 ⇒
A∗r0 åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ r0, . . . , rs−2 ⇒ A∗r0 åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ
r0, Ar0, . . . , A

s−1r0. 2

Òåîðåìà. Ïóñòü 1 ≤ s < n è ìàòðèöà A òàêîâà, ÷òî õîòÿ áû äëÿ îäíîé íà÷àëüíîé íåâÿçêè r0 6= 0
ïðîöåññ íå îáðûâàåòñÿ íà n-ì øàãå. Òîãäà äëÿ âñåõ íà÷àëüíûõ íåâÿçîê ñ òåì æå ñâîéñòâîì äëÿ
âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (1) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ìàòðèöà A óäîâëåòâîðÿëà ñîîòíîøåíèþ
(2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü ïîëó÷åíà â ëåììå 2, ïîýòîìó ïåðåéäåì ñðàçó ê äîêàçàòåëüñòâó íåîá-
õîäèìîñòè. Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü âåêòîðîâ r0, Ar0, . . . , An−1r0 îçíà÷àåò, ÷òî ñòåïåíü ìèíèìàëüíîãî
ìíîãî÷ëåíà ìàòðèöû A ðàâíà n ⇒ äëÿ êàæäîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ èìååòñÿ ðîâíî îäíà æîðäà-
íîâà êëåòêà. Ïóñòü x = r0 è y = Ar0. ßñíî, ÷òî â ñëó÷àå íà÷àëüíîé íåâÿçêè, ðàâíîé x èëè y, ïðîöåññ
íå îáðûâàåòñÿ íà n-ì øàãå. Áîëåå òîãî, äëÿ íà÷àëüíîé íåâÿçêè âèäà x+ γy ïðîöåññ ìîæåò îáðûâàòüñÿ
ðàíåå n-ãî øàãà ëèøü äëÿ êàêîãî-òî êîíå÷íîãî ÷èñëà çíà÷åíèé γ (íå áîëåå ÷èñëà æîðäàíîâûõ êëåòîê
äëÿ A). Ñîãëàñíî ëåììå 3, èìååì

A∗x =
s−1∑
j=0

αjA
jx, A∗y =

s−1∑
j=0

βjA
jy, A∗(x+ γy) =

s−1∑
j=0

φjA
j(x+ γy).

Îòñþäà, ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà y = Ax,

α0x +
s−1∑
j=1

(αj + γβj−1)Ajx + βs−1A
sx = φ0x +

s−1∑
j=1

(φj + γφj−1)Ajx + φs−1A
sx ⇒

φ0 = α0; φj + γφj−1 = αj + γβj−1, 1 ≤ j ≤ s− 1; φs−1 = βs−1.

Âû÷òåì èç âòîðîãî ðàâåíñòâà ïåðâîå, óìíîæåííîå íà γ: φ1 = α1 + γ(β0 − α0). Ýòî ðàâåíñòâî óìíîæèì
íà γ è âû÷òåì èç òðåòüåãî ðàâåíñòâà: φ2 = α2 +γ(β1−α1)−γ2(β0−α0). È òàê äàëåå. Â èòîãå ïîëó÷àåì

φs−1 = βs−1 = αs−1 + γ(βs−2 − αs−2)− γ2(βs−3 − αs−3) + . . .+ (−1)sγs−2(β0 − α0) ⇒

s−2∑
j=0

γs−2−j(βj − αj)(−1)s−j = 0.

Ïîñëåäíåå ñîîîòíîøåíèå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äëÿ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà çíà÷åíèé γ ⇒ αj = βj äëÿ
âñåõ 0 ≤ j ≤ s− 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî

A∗z =
s−1∑
j=0

αjA
jz

âûïîëíÿåòñÿ ñ îäíèìè è òåìè æå ÷èñëàìè αj äëÿ êàæäîãî èç âåêòîðîâ z = x, Ax, . . . , An−1x, îáðàçó-
þùèõ áàçèñ â Cn. Ïîýòîìó ïîëó÷àåì ìàòðè÷íîå ðàâåíñòâî (2), â êîòîðîì aj = αj . 2
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ÎÑÍÎÂÍÀß ×ÀÑÒÜ

39.1 Ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è
Ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû íàçûâàåòñÿ òàêæå åå ñïåêòðîì, à ëþáûå çàäà÷è è ñâîéñòâà,
ñâÿçàííûå ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè è âåêòîðàìè, íàçûâàþòñÿ ñïåêòðàëüíûìè. Â ýòîì ïëàíå òåð-
ìèí �ñïåêòðàëüíàÿ íîðìà ìàòðèöû� âïîëíå ïîíÿòåí: íîðìà ||A||2 ðàâíà ñòàðøåìó ñèíãóëÿðíîìó ÷èñëó
ìàòðèöû A, êîòîðîå åñòü êîðåíü êâàäðàòíûé èç ñòàðøåãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ìàòðèöû AA∗.

Ìåòîäû ðåøåíèÿ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ îáû÷íî îñíîâàíû íà ðåäóêöèè çàäà÷è ê àíàëîãè÷íîé çàäà÷å
äëÿ ìàòðèöû �ïðîñòîãî âèäà�, äëÿ êîòîðîé çàäà÷à ðåøàåòñÿ óæå î÷åâèäíûì îáðàçîì. Ñóùåñòâåííîå
îòëè÷èå îò çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ñèñòåìàìè ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,
÷òî â ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷àõ ðåäóêöèÿ ïî÷òè âñåãäà ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ. Íà ïðàêòèêå
ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî ÷èñëà øàãîâ èñõîäíàÿ ìàòðèöà ïðèâîäèòñÿ ê ìàòðèöå âñå åùå
äîñòàòî÷íî îáùåãî âèäà, íî òàêîé, ÷òî ïóòåì çàìåíû �ìàëûõ� ýëåìåíòîâ íà íóëè èç íåå ïîëó÷àåòñÿ
èñêîìàÿ ìàòðèöà �ïðîñòîãî âèäà�.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ðåøåíèè ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ î÷åíü âàæíî çíàòü, êàê èçìåíÿþòñÿ ñïåêòðàëü-
íûå ñâîéñòâà ïðè ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû. Ïðåæäå âñåãî, ÷òî áóäåò ñ ñîáñòâåííûìè
çíà÷åíèÿìè? Ýòîò âîïðîñ, î÷åâèäíî, ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó îá èçìåíåíèè êîðíåé ìíîãî÷ëåíà ïðè èçìåíå-
íèè êîýôôèöèåíòîâ.

Ïóñòü x1, . . . , xn è y1, . . . , yn � ïîëíûå ñèñòåìû êîðíåé (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé) äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ
ñòåïåíè n. Áàçîé äëÿ èçó÷åíèÿ �áëèçêèõ� ñèñòåì êîðíåé ìîæåò ñëóæèòü ðàçóìíûì îáðàçîì îïðåäåëåí-
íîå ðàññòîÿíèå ìåæäó n-ýëåìåíòíûìè ñèñòåìàìè. Íàïðèìåð, òàêîå:

ρp (x, y ) = min
Q
||x−Qy||p, λ =

[
x1

...
xn

]
, µ =

[
y1

...
yn

]
,

ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ìàòðèöàì ïåðåñòàíîâîê Q ïîðÿäêà n, p ≥ 1.

39.2 Íåïðåðûâíîñòü êîðíåé ìíîãî÷ëåíà
Ëåììà 1. Ëþáîé êîðåíü ζ ìíîãî÷ëåíà f(z) = a0+a1z+. . .+an−1z

n−1+zn óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

|ζ| ≤ max
(
||a||1, n

√
||a||1

)
, ||a||1 = |a0|+ |a1|+ . . .+ |an−1|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(ζ) = 0 ⇒ |ζ|n ≤ |a0|+ |a1||ζ|+ . . .+ |an−1||ζ|n−1. Åñëè |ζ| ≤ 1, òî ïîëó÷àåì
|ζ|n ≤ ||a||1. Åñëè |ζ| > 1, òî |ζ|n ≤ ||a||1 |ζ|n−1 ⇒ |ζ| ≤ ||a||1. 2

Åñëè äàíû ìíîãî÷ëåíû f(z) =
n∑

i=0

aiz
i, g(z) =

n∑
i=0

biz
i, òî ïóñòü, ïî îïðåäåëåíèþ,

||f − g||1 =
n∑

i=0

|ai − bi|.

281



282 Ëåêöèÿ 39

Ïðåäïîëîæèì äàëåå, ÷òî an = bn = 1. Êîðíè f(z) è g(z) îáîçíà÷èì ÷åðåç x1, . . . , xn è y1, . . . , yn è
ñîñòàâèì èç íèõ âåêòîðû-ñòîëáöû x = [x1, . . . , xn]> è y = [y1, . . . , yn]>.

Ëåììà 2. Ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâêà i1, . . . , in íîìåðîâ 1, . . . , n òàêàÿ, ÷òî

n∑
k=1

|xk − yik
| ≤

n∑
k=1

|gk(xk)|1/(n+1−k),

ãäå g1(z) = g(z) è gk(z) = gk+1(z)(z − yik
), 1 ≤ k ≤ n− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè |x1 − yi1 | = min
1≤i≤n

|x1 − yi|, òî |g(x1)| =
∣∣∣∣ n∏
i=1

(x1 − yi)
∣∣∣∣ ≥ |x1 − yi1 |

n ⇒

|x1 − yi1 | ≤ |g(x1)|1/n. Ïóñòü f1(z) = f(z) è fk(z) = fk+1(z)(z − xk), 1 ≤ k ≤ n − 1. Òîãäà åñëè

|x2 − yi2 | = min
i 6=i1

|x2 − yi|, òî |g2(x2)| =

∣∣∣∣∣ ∏i 6=i1

(x2 − yi)

∣∣∣∣∣ ≥ |x2 − yi2 |n−1 ⇒ |x2 − yi2 | ≤ |g2(x2)|1/(n−1). È

òàê äàëåå. 2

Ëåììà 3. Ïóñòü ζ è η � êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ f(z) è g(z), è ïóñòü ìíîãî÷ëåíû φ(z) è ψ(z) îïðåäåëåíû
ðàâåíñòâàìè f(z) = φ(z) (z − ζ) è g(z) = ψ(z) (z − η). Òîãäà

||φ− ψ||1 ≤ γ(α, β)(α+ β), α = ||f − g||1, β = |ζ − η|,

ãäå γ(α, β) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ îò α è β.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè f(z) =
n∑

i=0

aiz
i, φ(z) =

n−1∑
i=0

ciz
i è g(z) =

n∑
i=0

biz
i, ψ(z) =

n−1∑
i=0

diz
i, òî

ai = ci−1 − ciζ, bi = di−1 − diη, 0 ≤ i ≤ n,

åñëè óñëîâèòüñÿ, ÷òî c−1 = cn = 0 = d−1 = dn. Îòñþäà ïîëó÷àåì

ci−1 − di−1 = (ai − bi) + (ci − di)ζ + di(ζ − η), 1 ≤ i ≤ n.

Îñòàåòñÿ ó÷åñòü îöåíêó ëåììû 1 äëÿ ζ. 2

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî åñëè ||f − g||1 ≤ δ, òî
ρ1(x, y) ≤ ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåíû gk(z) è fk(z), âîçíèêøèå â ôîðìóëèðîâêå è äîêàçàòåëüñòâå
ëåììû 2. Î÷åâèäíî, fk(xk) = 0. Ïîýòîìó

ρ1(x, y) ≤
n∑

k=1

|xk − yik
| ≤

n∑
k=1

|fk(xk)− gk(xk)|1/(n+1−k).

Ôèêñèðóåì f(z) è ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåíû g(z) ñ äîñòàòî÷íî ìàëîé íîðìîé ||f − g||1 (ñòàðøèå êîýô-
ôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíîâ ðàâíû 1). Ñîãëàñíî ëåììå 1, âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ g(z) îãðàíè÷åíû. ßñíî,
÷òî |fk(xk) − gk(xk)| ≤ c||fk − gk||1 ñ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé c > 0. Ïðèìåíÿÿ ëåììó 3, íàõîäèì, ÷òî
||fk+1−gk+1||1 ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, åñëè ||fk−gk||1 ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ïîýòîìó max

1≤k≤n
||fk−gk||1 ñòðåìèòñÿ

ê íóëþ, åñëè ||f − g||1 ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. 2

Çàìå÷àíèå. Áîëåå òîíêîå ðàññóæäåíèå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îöåíêó

ρ1(x, y) ≤ cn||f − g||1/n
1 ,

â êîòîðîé ïîêàçàòåëü 1/n óëó÷øèòü íåëüçÿ. Íàïðèìåð, ïóñòü f(z) = (z−ζ)n è g(z) = (z−ζ)n−ε, ε > 0.
Òîãäà åñëè η � êîðåíü g(z), òî |η−ζ| = ε1/n. Äàæå ïðè ìàëîì ε âåëè÷èíà ε1/n ìîæåò îêàçàòüñÿ íå òàêîé
óæ ìàëîé. Íàïðèìåð, åñëè ε = 10−10, òî ïðè n = 10 ïîëó÷àåì ε1/n = 0.1, à ïðè n = 100 è n = 1000 ýòî
áóäåò ≈ 0.79 è ≈ 0.98.

Ïðèìåð Äæ. Õ. Óèëêèíñîíà. Ìíîãî÷ëåí f(z) =
20∏

i=1

(z − i) èìååò n = 20 ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ

êîðíåé. Íåñìîòðÿ íà äîêàçàííûé íàìè ôàêò íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè êîðíåé îò êîýôôèöèåíòîâ, ïðè
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ïðàêòè÷åñêè ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ êîðíè ìîãóò èçìåíèòüñÿ î÷åíü ñèëüíî. Â äàííîì ñëó÷àå ñèòóàöèþ
ëåãêî ïðîàíàëèçèðîâàòü, âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà î íåÿâíîé ôóíêöèè.
Ïóñòü x = x(t) � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà gt(z) = f(z) + tz19, ÿâëÿþùèéñÿ âîçìóùåíèåì êîðíÿ x(0) = 20
ïðè âîçìóùåíèè ëèøü îäíîãî êîýôôèöèåíòà èñõîäíîãî ìíîãî÷ëåíà � ïðè z19. Ôóíêöèÿ x = x(t) �
òèïè÷íûé ïðèìåð íåÿâíîé ôóíêöèè, çàäàííîé óðàâíåíèåì

F (x, t) = 0, ãäå F (x, t) = f(x) + tx19.

Îòñþäà íàõîäèì ∂F
∂x

dx
dt + ∂F

∂t = 0 ⇒ dx
dt = −∂F

∂t /
∂F
∂x . Â íàøåì ñëó÷àå

∂F

∂x
=

20∑
j=1

∏
1 ≤ i ≤ 20

i 6= j

(x− i) + 19 t x19 ⇒ ∂F

∂x

∣∣∣∣
x=20,t=0

= 19!.

ßñíî òàêæå, ÷òî ∂F
∂t

∣∣
x=20

= 2019. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè óñëîâèè x(0) = 20 íàõîäèì

dx

dt

∣∣∣∣
t=0

= −2019

19!
≈ −4.3 · 107.

39.3 Âîçìóùåíèå ñïåêòðà ìàòðèöû
Ëþáûå ïðèìåðû ÷óâñòâèòåëüíîñòè êîðíåé ìíîãî÷ëåíà ê âîçìóùåíèÿì êîýôôèöèåíòîâ äàþò ïðèìåðû
÷óâñòâèòåëüíîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé (ñïåêòðà) ìàòðèöû ê âîçìóùåíèÿì åå ýëåìåíòîâ � äîñòàòî÷íî
ðàññìîòðåòü ìàòðèöó Ôðîáåíèóñà äëÿ äàííîãî ìíîãî÷ëåíà.

Ïðè âû÷èñëåíèè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ñïîñîáíûõ ñèëüíî èçìåíèòüñÿ ïðè ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ
ýëåìåíòîâ ìàòðèöû, ñëåäóåò çàäóìàòüñÿ î òîì, â êàêîé ñòåïåíè ìîæíî äîâåðÿòü ïîëó÷åííîìó îòâåòó.
Ñîâðåìåííàÿ òî÷êà çðåíèÿ íà ðåøåíèå ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ 1 ñâÿçàíà ñ èçó÷åíèåì òàê íàçûâàåìûõ
ñïåêòðàëüíûõ ïîðòðåòîâ: äëÿ çàäàííîé ìàòðèöû A è ïàðàìåòðà ε > 0 ýòî ìíîæåñòâà âèäà

S(ε) = {z ∈ C : σmin(A− zI) ≤ ε},

ãäå σmin(B) îáîçíà÷àåò ìèíèìàëüíîå ñèíãóëÿðíîå ÷èñëî ìàòðèöû B.
Î÷åâèäíî, ñïåêòð ìàòðèöû A ñîäåðæèòñÿ â S(ε). Îäíàêî, âîçìóùåíèÿ ïîðÿäêà ε ìîãóò äàòü ìàò-

ðèöó ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè, èçìåíÿþùèìèñÿ â ïðåäåëàõ ìíîæåñòâà S(ε). Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ íå
ñëåäóåò îæèäàòü ñêîëü-íèáóäü òî÷íîãî âû÷èñëåíèÿ îòäåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, íî, â òî æå âðå-
ìÿ, ïðè ôèêñèðîâàííîì ε ñàìè ìíîæåñòâà S(ε) � îáúåêò, ìàëî èçìåíÿþùèéñÿ ïðè ìàëûõ âàðèàöèÿõ
ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A.

ÄÎÏÎËÍÈÒÅËÜÍÀß ×ÀÑÒÜ

39.4 Ïðåîáðàçîâàíèÿ îòðàæåíèÿ è âðàùåíèÿ
Ïðè ðåøåíèè ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ äëÿ óïðîùåíèÿ âèäà èñõîäíîé ìàòðèöû A îáû÷íî èñïîëüçóþò óíè-
òàðíîå ïîäîáèå � ïîäîáèå ñîõðàíÿåò ñïåêòð, à óíèòàðíîñòü ñîõðàíÿåò ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà è, ñëåäîâà-
òåëüíî, íå ìåíÿåò ñïåêòðàëüíûå ïîðòðåòû.

Íà ïðàêòèêå óíèòàðíîå ïîäîáèå ðåàëèçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìàòðèö îòðàæåíèÿ
èëè (êîìïëåêñíûõ) ìàòðèö âðàùåíèÿ. Âûáîð ìàòðèö îòðàæåíèÿ èëè âðàùåíèÿ ñâÿçàí ñ æåëàíèåì
èñêëþ÷èòü òå èëè èíûå ýëåìåíòû. Ïðè ýòîì îäíà ìàòðèöà âðàùåíèÿ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îäèí íóëü, à
îäíà ìàòðèöà îòðàæåíèÿ � íóëè ñðàçó âî âñåõ, êðîìå îäíîé, ïîçèöèÿõ ñòîëáöà èëè ñòðîêè.

Èñêëþ÷åíèå ñ ïîìîùüþ âðàùåíèé. Âñåãäà ñóùåñòâóþò êîìïëåêñíûå ÷èñëà ξ, η, |ξ| = |η| = 1,
è âåùåñòâåííîå ÷èñëî φ òàêèå, ÷òî äëÿ çàäàííûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë x1, x2 ïîëó÷àåì[

cos φ − sin φ
sin φ cos φ

] [
ξ 0
0 η

] [
x1

x2

]
=
[
y1

0

]
.

1Îïèñàíèå è ðàçâèòèå äàííîé òî÷êè çðåíèÿ ìîæíî íàéòè â êíèãå: Ñ. Ê. Ãîäóíîâ, Ñîâðåìåííûå
àñïåêòû ëèíåéíîé àëãåáðû, Íàó÷íàÿ êíèãà, Íîâîñèáèðñê, 1997.
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Åñëè x1 = 0, ïîëîæèì ξ = 1, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïóñòü ξ = |x1|/x1. Àíàëîãè÷íî, åñëè x2 = 0, òî ζ = 1,
èíà÷å ïóñòü η = |x2|/x2. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëà ξx1 è ηx2 âåùåñòâåííûå è äàæå íåîòðèöàòåëüíûå. Óãîë
φ âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ (ξx1) cosφ + (ηx2) sinφ = 0.

Èñêëþ÷åíèå ñ ïîìîùüþ îòðàæåíèé. Âñåãäà ñóùåñòâóåò âåêòîð v = [v1, . . . , vn]> ∈ Cn, ||v||2 =
1, òàêîé, ÷òî äëÿ çàäàííûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë x1, . . . , xn ïîëó÷àåì

(I − 2vv∗)

x1

x2

...
xn

 =

y1

0
...
0

 .
Äîêàæåì áîëåå îáùåå ïðåäëîæåíèå: åñëè x = [x1, . . . , xn]>, y = [y1, . . . , yn]> è ||x||2 = ||y||2, òî

íàéäåòñÿ âåêòîð v, ||v||2 = 1, òàêîé, ÷òî (I − 2vv∗)x = γy äëÿ íåêîòîðîãî γ, |γ| = 1.

Åñëè x 6= γy, ïîëîæèì u = x− γy, v = u/||u||2. Òîãäà

x− 2v(v∗x) = γy ⇒ 2v(v∗x) = u ⇒ 2(u∗x) = ||u||22.

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ïîçâîëÿåò íàéòè γ:

2(x∗x− γ̄y∗x) = ||x||22 + ||y||22 − 2Re (γ̄y∗x).

Ïîñêîëüêó ||x||2 = ||y||2, îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ÷èñëî γ̄y∗x âåùåñòâåííîå. Åñëè y∗x = 0, òî ìîæíî âçÿòü
ëþáîå γ ñ ìîäóëåì 1. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ó íàñ ðîâíî äâå âîçìîæíîñòè: γ = y∗x/|y∗x| èëè γ =
−y∗x/|y∗x|. 2

39.5 Ïðèâåäåíèå ê òðåóãîëüíîìó âèäó
Ìàòðèöó ìîæíî ïðèâåñòè ê òðåóãîëüíîìó âèäó ïóòåì ïîñëåäîâàòåëüíîãî èñêëþ÷åíèÿ ýëåìåíòîâ ñ
ïîìîùüþ óìíîæåíèÿ åå ñëåâà íà ìàòðèöû îòðàæåíèÿ èëè âðàùåíèÿ. Ïðè èñïîëüçîâàíèè îòðàæåíèé
óìíîæåíèé áóäåò ìàêñèìóì n− 1, â ñëó÷àå âðàùåíèé èõ íå áîëåå (n2 − n)/2.

Âîò òðè øàãà èñêëþ÷åíèÿ ïðè n = 4 â ñëó÷àå îòðàæåíèé:a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44

 7→

b11 b12 b13 b14
0 b22 b23 b24
0 b32 b33 b34
0 b42 b43 b44

 7→

b11 b12 b13 b14
0 c22 c23 c24
0 0 c33 c34
0 0 c43 c44

 7→

b11 b12 b13 b14
0 c22 c23 c24
0 0 d33 d34

0 0 0 d44

 .
Äàííîå ïîñòðîåíèå ÿâëÿåòñÿ êîíñòðóêòèâíûì äîêàçàòåëüñòâîì ñóùåñòâîâàíèÿ QR-ðàçëîæåíèÿ

ìàòðèöû. Îíî ïîëåçíî ïðè ðåøåíèè ëèíåéíûõ ñèñòåì, îñîáåííî â çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñ ìåòîäîì
íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

39.6 Ïðèâåäåíèå ê ïî÷òè òðåóãîëüíîìó âèäó
Óíèòàðíî ïîäîáíîå ïðåîáðàçîâàíèå ìàòðèöû ê òðåóãîëüíîìó âèäó çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ íåâîçìîæ-
íî � èíà÷å ñóùåñòâîâàë áû êîíå÷íûé àëãîðèòì ïîëó÷åíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû è êîðíåé
ìíîãî÷ëåíîâ. Îäíàêî, çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ èñêëþ÷åíèÿ ýëåìåíòîâ ìîæíî ïîëó÷èòü óíèòàðíî ïî-
äîáíóþ ïî÷òè òðåóãîëüíóþ ìàòðèöó.

Íàïðèìåð, ïðè n = 4 ïðåîáðàçîâàíèÿ âûãëÿäÿò òàê:

Q1

a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44

Q∗1 =

a11 b12 b13 b14
b21 b22 b23 b24
0 b32 b33 b34
0 b42 b43 b44

 ,
Q2

b11 b12 b13 b14
b21 b22 b23 b24
0 b32 b33 b34
0 b42 b43 b44

Q∗2 =

b11 b12 c13 c14
b21 b22 c23 c24
0 c32 c33 c34
0 0 c43 c44

 .
Ïðè óìíîæåíèè ñëåâà íà ìàòðèöó îòðàæåíèÿ Q1 ïåðâàÿ ñòðîêà íå èçìåíÿåòñÿ, à â ïåðâîì ñòîëáöå
ïîÿâëÿþòñÿ äâà íóëÿ. Ïðè óìíîæåíèè íà Q∗1 ñïðàâà ñîõðàíÿåòñÿ ïåðâûé ñòîëáåö, à çíà÷èò, è äâà
ïîëó÷åííûõ â íåì íóëÿ. Äàëåå, óìíîæåíèå ñëåâà íà Q2 äàåò åùå îäèí íóëü è íå ìåíÿåò ïåðâûå äâå
ñòðîêè. Óìíîæåíèå ñïðàâà íà Q∗2 ñîõðàíÿåò ïåðâûå äâà ñòîëáöà, è ñëåäîâàòåëüíî, âñå ðàíåå ïîëó÷åííûå
â íèõ íóëè.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè èñõîäíàÿ ìàòðèöà A ýðìèòîâà, òî òàêîé æå áóäåò è ïîëó÷åííàÿ â èòîãå âåðõíÿÿ
ïî÷òè òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà. Åå ýðìèòîâîñòü îçíà÷àåò, î÷åâèäíî, ÷òî îíà â äàííîì ñëó÷àå îêàçûâàåòñÿ
òðåõäèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé.



Å. Å. Òûðòûøíèêîâ 285

39.7 Ïðèâåäåíèå ê äâóõäèàãîíàëüíîìó âèäó
Èñïîëüçóÿ äëÿ óìíîæåíèé ñëåâà è ñïðàâà ðàçíûå ìàòðèöû îòðàæåíèÿ èëè âðàùåíèÿ, ëþáóþ çàäàííóþ
ìàòðèöó ìîæíî ïðèâåñòè ê âåðõíåìó äâóõäèàãîíàëüíîìó âèäó.

Ïðè n = 4 ýòî äåëàåòñÿ òàêèì îáðàçîì:

U1

a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44

 =

b11 b12 b13 b14
0 b22 b23 b24
0 b32 b33 b34
0 b42 b43 b44

 ,
b11 b12 b13 b14

0 b22 b23 b24
0 b32 b33 b34
0 b42 b43 b44

V ∗1 =

b11 c12 0 0
0 c22 c23 c24
0 c32 c33 c34
0 c42 c43 c44

 ,

U2

b11 c12 0 0
0 c22 c23 c24
0 c32 c33 c34
0 c42 c43 c44

 =

b11 c12 0 0
0 d22 d23 d24

0 0 d33 d34

0 0 d43 d44

 ,
b11 c12 0 0

0 d22 d23 c24
0 0 d33 d34

0 0 d43 d44

V ∗2 =

b11 c12 0 0
0 d22 e23 0
0 0 e33 e34

0 0 e43 e44

 .
Óìíîæåíèå ñëåâà íà U1 äàåò òðè íóëÿ â ïåðâîì ñòîëáöå. Ïîñëå ýòîãî óìíîæåíèå ñïðàâà íà V ∗1 äîáàâëÿåò
äâà íóëÿ â ïåðâîé ñòðîêå è íå èçìåíÿåò ïåðâûé ñòîëáåö. Âàæíî, ÷òî ïðè êàæäîì ïðåîáðàçîâàíèè
ñîõðàíÿþòñÿ âñå íóëè, ïîëó÷åííûå ðàíåå.

39.8 Âû÷èñëåíèå ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë
Óíèòàðíîå ïðèâåäåíèå ê äâóõäèàãîíàëüíîìó âèäó äàåò âîçìîæíîñòü ñâåñòè çàäà÷ó î âû÷èñëåíèè ñèí-
ãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû ê àíàëîãè÷íîé çàäà÷å äëÿ äâóõäèàãîíàëüíîé ìàòðèöû. Áîëåå òîãî,
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå åå ýëåìåíòû íåîòðèöàòåëüíû (ýòîãî ìîæíî äîáèòüñÿ óìíîæåíèåì ñëåâà è ñïðà-
âà íà äèàãîíàëüíûå óíèòàðíûå ìàòðèöû). Èòàê, ïóñòü

A0 =


a0
1 b01

a0
2 b02

. . . . . .
a0

n−1 b0n−1

a0
n

 .
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé áåñêîíå÷íûé ïðîöåññ èñêëþ÷åíèÿ ýëåìåíòîâ, íà÷èíàþùèéñÿ ñ âåùåñòâåí-

íîé äâóõäèàãîíàëüíîé ìàòðèöû A0 è èñïîëüçóþùèé âåùåñòâåííûå ìàòðèöû âðàùåíèÿ. Ïîñëåäîâàòåëü-
íî èñêëþ÷àÿ íàääèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû b01, . . . , b

0
n−1 ñ ïîìîùüþ óìíîæåíèÿ íà ìàòðèöû âðàùåíèÿ

ñïðàâà, ïðåîáðàçóåì A0 â íèæíþþ äâóõäèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó

A1 =


a1
1

b11 a1
2

b12 . . .
. . . a1

n−1

b1n−1 a1
n

 .
Äàëåå áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî èñêëþ÷àòü ïîääèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû è âíîâü áóäåì èìåòü âåðõíþþ
äâóõäèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó A2. Çàòåì èç A2 óìíîæåíèÿìè ñïðàâà ïîëó÷èì íèæíþþ äâóõäèàãîíàëü-
íóþ ìàòðèöó A3, è òàê äàëåå.

Äàííûé ïðîöåññ îïèñûâàåòñÿ ðàâåíñòâàìè

AkQk = Ak+1, Qk+1Ak+1 = Ak+2, k = 0, 2, . . . ,

ãäå ìàòðèöû Qk ÿâëÿþòñÿ óíèòàðíûìè. ßñíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî k ìàòðèöà Ak óíèòàðíî ïîäîáíà A0.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ak

1 , . . . , a
k
n ýëåìåíòû ãëàâíîé äèàãîíàëè Ak, à ÷åðåç bk1 , . . . , b

k
n−1 ýëåìåíòû âòîðîé

äèàãîíàëè (âåðõíåé èëè íèæíåé â çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòè k). Âñå ÷èñëà âåùåñòâåííûå. Ñîõðàíåíèå
äëèí ñòîëáöîâ ïðè óìíîæåíèè íà Qk ñëåâà è ñîõðàíåíèå äëèí ñòðîê ïðè óìíîæåíèè íà Qk ñïðàâà äàåò
ñëåäóþùóþ ñèñòåìó ðàâåíñòâ:

(bk1)2+ (ak
1)2 = (ak+1

1 )2,
(bk2)2+ (ak

2)2 = (ak+1
2 )2 +(bk+1

1 )2,
. . . . . . . . .

(ak
n)2 = (ak+1

n )2 +(bk+1
n−1)2.

Ïîñêîëüêó ýòè ðàâåíñòâà èìåþò ìåñòî äëÿ âñåõ k, íàõîäèì, â ÷àñòíîñòè, ÷òî

(a0
n)2 ≥

k∑
i=2

(bin−1)2 ∀ k ⇒ bkn−1 → 0 ïðè k →∞.
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Îòñþäà âûòåêàåò òàêæå ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà ïðè k → ∞ äëÿ (ìîíîòîííî óáûâàþùåé) ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ak

n. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî

bkj → 0 ïðè k →∞, 1 ≤ j ≤ n− 1,

à òàêæå è ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëîâ ïðè k → ∞ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ak
j .

Ýòè ïðåäåëû, êîíå÷íî æå, áóäóò ðàâíû ñèíãóëÿðíûì ÷èñëàì èñõîäíîé ìàòðèöû A0.
Äàííûé ïðîöåññ äàåò íåêîòîðîå îáùåå ïðåäñòàâëåíèå î òîì, êàê ìîãóò ñòðîèòüñÿ àëãîðèòìû äëÿ

âû÷èñëåíèÿ ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë. Íåêîòîðûå ÷åðòû òîãî æå ïðîöåññà ìîæíî îáíàðóæèòü è â àëãîðèò-
ìàõ âû÷èñëåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Ñëåäóåò çàìåòèòü, îäíàêî, ÷òî ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìîâ,
èñïîëüçóåìûõ â ñîâðåìåííûõ ïàêåòàõ è áèáëèîòåêàõ ïðîãðàìì, ñâÿçàíà ñ îïðåäåëåííûì ÷èñëîì î÷åíü
âàæíûõ äåòàëåé è èäåé, êîòîðûå ìû îáñóäèòü çäåñü íå èìåëè âîçìîæíîñòè.

39.9 Ëîêàëèçàöèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
Ïóñòü A = [aij ] ∈ Cn×n. Åñëè Ax = λx, x 6= 0, òî ||Ax|| = ||λx|| ≤ ||A||||x|| ⇒ |λ| ≤ ||A||. Ïîëó÷åííîå
íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî ïðè èñïîëüçîâàíèè ëþáîé ìàòðè÷íîé íîðìû.

×òîáû ïîëó÷èòü áîëåå äåòàëüíóþ ëîêàëèçàöèþ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A, ðàññìîòðèì íà
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè òàê íàçûâàåìûå êðóãè Ãåðøãîðèíà

Di(A) = {z ∈ C : |z − aii| ≤
∑

1≤j≤n, j 6=i

|aij |}, 1 ≤ i ≤ n.

Ïåðâàÿ òåîðåìà Ãåðøãîðèíà. Ëþáîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû A ∈ Cn×n ïðèíàäëåæèò
îáúåäèíåíèþ êðóãîâ Ãåðøãîðèíà äëÿ A è îäíîâðåìåííî îáúåäèíåíèþ êðóãîâ Ãåðøãîðèíà äëÿ A>.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî |aii − λ| >
∑

1≤j≤n, j 6=i

|aij |, 1 ≤ i ≤ n. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî A− λI

ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ñ äèàãîíàëüíûì ïðåîáëàäàíèåì ïî ñòðîêàì è ïîýòîìó îáðàòèìà (ñì. ðàçäåë 8.10).
Çíà÷èò, íèêàêîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî λ /∈

⋃
1≤i≤n

Di(A) íå ìîæåò áûòü ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì äëÿ A. 2

Âòîðàÿ òåîðåìà Ãåðøãîðèíà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáúåäèíåíèå k êðóãîâ Ãåðøãîðèíà D = Di1 ∪ . . .∪
Dik

äëÿ ìàòðèöû A íå èìååò îáùèõ òî÷åê ñ îñòàëüíûìè êðóãàìè Ãåðøãîðèíà. Òîãäà D ñîäåðæèò
ðîâíî k ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç B = [bij ] äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó ïîðÿäêà n ñ ýëåìåíòàìè bii = aii

è ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ìàòðèö A(t) = At + (1 − t)B ïðè 0 ≤ t ≤ 1. Î÷åâèäíî, A(0) = B è A(1) = A.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç λ(t) = [λ1(t), . . . , λn(t)]> âåêòîð-ñòîëáåö, ñîñòàâëåííûé èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
ìàòðèöû A(t), è ÷åðåç ν(t) ÷èñëî êîìïîíåíò λ(t), ïðèíàäëåæàùèõ D. Çàôèêñèðóåì t0. Òîãäà ïðè âñåõ
t, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê t0, äîëæíî áûòü ν(t) = ν(t0). Åñëè ýòî íå òàê, òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
tm, ñõîäÿùàÿñÿ ê t0 ïðè m→∞ è òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé ìàòðèöû ïåðåñòàíîâêè P

ρ1(λ(tm), λ(t0)) ≥ ||λ(t0)− Pλ(tm)||1 ≥ d ≡ inf
u∈D, v∈D′

|u− v|,

ãäå D′ � îáúåäèíåíèå êðóãîâ Ãåðøãîðèíà, íå âõîäÿùèõ â D. Äàííîå íåðàâåíñòâî ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå
î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè êîðíåé ìíîãî÷ëåíà îò êîýôôèöèåíòîâ (à çíà÷èò, è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
ìàòðèöû îò åå ýëåìåíòîâ). Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ ν(t) íåïðåðûâíà ïî t è ïðèíèìàåò öåëî÷èñëåííûå
çíà÷åíèÿ ⇒ ν(t) � êîíñòàíòà. Ïðè ýòîì ν(0) = k ⇒ ν(t) = k äëÿ âñåõ 0 ≤ t ≤ 1. 2

Îòìåòèì åùå îäíî ïðîñòîå óòâåðæäåíèå, ïðèâîäÿùåå ê ñåðèè ðåçóëüòàòîâ ïî ëîêàëèçàöèè ñîáñò-
âåííûõ çíà÷åíèé ïðè âîçìóùåíèÿõ çàäàííîé ìàòðèöû.

Òåîðåìà Áàóýðà�Ôàéêà. Åñëè µ ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ìàòðèöû B = A + F , íî íå
ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ìàòðèöû A, òî 1/||(A− µI)−1||2 ≤ ||F ||2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìàòðèöà B − µI = (A − µI) + F âûðîæäåííàÿ ⇒ ìàòðèöà I + (A − µI)−1F
âûðîæäåííàÿ ⇒ ||(A− µI)−1||2||F ||2 ≥ ||(A− µI)−1F ||2 ≥ 1. 2

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü A � äèàãîíàëèçóåìàÿ ìàòðèöà, è ïðåäïîëîæèì,÷òî AX = XΛ, ãäå X � ìàòðèöà
èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, Λ � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ1, . . . , λn ìàòðèöû A.
Òîãäà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû B = A+ F ïðèíàäëåæàò îáúåäèíåíèþ êðóãîâ âèäà

Ki = {z ∈ C : |z − λi| ≤ ||X||2 ||X−1||2 ||F ||2 }, 1 ≤ i ≤ n.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü µ � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå äëÿ B, íî íå äëÿ A. Òîãäà µ åñòü ñîáñòâåííîå
çíà÷åíèå äëÿ Λ +X−1FX, íî íå äëÿ Λ. Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü òåîðåìó Áàóýðà�Ôàéêà. 2

39.10 Ðàññòîÿíèå ìåæäó ñïåêòðàìè íîðìàëüíûõ ìàòðèö
Òåîðåìà Âèëàíäòà�Õîôôìàíà. Ïóñòü A è B � íîðìàëüíûå ìàòðèöû ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿ-
ìè λ1(A), . . . , λn(A) è λ1(B), . . . , λn(B). Òîãäà äëÿ íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè σ : {1, . . . , n} → {1, . . . , n}

n∑
i=1

|λi(A)− λσ(i)(B)|2 ≤ ||A−B||2F .

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì A = QΦQ∗, B = ZΨZ∗, ãäå Q, Z � óíèòàðíûå ìàòðèöû, à Φ è Ψ � äèàãî-
íàëüíûå ìàòðèöû èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé φi = λi(A) è ψi = λi(B). Â ñèëó óíèòàðíîé èíâàðèàíòíîñòè
íîðìû Ôðîáåíèóñà, ||A−B||F = ||Φ− VΨV ∗||F , ãäå V = Q∗Z � óíèòàðíàÿ ìàòðèöà. Äàëåå,

||Φ− VΨV ∗||2F = tr(Φ∗ − VΨ∗V ∗)(Φ− VΨV ∗) = tr(Φ∗Ψ) + tr(Φ∗Ψ)− 2Re (tr(Φ∗V )(ΨV ∗))

=
n∑

i=1

|φi|2 +
n∑

i=1

|ψi|2 − 2
n∑

i=1

n∑
j=1

αijsij , αij = Re(φiψj), sij = |vij |2.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ìàòðèöà S = [sij ] ÿâëÿåòñÿ äâîÿêîñòîõàñòè÷åñêîé (ñì. ðàçäåë 37.9). Ïîýòîìó ïðè
ôèêñèðîâàííûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñëàõ αij ôóíêöèîíàë

f(S) =
n∑

i=1

n∑
j=1

αijsij

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà ìíîæåñòâå äâîÿêîñòîõàñòè÷åñêèõ ìàòðèö. Ýòî
çàìêíóòîå îãðàíè÷åííîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî ⇒ ìàêñèìóì ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà íà íåì äîñòè-
ãàåòñÿ â êàêîé-òî óãëîâîé òî÷êå (ñì. ðàçäåë 26.7). Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî óãëîâûìè òî÷êàìè
ìíîæåñòâà äâîÿêîñòîõàñòè÷åñêèõ ìàòðèö ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöû ïåðåñòàíîâîê è òîëüêî îíè ⇒ äëÿ
íåêîòîðîé ìàòðèöû ïåðåñòàíîâêè P è ñîîòâåòñòâóþùåé åé ïîäñòàíîâêå σ

max
S

f(s) ≤ f(P ) =
n∑

i=1

αi σ(i) =
n∑

i=1

Re (φiψσ(i)) ⇒

||A−B||2F ≥
n∑

i=1

(
|φi|2 + |ψσ(i)|2 − 2Re (φiψσ(i))

)
=

n∑
i=1

|φi − ψσ(i)|2. 2

Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè êîðíåé ìíîãî÷ëåíà îò êîýôôèöèåíòîâ â äàííîì äî-
êàçàòåëüñòâå íå èñïîëüçîâàëàñü. Ïîýòîìó òåîðåìà Âèëàíäòà�Õîôôìàíà äàåò åùå îäíî äîêàçàòåëüñòâî
ôàêòà íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû îò åå êîýôôèöèåíòîâ äëÿ ñïåöèàëü-
íîãî êëàññà ìàòðèö � äëÿ íîðìàëüíûõ ìàòðèö.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü A è B � ýðìèòîâû ìàòðèöû ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè λ1(A) ≥ . . . ≥ λn(A)
è λ1(B) ≥ . . . ≥ λn(B). Òîãäà

n∑
i=1

(λi(A)− λi(B))2 ≤ ||A−B||2F .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü φi = λi(A) è ψi = λi(B). Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî åñëè φσ(i1) < φσ(i2) ïðè
i1 < i2, òî

(φi1 − ψσ(i1))
2 + (φi2 − ψσ(i2))

2 ≥ (φi1 − ψσ(i2))
2 + (φi2 − ψσ(i1))

2. 2



288 Ëåêöèÿ 39



Ëåêöèÿ 40

ÎÑÍÎÂÍÀß ×ÀÑÒÜ

40.1 Ìíîãîìåðíûå ìàññèâû è ìàòðèöû
Ìàòðèöó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñïîñîá çàäàíèÿ ÷èñëîâîé ôóíêöèè îò äèñêðåòíûõ ïåðåìåííûõ
i, j èëè, â òåðìèíîëîãèè íåêîòîðûõ ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êàê äâóìåðíûé ìàññèâ. Äàííàÿ òî÷êà
çðåíèÿ ïðèâîäèò ê òàêîìó åñòåñòâåííîìó îáîáùåíèþ êàê m-ìåðíûé ìàññèâ (m-ìåðíàÿ ìàòðèöà) ñ
ýëåìåíòàìè xi1 ... im èëè ôóíêöèÿ îò m èíäåêñîâ i1, . . . , im.

Ñóùåñòâåííàÿ ÷àñòü ïîíÿòèé è ôàêòîâ òåîðèè ìàòðèö â ñëó÷àå m-ìåðíûõ ìàññèâîâ ïðè m ≥ 3 óæå
óòðà÷èâàåòñÿ. À äëÿ ïîíÿòèé, âîçíèêàþùèõ ïî ïðÿìîé àíàëîãèè, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îòëè÷èé áîëüøå,
÷åì ñõîäñòâà.

Òàê îáñòîèò äåëî ñ èñêëþ÷èòåëüíî âàæíûì îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ ðàíãà. Êàê è â ñëó÷àå ìàòðèö,
îíî ñâÿçàíî c ðàçäåëåíèåì ïåðåìåííûõ i1, . . . , im, ïðèâîäÿùèì ê m-ëèíåéíîìó ðàçëîæåíèþ

xi1 ... im =
r∑

s=1

ui1s . . . uims, 1 ≤ i1 ≤ n1, . . . , 1 ≤ im ≤ nm.

Íàèìåíüøåå ÷èñëî ñëàãàåìûõ r â ðàçëîæåíèÿõ òàêîãî âèäà íàçûâàåòñÿ òåíçîðíûì ðàíãîì m-ìåðíîãî
ìàññèâà X = [xi1 ... im ].

Êàê îáû÷íî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýëåìåíòû ìàññèâîâ xi1, ..., im
è ðàçëîæåíèé ui1s, . . . , uims ïðè-

íàäëåæàò íåêîòîðîìó îáùåìó ÷èñëîâîìó ïîëþ. Â îòëè÷èå îò ðàíãà ìàòðèö, òåíçîðíûå ðàíãè ìîãóò
çàâèñåòü îò ýòîãî ïîëÿ. Ïîýòîìó ñêàæåì ñðàçó, ÷òî â äàëüíåéøåì òàêèì ïîëåì ÿâëÿåòñÿ ïîëå âåùåñò-
âåííûõ ÷èñåë.

Ìàòðè÷íûå ìåòîäû ìîãóò áûòü ïîëåçíû è äëÿ ìíîãîìåðíûõ ìàññèâîâ � ïðîñòîé ïðèåì ïîçâîëÿåò
àññîöèèðîâàòü èõ ñ íåêîòîðûìè ïðÿìîóãîëüíûìè ìàòðèöàìè. Ðàçîáüåì ñèñòåìó èíäåêñîâ i1, . . . , im íà
äâå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäñèñòåìû

i′1, . . . , i
′
p è j′1, . . . , j

′
q, p+ q = m,

è ïóñòü y(i′1,...,i′m),(j′1,...,j′m) = xi1 ... im
. Òîãäà Y = [y(i′1,...,i′p),(j′1,...,j′q)] åñòü ìàòðèöà, â êîòîðîé ðîëü

ñòðî÷íîãî è ñòîëáöîâîãî èíäåêñîâ èãðàþò (i′1, . . . , i
′
p) è (j′1, . . . , j

′
q).

40.2 Òðåõìåðíûå ìàññèâû è òðèëèíåéíûå ðàçëîæåíèÿ
Îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåå íà ñëó÷àå òðåõìåðíûõ ìàññèâîâ. Ïîä òðèëèíåéíûì ðàçëîæåíèåì òðåõìåðíîãî
ìàññèâà X = [xijk] ïîíèìàåòñÿ ðàçëîæåíèå âèäà

xijk =
r∑

s=1

aisbjscks.

Îáîçíà÷åíèå: X = (A,B,C), ãäå A,B,C � ìàòðèöû âèäà

A = [ais] = [a1, . . . , ar], B = [bjs] = [b1, . . . , br], C = [cks] = [c1, . . . , cr].

×èñëî ñòîëáöîâ äëÿ ìàòðèö A, B, C îäíî è òî æå è ðàâíî r, ÷èñëî ñòðîê äëÿ íèõ îïðåäåëÿåòñÿ
ãðàíèöàìè äëÿ èíäåêñîâ i, j è k � ïóñòü ýòî áóäóò n1, n2 è n3.
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Òàêèì îáðàçîì, ëþáûå òðè ìàòðèöû ñ îäíèì è òåì æå ÷èñëîì ñòîëáöîâ r ïîðîæäàþò òðèëèíåé-
íîå ðàçëîæåíèå (A,B,C) íåêîòîðîãî òðåõìåðíîãî ìàññèâà. Îáùåå ÷èñëî ñòîëáöîâ íàçûâàåòñÿ ðàíãîì
äàííîãî òðèëèíåéíîãî ðàçëîæåíèÿ. Ñðåäè âñåõ òðèëèíåéíûõ ðàçëîæåíèé òðåõìåðíîãî ìàññèâà X èìå-
åòñÿ, êîíå÷íî, ðàçëîæåíèå ñ ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì ñòîëáöîâ. Åãî ðàíã (÷èñëî ñòîëáöîâ) è íàçûâàåòñÿ
òåíçîðíûì ðàíãîì òðåõìåðíîãî ìàññèâà X. Îáîçíà÷åíèå: RankX.

40.3 Ñå÷åíèÿ òðåõìåðíîãî ìàññèâà
Ñ òðåõìåðíûì ìàññèâîì X = [xijk] àññîöèèðóåì òðè ìàòðèöû ñå÷åíèé

Y = [y(i),(jk)], Z = [z(j),(ik)], W = [w(k),(ij)], y(i),(jk) = z(j),(ik) = w(k),(ij) = xijk,

è ïîëîæèì
dim1X ≡ rankY, dim2X ≡ rankZ, dim3X ≡ rankW.

Ñòðîêè ìàòðèö Y, Z,W ñîîòâåòñòâóþò �âåêòîðèçîâàííûì� ñå÷åíèÿì òðåõìåðíîãî ìàññèâà X ïî îñÿì
i, j, k, ñîîòâåòñòâåííî.

Êàæäîå ñå÷åíèå ïî îñè i ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìîóãîëüíóþ ìàòðèöó [xijk]i=i0 . Î÷åâèäíî, dim1X
åñòü ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîé îáîëî÷êè, íàòÿíóòîé íà ìàòðèöû ñå÷åíèé ïðè i = 1, . . . , n1. Àíàëîãè÷íûé
ñìûñë èìåþò âåëè÷èíû dim2X è dim3X.

Óòâåðæäåíèå. max(dim1X, dim2X, dim3X) ≤ RankX ≤ min(n1n2, n2n3, n1n3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî dim1X ≤ RankX ≤ n2n3. Åñëè r = rankX, òî
ñóùåñòâóåò òðèëèíåéíîå ðàçëîæåíèå ñ ÷èñëîì ñòîëáöîâ r:

X = (A,B,C) ⇒ [xijk]i=i0 ∈ L(b1c>1 , . . . , brc
>
r ) ⇒ dim1X ≤ r.

Äàëåå, ðàíã ìàòðèöû W íå áîëüøå n3. Ïîýòîìó äëÿ íåå ñóùåñòâóåò ðàçëîæåíèå âèäà

w(k),(ij) =
n3∑

s=1

ΦksΨ(ij),s.

Äëÿ êàæäîãî s ðàíã ìàòðèöû [Ψ(ij),s] íå áîëüøå n2 ⇒

Ψ(ij),s =
n2∑
t=1

UistVjst ⇒ xijk = w(k),(ij) =
n3∑

s=1

n2∑
t=1

UistVjstΦks. 2

Àíàëîã ñå÷åíèé äëÿ îáû÷íûõ ìàòðèö � çàïèñü èõ â âèäå ñèñòåìû ñòðîê èëè ñòîëáöîâ. Â îòëè÷èå
îò ìàòðèö, äëÿ êîòîðûõ ñòðî÷íûé è ñòîëáöîâûé ðàíãè ñîâïàäàþò è ðàâíû ðàíãó ìàòðèöû, ÷åòûðå
÷èñëà rankX, dim1X, dim2X, dim3X, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçíûå.

40.4 Ïðèìåðû òðèëèíåéíûõ ðàçëîæåíèé
Ëþáîé òðåõìåðíûé 2× 2× 2-ìàññèâ X = [xijk] îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ ñå÷åíèÿìè

X1 = [x1jk], X2 = [x2jk].

ÏÐÈÌÅÐ 1. X1 =
[
1 0
0 1

]
, X2 =

[
0 1
1 0

]
.

ßñíî, ÷òî dim1X = 2 ⇒ RankX ≥ 2. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

X1 = 1
2
b1c>1 + 1

2
b2c>2 ,

X2 = 1
2
b1c>1 − 1

2
b2c>2 ,

b1 = c1 =
[

1
1

]
, b2 = c2 =

[
1

−1

]
.

Òàêèì îáðàçîì, ñëåäóåò âçÿòü a1 =
[
1/2
1/2

]
, a2 =

[
1/2

−1/2

]
. Òîãäà

X = (A,B,C), ãäå A = [a1, a2], B = [b1, b2], C = [c1, c2].
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ÏÐÈÌÅÐ 2. X1 =
[
−1 0

0 1

]
, X2 =

[
0 1
1 0

]
.

Èñïîëüçóÿ òðèëèíåéíîå ðàçëîæåíèå ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà, äëÿ äàííîãî ìàññèâà ìû ìîæåì ñ ëåã-
êîñòüþ ïîëó÷èòü ðàçëîæåíèå ðàíãà 3 (ñäåëàéòå ýòî!). Íî âåðíî ëè, ÷òî ðàçëîæåíèå ìåíüøåãî ðàíãà íå
ñóùåñòâóåò? Äîïóñòèì, ÷òî

X1 = a11b1c
>
1 + a12b2c

>
2 ,

X2 = a21b1c
>
1 + a22b2c

>
2 .

Êàæäàÿ èç ìàòðèö X1 è X2 èìååò ðàíã 2 ⇒ êîýôôèöèåíòû a11, a12, a21, a22 îòëè÷íû îò íóëÿ.
Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ

V = a21X1 − a11X2 =
[
−a21 −a11

−a11 a21

]
⇒ detV = −a2

21 − a2
11 6= 0 ⇒ rankV = 2.

Ïðåîáðàçóÿ ïðàâûå ÷àñòè âûðàæåíèé äëÿ X1 è X2, íàõîäèì

V = (a21a12 − a11a22) b2c>2 ⇒ rankV ≤ 1.

Ïðîòèâîðå÷èå îçíà÷àåò, ÷òî RankX ≥ 3.

Çàìå÷àíèå. Â òîëüêî ÷òî çàêîí÷åííîì ðàññóæäåíèè ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî âñå ÷èñëà âåùåñòâåííûå. Åñ-
ëè äîïóñòèòü ê ðàññìîòðåíèþ òðèëèíåéíûå ðàçëîæåíèÿ ñ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè, òî â äàííîì ñëó÷àå
îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òåíçîðíûé ðàíã ðàâåí 2.

40.5 Âñå íå òàê, êàê âñåãäà
Èòàê, ñâîéñòâà òåíçîðíûõ ðàíãîâ òðåõìåðíûõ ìàññèâîâ è ðàíãîâ ìàòðèö ðàçëè÷àþòñÿ êîðåííûì îáðà-
çîì.

1. Òåíçîðíûé ðàíã òðåõìåðíûõ ìàññèâîâ ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ÷èñëîâîãî ïîëÿ, êîòîðîìó ïðè-
íàäëåæàò ýëåìåíòû òðèëèíåéíûõ ðàçëîæåíèé.

Â äàëüíåéøåì âñþäó ïîëàãàåì, ÷òî ÷èñëîâîå ïîëå åñòü ïîëå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

2. Äëÿ òåíçîðíîãî ðàíãà íå èçâåñòíû êàêèå-ëèáî êîíå÷íûå àëãîðèòìû åãî âû÷èñëåíèÿ � â îò-
ëè÷èå îò ðàíãà ìàòðèöû, êîòîðûé â òî÷íîé àðèôìåòèêå ëåãêî íàõîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî ÷èñëà
ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

3. Â îáùåì ñëó÷àå ïðè ôèêñèðîâàííûõ ðàçìåðàõ òðåõìåðíîãî ìàññèâà äî ñèõ ïîð íå ïîëó÷åíû
òî÷íûå çíà÷åíèÿ ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ òåíçîðíîãî ðàíãà.

Êîå-÷òî, ïðàâäà, èçâåñòíî. Â 1970-õ ãîäàõ Éîçåô Êðóñêàë äîêàçàë, ÷òî òåíçîðíûé ðàíã ïðîèç-
âîëüíîãî âåùåñòâåííîãî 2 × 2 × 2-ìàññèâà íå ïðåâûøàåò 3. Ñîåäèíèâ ýòîò ôàêò ñ ðàçîáðàííûì âûøå
ïðèìåðîì, ïðèõîäèì ê âûâîäó î òîì, ÷òî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå òåíçîðíîãî ðàíãà â äàííîì ÷àñòíîì
ñëó÷àå ðàâíî 3.

4. Îáðàòèì âíèìàíèå íà ñïåöèôè÷åñêèå �âåðîÿòíîñòíûå� ñâîéñòâà òåíçîðíûõ ðàíãîâ (ïðè ýòîì
îñòàâèì ñòðîãèå îïðåäåëåíèÿ â ñòîðîíå è äîâåðèìñÿ èíòóèöèè): ñðåäè âñåãî ìíîæåñòâà âåùåñòâåííûõ
2 × 2 × 2-ìàññèâîâ èìååòñÿ ïðèìåðíî 79% ìàññèâîâ òåíçîðíîãî ðàíãà 2 è ïðèìåðíî 21% ìàññèâîâ
òåíçîðíîãî ðàíãà 3.

Ýòî ýêïåðèìåíòàëüíûå äàííûå, ïîëó÷åííûå Êðóñêàëîì. Â ñëó÷àå äâóìåðíûõ ìàññèâîâ (ìàòðèö)
âñå ïðîùå: ïî÷òè ëþáàÿ ìàòðèöà èìååò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûé ðàíã (ðàâíûé ìèíèìàëüíîìó èç åå
ðàçìåðîâ).

40.6 Ýêâèâàëåíòíûå òðèëèíåéíûå ðàçëîæåíèÿ
Â áóêâàëüíîì ñìûñëå òðèëèíåéíîå ðàçëîæåíèå, êîíå÷íî, íå ìîæåò áûòü åäèíñòâåííûì. Åñëè X =
(A,B,C), ãäå A = [a1, . . . , ar], B = [b1, . . . , br], C = [c1, . . . , cr], òî ôîðìàëüíî äðóãîå ðàçëîæåíèå äëÿ
òîãî æå X ëåãêî ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ äâóõ ïðèåìîâ:

(1) ìîæíî ïðîèçâîëüíûì, íî îäèíàêîâûì îáðàçîì ïåðåñòàâèòü ñòîëáöû â ìàòðèöàõ A, B, C;

(2) âçÿâ ëþáûå ÷èñëà αs, βs, γs òàêèå, ÷òî αsβsγs = 1, ìîæíî çàìåíèòü ñòîëáöû as, bs, cs
íà αsas, βsbs, γscs.
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Ýòè äâà ïðèåìà ïðèâîäÿò ê ðàçëîæåíèþ X = (Ã, B̃, C̃), ãäå

Ã = APDA, B̃ = BPDB , C̃ = CPDC , (∗)

P � ìàòðèöà ïåðåñòàíîâêè, DA, DB , DC � äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû òàêèå, ÷òî DADBDC = I. Òðèëè-
íåéíûå ðàçëîæåíèÿ (A,B,C) è (Ã, B̃, C̃), ñâÿçàííûå ñîîòíîøåíèÿìè (∗), íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ áèëèíåéíûõ (ñêåëåòíûõ) ðàçëîæå-
íèé ìàòðèö è m-ëèíåéíûõ ðàçëîæåíèé ïðîèçâîëüíûõ m-ìåðíûõ ìàññèâîâ.

40.7 Åäèíñòâåííîñòü ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè
Ìíîæåñòâî áèëèíåéíûõ (ñêåëåòíûõ) ðàçëîæåíèé çàäàííîé ìàòðèöû âåñüìà øèðîêî, è åãî îïèñàíèå íå
ñâîäèòñÿ ê ýêâèâàëåíòíîñòè ðàçëîæåíèé.

Íàïðèìåð, ïóñòü X = [x1, x2] � ìàòðèöà ðàçìåðîâ n × 2 ñ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè ñòîëáöàìè
x1, x2. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé íåâûðîæäåííîé 2×2-ìàòðèöû G = [g1, g2] çàïèøåì XG−1 = [xG

1 , x
G
2 ]. Òîãäà,

î÷åâèäíî,
X = xG

1 g
>
1 + xG

2 g
>
2 . (∗)

Âûñîêàÿ ñòåïåíü ïðîèçâîëà â êîìïîíåíòàõ áèëèíåéíûõ àïïðîêñèìàöèé ìàòðèöû çàñòàâëÿåò ââîäèòü
ïðè èõ ïîñòðîåíèè ðàçëè÷íûå îãðàíè÷åíèÿ � îáû÷íî òèïà îðòîãîíàëüíîñòè. Íàïðèìåð, ñèíãóëÿðíîå
ðàçëîæåíèå ìàòðèöû X èìååò òîò æå âèä (∗), íî åñëè ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà ðàçëè÷íû, òî ñèíãóëÿðíûå
âåêòîðû áóäóò îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî î÷åíü âàæíî �
îíî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ñèíãóëÿðíûå âåêòîðû êàê íîñèòåëè ñóùåñòâåííîé èíôîðìàöèè î äàííûõ,
ïðåäñòàâëåííûõ ýëåìåíòàìè ìàòðèöû.

Â ñëó÷àå òðåõìåðíûõ ìàññèâîâ ñèòóàöèÿ îäíîâðåìåííî è ïðîùå, è ñëîæíåå. Ïî÷åìó ñëîæíåå �
ïîíÿòíî: òåîðèÿ è àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ òðèëèíåéíûõ ðàçëîæåíèé è àïïðîêñèìàöèé äàëåêè îò ñòàäèè
çàâåðøåííîñòè. À ïðîùå âîò ïî êàêîé ïðè÷èíå.

Ïóñòü X = (A,B,C) � òðèëèíåéíîå ðàëîæåíèå ðàíãà r. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàæäàÿ èç ìàòðèö
A, B, C èìååò r ñòîëáöîâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäàÿ èõ ýòèõ ìàòðèö èìååò ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ
ñèñòåìó ñòîëáöîâ. Äîïóñòèì, ÷òî X = (Ã, B̃, C̃) � åùå îäíî ðàçëîæåíèå ðàíãà r ñ ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìûìè ñòîëáöàìè â ìàòðèöàõ Ã, B̃, C̃.

Ïóñòü äëÿ ÿñíîñòè r = 2. Òîãäà

ai1bj1ck1 + ai2bj2ck2 = ãi1b̃j1c̃k1 + ãi2b̃j2c̃k2. (#)

Âûáåðåì âåêòîð p = [p1, . . . , pn1 ]> òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû p ∈ {a2}⊥, íî p /∈ {a1}⊥ (âåêòîð p îðòîãîíà-
ëåí a2, íî íå a1) � â ñìûñëå åñòåñòâåííîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå Rn1 . Óìíîæèì
ðàâåíñòâà (#) íà êîýôôèöèåíòû pi è ïðîñóììèðóåì èõ ïî i îò 1 äî n1:

(p>a1)b1c>1 = (p>ã1) b̃1c̃>1 + (p>ã2) b̃2c̃>2 .

Â ñèëó âûáîðà p, p>a1 6= 0 ⇒ ðàíã ìàòðèöû â ëåâîé ÷àñòè ðàâåí 1 ⇒ p>ã1 = 0 ëèáî p>ã2 = 0,
èíà÷å ðàíã ìàòðèöû â ïðàâîé ÷àñòè áûë áû ðàâåí 2:

V ≡ t1b̃1c̃
>
1 + t2b̃2c̃

>
2 = [̃b1, b̃2]

[
t1

t2

]
[c̃1, c̃2]> ⇒ detV = t1t2 det B̃ det C̃.

Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè p>ã2 = 0. Òîãäà b̃1c̃>1 = t b1c
>
1 , t 6= 0. Ïîñêîëüêó âñå âåêòîðû íåíóëåâûå,

îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî b̃1 = β1b1, c̃1 = γ1c1 äëÿ êàêèõ-òî íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ β1, γ1.
Äàëåå, ìû ìîæåì âûáðàòü âåêòîð q = [q1, . . . , qn3 ]>, îðòîãîíàëüíûé c2, íî íå îðòîãîíàëüíûé c1.

Òå æå ðàâåíñòâà (#) ìîæíî óìíîæèòü íà êîýôôèöèåíòû qk è ïðîñóììèðîâàòü ïî k îò 1 äî n3:

(q>c1)a1b
>
1 = (q>c̃1) ã1b̃

>
1 + (q>c̃2) ã2b̃

>
2 .

Åñëè q>c̃2 6= 0, òî îêàæåòñÿ, ÷òî b̃2 = hb1, h 6= 0 ⇒ ñòîëáöû b̃1, b̃2 ëèíåéíî çàâèñèìû. Ýòî ïðîòè-
âîðå÷èò èñõîäíûì ïðåäïîëîæåíèÿì. Çíà÷èò, q>c̃2 = 0. Íî òîãäà, ïîâòîðÿÿ ïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèÿ,
íàõîäèì ã1 = α1a1, b̃2 = β2b2. Â èòîãå

(q>c̃1) ã1b̃
>
1 = (α1β1γ1) (q>c1)a1b

>
1 ⇒ α1β1γ1 = 1.
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Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè âåêòîðà p îêàçàëîñü, ÷òî p>ã1 = 0. ×òîáû îñòàâèòü
â ñèëå ïîñëåäîâàâøèå ðàññóæäåíèÿ, äîñòàòî÷íî ïåðåñòàâèòü ñòîëáöû â ìàòðèöàõ Ã, B̃, C̃. Òàêèì
îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî òðèëèíåéíûå ðàçëîæåíèÿ (A,B,C) è (Ã, B̃, C̃) ýêâèâàëåíòíû. Ëåãêî âèäåòü
òàêæå, êàê âåñòè ðàññóæäåíèå â ñëó÷àå r > 2. Èòàê, ïîëíîñòüþ äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè. Ïóñòü X = (A,B,C) è ñòîëáöû â êàæäîé èç ìàòðèö A,B,C ëèíåéíî
íåçàâèñèìû. Òîãäà òðèëèíåéíîå ðàçëîæåíèå (A,B,C) îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâè-
âàëåíòíîñòè: åñëè òðèëèíåéíîå ðàçëîæåíèå X = (Ã, B̃, C̃) òàêîâî, ÷òî êàæäàÿ èç ìàòðèö Ã, B̃, C̃
ñ îáùèì ÷èñëîì ñòîëáöîì r̃ èìååò ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ñòîëáöû, òî r̃ = r è ðàçëîæåíèÿ (A,B,C)
è (Ã, B̃, C̃) ýêâèâàëåíòíû.

Äàííûé ôàêò èìååò îãðîìíîå (âîçìîæíî, îñíîâíîå) çíà÷åíèå â ìíîãî÷èñëåííûõ ïðèìåíåíèÿõ òðè-
ëèíåéíûõ àïïðîêñèìàöèé ê àíàëèçó äàííûõ (íàïðèìåð, ïðè èçó÷åíèè õèìè÷åñêîãî ñîñòàâà ñìåñåé â
ñïåêòðîìåòðèè èëè ïñèõîìåòðè÷åñêèõ è ñîöèîìåòðè÷åñêèõ äàííûõ ïðè èçó÷åíèè îñîáåííîñòåé ëè÷íîñ-
òè è îáùåñòâà).

Çàìå÷àíèå. Åäèíñòâåííîñòü ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè èìååò ìåñòî è ïðè áîëåå ñëàáûõ ïðåäïî-
ëîæåíèÿõ, ÷åì â äîêàçàííîé íàìè òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè. Â 1970-õ ãîäàõ Êðóñêàë äîêàçàë ñëåäóþùóþ
òåîðåìó: ïóñòü ðàíãè ìàòðèö A, B, C ðàâíû rA, rB , rC è ïóñòü ëþáûå rA ñòîëáöîâ èç A, ëþáûå rB
ñòîëáöîâ èç B è ëþáûå rC ñòîëáöîâ èç C ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè; åñëè rA+rB +rC ≥ 2r+2,
ãäå r � îáùåå ÷èñëî ñòîëáöîâ äëÿ A, B è C, òî òðèëèíåéíîå ðàçëîæåíèå (A,B,C) îïðåäåëåíî îäíî-
çíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè. Âîçìîæíî êàêîå-òî îñëàáëåíèå è ýòèõ óñëîâèé.

40.8 Òåíçîðíûé ðàíã è óìíîæåíèå ìàòðèö
Òðèëèíåéíûå ðàçëîæåíèÿ èìåþò ãëóáîêóþ ñâÿçü ñ òåîðèåé ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé. Ê êîìïåòåíöèè
äàííîé òåîðèè îòíîñèòñÿ, íàïðèìåð, âîïðîñ, èíòåðåñóþùèé êàæäîãî, êòî èìååò äåëî ñ ìàòðèöàìè:
êàêîâà èñòèííàÿ ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ äâóõ n× n-ìàòðèö? Ýïèòåò ïîä÷åðêèâàåò, ÷òî íàñ èíòåðåñóåò
ñëîæíîñòü (÷èñëî îïåðàöèé) ñàìîãî áûñòðîãî àëãîðèòìà.

Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äî ñèõ ïîð íå ïîëó÷åí. Äëÿ áîëüøèíñòâà ëèö, êîãäà-òî çíàêîìèâøèõñÿ ñ ëè-
íåéíîé àëãåáðîé, â ïàìÿòè îñòàåòñÿ ïðàâèëî �ñòðîêà íà ñòîëáåö�, äàþùåå O(n3) îïåðàöèé. Îäíàêî, ìû
ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî �èñòèííîå� ÷èñëî îïåðàöèé íå ïðåâûøàåò O(nlog2 7). Èìåííî ñòîëüêî îïåðàöèé
äàåò àëãîðèòì Øòðàññåíà, êîòîðûé ìû îáñóæäàëè â ñàìîé ïåðâîé ëåêöèè íàøåãî êóðñà.

Îòêóäà æå áåðåòñÿ îðèãèíàëüíûé ñïîñîá óìíîæåíèÿ 2 × 2-ìàòðèö, íà êîòîðîì òàì âñå îñíîâàíî?
Òåïåðü, â çàêëþ÷èòåëüíîé ëåêöèè, ìû èìååì âîçìîæíîñòü ðàñêðûòü òàéíó àëãîðèòìà Øòðàññåíà.

Èòàê, ïóñòü [
u1 u3

u2 u4

] [
v1 v3
v2 v4

]
=
[
w1 w3

w2 w4

]
.

Ðàâåíñòâà, âûðàæàþùèå wk ÷åðåç ui è vj , ìîæíî, î÷åâèäíî, çàïèñàòü â òàêîé ôîðìå:
w1 = u1v1 + u3v2,
w2 = u2v1 + u4v2,
w3 = u1v3 + u3v4,
w4 = u2v3 + u4v4.

⇔ wk =
4∑

i=1

4∑
j=1

xijk uivj , k = 1, 2, 3, 4.

Âîçíèêøèé çäåñü òðåõìåðíûé ìàññèâ X = [xijk] èìååò ðàçìåðû 4 × 4 × 4, åãî ýëåìåíòû xijk ðàâíû 0
ëèáî 1. Âîò ñå÷åíèÿ X ïî îñè k:

Xk=1 =

1 0 0 0
0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0

 , Xk=2 =

0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 1 0 0

 , Xk=3 =

0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 , Xk=4 =

0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1

 .
Â äàííîì ñëó÷àå ÿñíî, ÷òî òåíçîðíûé ðàíã ìàññèâà X íå áîëüøå 8 (äîêàæèòå!). Ïóñòü îí ðàâåí r.

Òîãäà èìååòñÿ òðèëèíåéíîå ðàçëîæåíèå

xijk =
r∑

s=1

aisbjscks ⇒ wk =
r∑

s=1

cks

(
4∑

i=1

aisui

)  4∑
j=1

bjsvj

 , k = 1, 2, 3, 4.
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Êàê âèäèì, òðèëèíåéíîå ðàçëîæåíèå ðàíãà r ïîðîæäàåò ñïåöèàëüíûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èí
wk, â êîòîðîì âñåãî r àêòèâíûõ óìíîæåíèé � òàê íàçûâàþòñÿ óìíîæåíèÿ, â êîòîðûõ îáà ìíîæèòåëÿ
ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò âõîäíûõ ïåðåìåííûõ ui è vj (÷èñëà ais, bjs, cks íå çàâèñÿò îò ui, vj ; èõ íàçûâàþò
êîíñòàíòàìè àëãîðèòìà � óìíîæåíèå íà êîíñòàíòó íå ñ÷èòàåòñÿ àêòèâíûì óìíîæåíèåì).

×òîáû ïîëó÷èòü îòêðûòèå Øòðàññåíà, äîñòàòî÷íî ðåøèòü çàäà÷ó î âû÷èñëåíèè òåíçîðíîãî ðàíãà
äàííîãî êîíêðåòíîãî ìàññèâà X. Ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ è áîëåå ñêðîìíîé çàäà÷åé: íàéòè êàêîå-íèáóäü
òðèëèíåéíîå ðàçëîæåíèå ðàíãà 7 (ðàçëîæåíèå ðàíãà 8 ñâÿçàíî ñ ïðàâèëîì �ñòðîêà íà ñòîëáåö�). Íåñìîò-
ðÿ íà îòñóòñòâèå êîíå÷íûõ àëãîðèòìîâ òî÷íîãî âû÷èñëåíèÿ òåíçîðíîãî ðàíãà, ðàçðàáîòêà àëãîðèòìîâ
òðèëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè çàäàííîãî ðàíãà ÿâëÿåòñÿ ïîñèëüíîé çàäà÷åé.

Ýôôåêòèâíûå ìåòîäû äëÿ äàííîé çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ îäíîé èç êðóïíûõ èññëåäîâàòåëüñêèõ ïðîáëåì.
Îäíàêî, â îòäåëüíûõ ñëó÷àÿõ ìîæíî äîáèòüñÿ íóæíîãî ðåçóëüòàòà è ñ ïîìîùüþ êàêèõ-ëèáî ýâðèñòè-
÷åñêèõ è, âîçìîæíî, �ìåäëåííûõ� âû÷èñëåíèé: ÷òîáû ïîñòðîèòü áûñòðûé àëãîðèòì óìíîæåíèÿ ìàòðèö,
ìû âïîëíå ãîòîâû ïîòðàòèòü î÷åíü ìíîãî âðåìåíè íà ïîèñê òåíçîðíîãî ðàíãà ìàññèâà X. Âîò êàê âû-
ãëÿäèò òðèëèíåéíîå ðàçëîæåíèå X = (A,B,C) ðàíãà 7 â íàøåì ñëó÷àå: 1

A =

 1 0 1 0 1 −1 0
0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 0 1 0 1
1 1 0 1 0 0 −1

 , B =

 1 1 0 −1 0 1 0
0 0 0 1 0 0 1
0 0 1 0 0 1 0
1 0 −1 0 1 0 1

 ,

C =

 1 0 0 1 −1 0 −1
0 1 0 1 0 0 0
0 1 1 0 1 0 0
1 −1 1 0 0 1 0

 .
Äàííîå ðàçëîæåíèå íàéäåíî ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðà. Òàêèì îáðàçîì, êîìïüþòåð ìîæåò èñïîëüçî-

âàòüñÿ íå òîëüêî êàê èíñòðóìåíò ðåøåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ çàäà÷, íî òàêæå è êàê èíñòðóìåíò ïîëó÷å-
íèÿ àëãîðèòìîâ äëÿ ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷.

ÄÎÏÎËÍÈÒÅËÜÍÀß ×ÀÑÒÜ

40.9 Ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàññèâîâ ñ ïîìîùüþ ìàòðèö
Ïîñëå îáñóæäåíèÿ ïðîáëåì è òðóäíîñòåé, ñâÿçàííûõ ñ ìíîãîìåðíûìè ìàññèâàìè, îñîáåííî ïðèÿòíî
çàêîí÷èòü òåìó îäíèì �ïîëîæèòåëüíûì� ðåçóëüòàòîì, ëåãêî ïîëó÷àåìûì ñ ïîìîùüþ èçó÷åííîé íàìè
ìàòðè÷íîé òåõíèêè. Ðå÷ü èäåò î òàê íàçûâàåìîì ðàçëîæåíèè Òàêêåðà � î íåì íåðåäêî ãîâîðÿò êàê î
ìíîãîìåðíîì îáîáùåíèè ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ.

Ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòà òðåáóåò íåáîëüøîé ïîäãîòîâêè. Ïóñòü X = [xijk] � òðåõìåðíûé ìàññèâ
ðàçìåðîâ n1 × n2 × n3, è ïóñòü P = [pi′i], Q = [qj′j ], R = [rk′k] � ìàòðèöû ðàçìåðîâ n′1 × n1, n′2 × n2,
n′3 × n3, ñîîòâåòñòâåííî. Îïðåäåëèì íîâûé òðåõìåðíûé ìàññèâ X ′ = [x′i′j′k′ ] ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x′i′j′k′ =
n1∑
i=1

n2∑
j=1

n3∑
k=1

pi′i qj′j rk′k xijk.

Èíîãäà ãîâîðÿò, ÷òî X ′ åñòü ñâåðòêà ìàññèâà X ñ ìàòðèöàìè P,Q,R. Îáîçíà÷åíèå: X ′ = X�{P,Q,R}.
Êðîìå òîãî, ïî îïðåäåëåíèþ,

X �1 P = X � {P, In2×n2 , In3×n3},
X �2 Q = X � {In1×n1 , Q, In3×n3},
X �3 R = X � {In1×n1 , In2×n2 , R}.

Ñîãëàñíî äàííûì îïðåäåëåíèÿì,

X ′ = X � {P,Q,R}
= ((X �1 P )�2 Q)�3 R = ((X �2 Q)�3 R)�1 P = ((X �3 R)�1 P )�2 Q

= ((X �3 R)�2 Q)�1 P = ((X �2 Q)�1 P )�3 R = ((X �1 P )�3 R)�2 Q.

1Óñëîâèÿ äîêàçàííîé íàìè òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè â äàííîì ñëó÷àå íå âûïîëíåíû. Ïîýòîìó ìîæíî
íàéòè è äðóãîå, íåýêâèâàëåíòíîå äàííîìó, ðàçëîæåíèå.
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40.10 Îðòîãîíàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàññèâîâ
Îáîçíà÷èì ÷åðåç X1, X2, X3 è X ′

1, X
′
2, X

′
3 ìàòðèöû ñå÷åíèé ìàññèâîâ X è X ′ ïî îñÿì i, j, k. Òîãäà

ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî

X ′ = X �1 P ⇔ X ′
1 = PX1, X ′ = X �2 Q ⇔ X ′

2 = QX2, X ′ = X �3 R ⇔ X ′
3 = RX3.

Ëåììà. Ïóñòü ìàòðèöû P, Q, R îðòîãîíàëüíûå. Òîãäà åñëè X ′ = (X �1 P ) �2 Q, òî ñêàëÿðíûå
ïðîèçâåäåíèÿ ñòðîê ñ îäèíàêîâûìè íîìåðàìè â ìàòðèöàõ X ′

3 è X3 îäèíàêîâû. Àíàëîãè÷íî, åñëè X ′ =
(X �1 P )�3 R, òî îäèíàêîâû ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ñòðîê â ìàòðèöàõ X ′

2 è X2; åñëè X ′ = (X �2

Q)�3 R, òî îäèíàêîâû ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ñòðîê â ìàòðèöàõ X ′
1 è X1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X ′ = (X �1 P )�2 Q. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

x′i′j′k =
n1∑
i=1

n2∑
j=1

pi′i qj′j xijk.

Ðàññìîòðèì ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ñòðîê ìàòðèöû X ′
3 ñ íîìåðàìè k1 è k2:

∑
i′

∑
j′

x′i′j′k1
x′i′j′k2

=
∑
i′

∑
j′

∑
i1

∑
j1

pi′i1 qj′j1 xi1j1k1

∑
i2

∑
j2

pi′i2 qj′j2 xi2j2k2

 =

∑
i1

∑
j1

∑
i2

∑
j2

(∑
i′

pi′i1 pi′i2

)∑
j′

qj′j1 qj′j2

 xi1j1k1 xi2j2k2 =

∑
i1

∑
j1

∑
i2

∑
j2

δi1i2δj1j2 xi1j1k1 xi2j2k2 =
∑
i1

∑
j1

xi1j1k1 xi1j1k2 .

Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè òàê íàçûâàåìûé ñèìâîë Êðîíåêåðà:

δαβ =
{

0, α 6= β,
1, α = β.

Ïîëó÷åíî ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû. Îñòàëüíûå äâà óòâåðæäåíèÿ óñòàíàâëèâàþòñÿ àíàëîãè÷íûì
îáðàçîì. 2

40.11 Ðàçëîæåíèå Òàêêåðà
Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîãî òðåõìåðíîãî ìàññèâà X = [xijk] ðàçìåðîâ n1 × n2 × n3 ñóùåñòâóþò îðòîãî-
íàëüíûå ìàòðèöû P, Q, R òàêèå, ÷òî òðåõìåðíûé ìàññèâ

S = [sijk] ≡ X � {P,Q,R}

îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(1) êàæäàÿ èç òðåõ ìàòðèö ñå÷åíèé äëÿ S èìååò ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûå ñòðîêè;

(2)
∑
j,k

s21jk ≥
∑
j,k

s22jk ≥ . . . ≥
∑
j,k

s2n1jk;

(3)
∑
i,k

s2i1k ≥
∑
i,k

s2i2k ≥ . . . ≥
∑
i,k

s2in2k;

(4)
∑
i,j

s2ij1 ≥
∑
i,j

s2ij2 ≥ . . . ≥
∑
i,j

s2ijn3
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç X1, X2, X3 ìàòðèöû ñå÷åíèé ìàññèâà X ïî îñÿì i, j, k è ðàññìîò-
ðèì èõ ñèíãóëÿðíûå ðàçëîæåíèÿ:

X1 = P>Σ1V1, X2 = Q>Σ2V2, X3 = R>Σ3V3,
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ãäå ìàòðèöû P,Q,R, V1, V2, V3 îðòîãîíàëüíûå, à Σ1,Σ2,Σ3 � äèàãîíàëüíûå ïðÿìîóãîëüíûå ìàòðèöû,
â êîòîðûõ ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà çàíóìåðîâàíû ïî íåâîçðàñòàíèþ. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî â êàæäîé èç
ïðåîáðàçîâàííûõ ìàòðèö ñå÷åíèé

X1 �1 P = Σ1V1, X2 �2 Q = Σ2V2, X3 �3 R = Σ3V3

ñòðîêè ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû è ðàñïîëîæåíû â ïîðÿäêå íåâîçðàñòàíèÿ èõ äëèí.
Äàëåå, ñîãëàñíî äîêàçàííîé âûøå ëåììå, ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ñòðîê â ìàòðèöå ñå÷åíèé ïî îñè

i äëÿ ìàññèâà S = X � {P,Q,R} òå æå ñàìûå, ÷òî è â ìàòðèöå ñå÷åíèé ïî òîé æå îñè äëÿ ìàññèâà
X �1 P . Òî æå âåðíî â îòíîøåíèè ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé ñòðîê äëÿ ìàòðèö ñå÷åíèé ïî îñè j äëÿ
ìàññèâîâ S è X �2 Q, à òàêæå è äëÿ ìàòðèö ñå÷åíèé ïî îñè k äëÿ ìàññèâîâ S è X �3 R. Òåì ñàìûì
äîêàçàíû ñâîéñòâà (1)�(4). 2

Ðàçëîæåíèå S = X�{P,Q,R} ñ óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè (1)�(4) íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì Òàêêåðà.
Êîðíè êâàäðàòíûå èç ñóìì â (1)�(4) ñóòü ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà ìàòðèö ñå÷åíèé ìàññèâà X ïî îñÿì i, j, k,
ñîîòâåòñòâåííî.

Âàæíîå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå ðàçëîæåíèÿ Òàêêåðà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îíî äàåò íàäåæíóþ
áàçó äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåíèé ìàññèâà X ñóììàìè ñ ìàëûì ÷èñëîì ÷ëåíîâ ñ ðàçäåëåíèåì èíäåêñîâ
i, j, k: äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî çàìåíèòü ñòðîêè ñ îòíîñèòåëüíî ìàëûìè äëèíàìè íà íóëè. Ïîëó÷åííàÿ îò
òàêîé çàìåíû ïîãðåøíîñòü ëåãêî îöåíèâàåòñÿ.

Â çàäà÷àõ î âû÷èñëåíèè àïïðîêñèìàöèé ìàëîãî òåíçîðíîãî ðàíãà ðàçëîæåíèå Òàêêåðà ÷àñòî èñ-
ïîëüçóåòñÿ, ÷òîáû ïîëó÷èòü íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå.

Çàìåòèì, ÷òî ðàçëîæåíèå Òàêêåðà ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî ñ ïîìîùüþ ìàòðè÷íûõ ìåòîäîâ âû÷èñ-
ëåíèÿ ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ. Â ïðèíöèïå, àíàëîãè÷íûå ïîñòðîåíèÿ ìîæíî âûïîëíèòü è íà îñíîâå
êàêèõ-ëèáî äðóãèõ ìåòîäîâ àïïðîêñèìàöèè ñ ïîíèæåíèåì ðàíãà, ïðèìåíÿåìûõ ê ìàòðèöàì ñå÷åíèé
ìàññèâà X.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ìû îãðàíè÷èëèñü îáñóæäåíèåì òðåõìåðíûõ ìàññèâîâ, ðàçëîæåíèå Òàêêåðà
ëåãêî ïåðåíîñèòñÿ è íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ ìíîãîìåðíûõ ìàññèâîâ. Òî æå ìîæíî ñêàçàòü è î äðó-
ãèõ ïîñòðîåíèÿõ äàííîé ëåêöèè, â ÷àñòíîñòè î ôàêòå åäèíñòâåííîñòè ïîëèëèíåéíûõ àïïðîêñèìàöèé ñ
òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè.
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